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Ueber  das  Biemann'sche  ErümmungsmaBB  höhoiper. . 

Mannigfaltigkeiten. 


Von 

Prof.  Dr.  Beez 

sa  Plauen  L  V. 


Unter  den  von  H.  Weber  und  R.  Dedekind  herausgegebenen 
mathematischen  Werken  Riemann's  findet  sich  auch  eine  in  lateinischer 
Sprache  geschriebene  Untersuchung  des  genialen  Mathematikers  ttber  iso- 
therme Curven,  welche  er  im  Juli  des  Jahres  1861  der  Pariser  Akademie 
als  Beantwortung  einer  von  ihr  gestellten  Preisfrage  eingereicht  hat.  Der 
zweite  Theil  dieser  Abhandlung  bildet  einen  in  sich  abgeschlossenen, 
rein  mathematischen  Excurs  mit  der  Ueberschrift:  ^^De  transformatione  ex- 
pressionis  Zu'  h^'  ds^  ds/  in  formam  datam  £ic  ai/  dx«  dzi^*'  und  ist  haupt- 
sächlich deshalb  von  hohem  Interesse,  weil  er  im  Grunde  genommen  eine 
vollständige  Theorie  des  sogenannten  Riem  an  naschen  Euümmungsmasses 
enthält,  welche  man  wohl  an  jener  Stelle  am  wenigsten  vermuthet.  In- 
sofern darf  diese  Arbeit  als  der  Abschluss  der  bereits  sieben  Jähre  zu- 
vor von  Riemann  in  der  Habilitationsschrift:  „Ueber  die  Hypothesen, 
welche  der  Geometrie  zu  Grunde  liegen"  angestellten  Untersuchungen 
betrachtet  werden.  Die  am  Schlüsse  gegebene  Vorschrift  zur  Ableitung 
der  Covariante  (II)  ist  ein  Meisterwerk  analytischer  Kunst,  wenn  auch 
ihre  Verification  sich  nicht  so  einfach  gestaltet,  als  der  verdienstvolle 
Herausgeber  und  Interpret  Herr  R.  Dedekind  annimmt.* 

In  dieser  zweiten  Abhandlung  tritt  der  rein  analytische  Charakter  des 
Riemann*schen  Krümmungsroasses  so  entschieden  in  den  Vordergrund, 
dass  die  am  Schlüsse  gegebene  geometrische  Interpretation  eigentlich  als 
ganz  nebensächlich  erscheint.  Da  aber  gerade  diese  Interpretation  in 
der  neueren  Raumtheorie  eine  verhängnissvolle  Rolle  spielt,  so  halte  ich 
es   nicht  fttr  unzweckmässig,   auch  die  zweite  Schrift  Riemann^s  einer 


*  S.  Riemann' 8  Gesammelte  mathematische  Werke  S.  388. 

Z«itoekrift  IMalhtaftiik  n.  PL/Hl  XXIY,  i. 
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Von  Prof.  Dr.  Bmz.  8 

2)  <'^'=|r'^^>  +  l2-''^«  +  -  +  l?''^- 

ox^  o  x^  aXn 

erhalt 

3)  d,dpi  __dpi 

d.dxie      dx^^ 

d.h.:  Der  partielle  Differentialquotient  von  dp,-  nach  dxj^  ist 
gleich  dem  partiellen  Differentialqnotienten  von  p,- nach  ^k' 
Führt  man  die  partielle  Differentiation  der  Gleichung  1)  nach  einer  he- 
stinunten  Variabelen  dx^  aus,  indem  man  die  dp  und  die  dx  hla  Varia- 
bele,  die  Oik  aber,  da  sie  nur  Functionen  der  p  und  nicht  der  dp  sind, 
als  constant  ansieht,  so  ergiebt  sich 

dxi = «„  dp,  1^ + a„  dp,  Ij^  + .:. + «„  dp,  Ig 


4) 


I  J  ^Pi       I  J  ^Pi      I  I  ^  ^Pn 


+  «nl  rf;^ii  ^  +  ''n?  dpn  z— ^  +  • . .  +  flun  rf/?n  5—^ 
OXii  C  Xjc  ^^k 

oder  in  abgekürzter  Form 

4*)  dXk  =  Eir  «j r  dpi  r-f . 

axk 

Man  kann  nun  auch  umgekehrt  die  x  als  n  von  einander  unabhängige 
Functionen  der  n  unabhängigen  Variabelen  p  ansehen  und  der  Gleich- 
ung 2)  die  Gleichung 

gegenüberstellen.     Aus  dieser  ergiebt  sich  durch  partielle  Differentiation 

nach  dpi 

d'dxk     dxk 

d .  dpi      dpi 

Wenn  man  daher  die  Gleichung  4)  partiell  nach  dpi  differentiirt ,  so  er- 
hält man 

Opi  OXic  0  ^k  ^^k  (^^k 


*  Die  enteprechende  Gleichung  bei  Riemann  lautet  S.  380  der  ges.  Werke 
anter  1) 

Riemann  findet  sie  dadurch,  dass  er  in  der  Gleichung 

statt  des  Symbols  d  auf  beiden  Seiten  d-f-  d  einfahrt  und  dadurch  zu  dex  QV^c\i\ni^ 
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dpi    dpk      \     dx^  dx^  dx^Jdpk^ 


a««    a^n        /        ^P\x^       ^P%    ,  .^      ^Pn\^iCn 

ap<    3P)b      V      a^ii  ^^fi  dxjdpk 

und  addire  sie,  dann  kommt  wegen  12)  und  13),  der  Rieman naschen 

Gleichung  3)  entsprechend, 

^,.     dx^   ^j.^1  ^j-       -L?^  ^— y£f2  ^ 

^     dprdpk^dp'i'dp.'^'^^dpi'dp^-'^'dpi  dpu^"""" 

In  ähnlicher  Weise  kann  man  die  Gleichung  9)  verwenden,  indem  man 

die  folgenden  Producte  bildet: 

dpi    dpk  _  /«i I  dx^     ci2i  dx^  tt^-  dx^\  dpk 

dx^'dx^       \a    dp^        a    dp^       "'        a    dpn^dx^^ 
dpi    dpk      (a\idx^    ,f^2idx^  ci^idx^\dpk 

dx^'dx^       \a    8pj        a    dp^  a    dpn/dx^^ 


dpi    dpk  _  /«H  a^n   ,  «21  ayi>   ,         I  ^'  9xn\  dpk 
dxudxn      Vö    dp^        a    dp^  a    dpn/ dxn 

Durch  Addition  mit  Berücksichtigung  von  12)  und  13)  erhält  man  hieraus 

dx^'dx^      dx^'dx^      '"       dx^dxn         'dxi'dxi        a  ' 
womit  die  Gleichung  4)  bei  Riemann  erwiesen  ist. 

Die  Gleichung  14)  ist  der  Form  nach  dieselbe,  wie  die  Gleichung 
7)  in  meiner  früheren  Arbeit:  „Zur  Theorie  des  Krümmungsmasses  etc/^** 
nur  besteht  der  Unterschied,  dass  in  jener  Abhandlung  die  Form  von  n 
Yariabelen  Z^kf^ik^Pidph  aus  einer  Form  von  n'\-\  Variabelen  Zidxi^  mit 
Zuhilfenahme  einer  Gleichung  /'(ar^,  x^^  ...  o:»,  :r„^  1)  =  c  entstanden  war, 
woraus  die  auch  gegenwärtig  geltende  Beziehung  aik=aki  sich  ergab. 
Trotz  dieses  Unterschiedes  aber  ist  die  weitere  Rechnung  zum  Theil  ganz 
identisch  mit  der  früheren.     Differentiirt  man  nämlich  die  Gleichung  14) 

dxi    dxi 

nach  pr  und  die  analog  gebildeten 

dxi    dxi  ^  dxi    djci  _ 

^Pi  '  ^Pr  ^'  ^Pk'  ^Pr 

bezüglich  nach  pk  und  p^,  so  erhält  man 


*  Die  Gleichung  14)  kann  unmittelbar  durch  Substitation  von  5)  in  1),  die  Gleich- 
ung 15)  aber  mit  Hilfe  des  DififerentialparameterB  der  Gleichung  1)  erhalten  werden. 
*♦  S.  diese  Zeitschrift  ßd.  XX,  S.  424. 
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d^  Xt        d  üifc 


£i 


dpi  dpr  *  d  Pk 
d^  Xi      d  xi 


£i 


^Pi  ^Pk'  ^Pr 

d  Xi      dxi 


+  -S/ 


dpi'dpkdpr      dpr' 
dxi       d^xi        doir 


+  -2i 


^Pi  '  ^Pk  ^Pt 

dxi       d^xi 


dpk' 
datr 


dPk^Pi'dpr   '      *  dpk  dprdpi       dpi' 

Durch  Subtraction  der  ersten  Gleichung  von  der  Summe  der  beiden  letz- 
ten kommt 


2£i 


d^Xi      dxi 


düir        dükr        ^Oik 


dPi^Pk ' dpr      dpk       dpi       dpr ' 
folglich,  wenn  wir  die  schon  früher  adoptirte  Chris toffeT sehe  Bezeich- 
nungsweise 

dpk 


dau, 


1  /^^•'•i  """"r 


dpi 


dpr) 


d  Xi      dxi 


auch  jetzt  beibehalten, 

^Pi  ^Pk  *  ^Pr 

Auf  dieselbe  Weise  bilde  man 

17)  ^     ^*^/     ££/ 

dPk^P^'^Pr 

und  differentiire  16)  nach  p«,  17)  nach  p«,  so  ergiebt  sich 


ik 

r 

ks 

r 


2*.: 


3*x/        ?^xi 


£i 


+  2l 


+  ^1 


S^Xi  dxi 


dpidpkdps'dpr      dp. 
d^xi         dxi        d 


dpk  dpt '  dpi  dpr  dpk  dp.  dpi '  dpr      dpi 

woraus  man  endlich  durch  Subtraction  die  Gleichung 

d^Xi        d^xi  „     d^Xi        d^Xi  d   \ik 

dpkdps'  dpidpr^dp.  I  r 


Si 


-£i 


18) 


ik 

r 
ks 

r 


d 

dpi 


ks 


dpi  dpk "  dpr  dp, 

_t(  d^Oir     .     d*ak,         d^üjk  d^Or,\ 

\dpk  dp,      dpi  dpr     dpr  dpg      dpt  dpkJ 

ableitet,  um  nun  weiter  die  linke  Seite  dieser  Gleichung  durch  die 
Coefficienten  Ofk  und  deren  Deriyirte  auszudrücken,  multiplicire  man  die 
Gleichungen 


dx^        d^x^      dx, 


ik\         a«ar, 

1  i      dpi  dpk  '  dp^  ^  dpi  dpk '  dp^ 


+ 


s 


+  ...+ 


d^Xn       dXn 


ik 
2 


_    d^x^      dx^  ,     d^x 


+ 


'2 


dpi  dpk '  dp^     dpi  dpk  *  dp^ 


dpidpk'dpi  ' 
dx^  d^Xn     dx„ 


dpidpk'dpc 


ik 
n 


der  Reihe  nach  mit 


_    d^x^     dxy        d^x^     dx^ 
"  dpi  d  Pk '  dpn     dpi  dpk '  dpn 

dPi     dp^  dpn 

dxi    dxi^  "     dxi 


+  ...+ 


d^Xn     dx„ 


dpidpk'dpt 


und  addire,  so  kommt 
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^SA  -     •  T      r 


a«ar, 


2 


dPi^Pk    **dpud^i     dpidpk    ^dpf^'dxi 


^u  :: —  •  ^       ^  . . .  -j- 


dxt    dp^ 


dPidpk    ^dpudxi 


...+ 


d^Xn  dXn 


^P. 


^=& 


^Pt^P*    **dp^'dxi 
Wegen  der  Gleichungen  12)  und  13)  reducirt  sich  das  Ganze  auf 

^Pi  dpk         '* 


In  gleicher  Weise  bildet  man 

d^xi 


dpr  dp. 
Somit  erhält  man  das  Product 

d^xi         d*xi 


=  -2r 


=  Ai» 


dPi^Pk'dPrdp, 

und  durch  Yertauschung  der  Indices 

d^xi         d^Xi 


ik 

#• 

•Pm 

f* 

dxi' 

rs 

dp^ 

V 

dxi' 

ik 

rs 

^ 

V 

^UT 


tr 


ks 

V 


dpidpr'dpkdpt 
Die  Einführung  dieser  Werthe  in  18)  giebt 

d^Xi        d*xi         „     d^xi 


2i 


-Si 


dpfi   dp^ 
dxi    dxi 


dP/i     dPr 

dxi    dxi 


d^Xi 


dpi  dpk '  dpr  dps  dpi  dpr  '  dpi,  dp. 


£l  £u  y 


ik 


rs 

V 


tr 


ks 

V 


=  Z 


fit 


ik 


rs 

V 


tr 


ks 

V 


-2/ 


\dp^  dp^ 
\  dxi  '  dXi 
dPfi  dpp 


dXi    dXi 


Die  Summe  Z-—-^.-;—^  hat  aber  nach  18)  den  Werth 

dxi   dxi  ' 

hält  man  als  Endresultat 


V" 


folglich  er- 


19) 
oder 

19*) 


d_ 
dps 


ik 

r 


d_ 
dpi 


ks 

r 


+£ut. 


^/19 

a 


tr 


ks 

V 


^\dpkdpt 


+  £m. 


'/!» 


d*ar. 
dpi  dpr      dpr  dp,    ,  dpi  dpk 


=  0. 


rs 

V 


=  0 


3»«!,      d/^ttik 


) 


ir 

ks 

V 

— 

ik 

rs 

V 

Wenn  die  Functionen  an  nebst  ihren  ersten  und  zweiten  Derivirten 
dieser  Gleichung  genügen,  d.  b.  bewirken,  dass  die  linke  Seite  identisch 
verschwindet,  dann  lässt  sich  die  quadratische  Form  von  n  Differentialen 
Hantdpidpit  in  die  Summe  der  Quadrate  der  n  Differentiale  dx^'\'dx^'\',,. 
.„-^-dx^  transformiren ,  ohne  Rücksicht  darauf,  ob 

1.  die  Form  von  n  Differentialen  Zaikdpidpk  aus  einer  Form  Zidy^ 
von  w  +  1  Differentialen  dy^^  dy^^  ...  dy„^i  und  einer  Gleich- 
zog f{yi ,  ^2»  •  •  •  yn  >  yn  + 1)  =  c  zwischen  den  n  +  1  Variabelen  y 
hervorgegangen,  oder  ob 
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2.  die  Form  yon  n  Differentialen  Zoikdpidpk  aus  einer  Form  Zidy^ 
Ton  n  +  k  Differentialen  nnd  k  simultanen  Gleichungen 

,  •  • 

zwischen  den  n  +  k  Variabelen  y  entstanden  ist,  oder  ob  endlich 

3.  die  Form  San  dpi  dpj^  anf  eine  solche  Form  £i  dyi^  gar  nicht  zu- 
rückzuführen ist  —  ein  Fall,  dessen  Möglichkeit  wohl  erst  noch 
einer  näheren  Untersuchung  bedarf. 

n. 

Ableitung  einer  quadrilinearen  Form  F,  deren  Coeffloienten  den 

Ausdrücken  19)  gleich  sind. 

Der  Ausdruck  19*)  ist  bis  auf  den  Factor  —2  identisch  mit  dem 
Biemann' sehen  (I) 

^*^l,i"        ,    ^*^i',l'"  ^*^l,4"'  ^*^4',l" 


ds^'ds^"     ds^ds^'     dsi'dsi"      ds^dsi'" 

+"i  -Sr^  (/?y,  t»,  jrM  p^^  ^^  ^»  —  p^^  ,^  4'v  py^  u,  I")  — ^  =  0. 


Bezeichnet  man  den  Ausdruck  links   durch  (»t,  i'i  ),  so  lässt  sich  die 

linke  Seite   der  Gleichung  19*)   durch  —^{rksi)   ausdrücken.     Um  das 

Bildungsgesetz  der  Gleichung 

{rkst)  =  0 

besser  übersehen  zu  können,  soll  man  nach  Biemann's  Vorschrift  das 
Aggregat  der  zweiten  Variationen 

A)  dSEaik  dpi dpk  -^  2dS£aik dpi öpk  +  ddZatk  dpi dpk 

entwickeln  und  die  Variationen  des  zweiten  Grades  cP,  d8y  ö^  so  be- 
stimmen, dass 

B)  ^£aik  dpidpk  —  S£aik  dpi  fpk  —  dZan,  dpti'pk  =  0 , 

i   6'£aikdpidpk'-'2dl:aikdpidpk  =  0, 
'  \  ^2aikdpi5pk  -'28i:aikdpid'pk  =  0 

werde,  während  f  eine  beliebige  Variation  bedeute.  Auf  diese  Weise 
finde  man,  dass  das  Aggregat  A) 

II)  =^  £(rkst){dpröpk  —  dpk  öpr)  {dpsöpi—dpi  dps) 

werde.  Die  beiden  Ausdrücke  in  C)  leitet  man  aus  B)  dadurch  her,  dass 
man  in  ihm  einmal  das  Zeichen  d  mit  dy  das  andere  Mal  d  mit  d  ver- 
tauscht. 

Man  überzeugt  sich  nun  leicht,  dass  man  bei  stricter  Befolgung  der 
Rieman naschen  Vorschrift   nicht    zu    dem  gewünschten  7i\e\^  ^«^«^ix^. 
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Denn  bildet  man  sunäcbst  nacb  dem  Scbema  A)  diejenigen  Ausdrücke, 
welche  die  zweiten  Variationen  der  Coef&cienten  Oik  enthalten,  und  be- 
zeichnet das  Aggregat  aller  llocb  übrigen  Glieder  mit  ^2>  ^^  konmit 

6*i:aik  dpi  dpk  —  2dö£aik  dpi  ipu  +  dl^Saiu  SPi  Spt 
=  -S T — ^^  dpi dpk  dpr  dpt  -  2 2;  ^^^'^   dpi dpk  dpr  dp, 

dpr  OPf  OPr  OPt 

+  -St— -TT-  SPi  iPk  dpr  dp,  +  J^ . 
dpr  Opg 

Da  sich  das  ZeicLen  2  auf  alle  Indices  t,  Ar,  r,  5,  welche  sämmtlich  die 
Reihe  1,  2,  ...  n  durchlaufen,  bezieht,  so  ergiebt  sich,  wenn  man  in  der 
zweiten  Sumipe  k  und  r,  iu  der  dritten  1  und  r,  k  und  s  vertauscht, 

Ö^Zoiii  dpi  dpk  —  2dd  Zoik  dpi  öpk-^  (PZoik  dpi  Spk 

= -"  iäi^ä^  -  ^7^ + ä^Iä^r "' '^* '^' '''•  +  ^- 

das  erste  Glied  aber  in  der  Gleichung 

{rksi)^0 
lautet 

d^Oik  d^üir  d^att     .     d^Or, 


dprdp,      dpkdp,      dpidpr     dpidpu 
Um  dieses  zu  erhalten,  hat  man  in  dem  Rie mann* sehen  Schema  A)  statt 

2di£aik  dpiöpk 
zu  schreiben 

diSüik  dpi  dpk  "jr  ddHoik  dpi  dp^ 

und  also  statt  des  Ausdruckes  A)  den  folgenden  zu  entwickeln: 

S^Züikdpidpk  —  döZaikdpiöpk  —  ddEan^Spidpk  +  d^£aikdpidpk=^0. 

Um  aber  bei  der  Ausrechnung  sicher  zu  sein,  dass  wir  auch  sämmtliche 
Glieder  auseinanderhalten,  führen  wir  nach  dem  Vorgange  des  Herrn 
R.  Lipschitz'^  noch  zwei  neue  Variationszeichen  d^  und  6'  ein  und  legen 
unserer  weiteren  Bntwickelung  die  Form 

-  i  I ^ Ä  2aik dpi d  pic- dö'Zoik  (fpi  öpu - ö d'Hoik  d'pi  dpk  +  ddtEaik dpi  ^Pk\ 
zu  Grunde.  Wenn  man  in  derselben  statt  ^  und  (f  bezüglich  5  und  d 
einführt,  so  erh&lt  man  bis  auf  den  constanten  Factor  —  ^  wieder  die 
Riemann'sche  Form  A).     Wir  setzen  zur  Abkürzung 


*  S.  Lipschitz:  „üeber  ganze  bomogenc  Functionen  von  n  Differentialen*^ 
Borchardt's  Jonmal  Bd.  72,  S.  16 flg.,  uud  desselben  Verfassers  „Bemerkungen 
zu  dem  Princip  des  kleinsten  Zwanges",  Bd.  82,  S.  317  flg.  An  der  zuletzt  citirten 
Stelle  weist  Herr  Lipschitz  ifttch,  dass  es  nur  einer  leichten  Umformung  bedürfe, 
um  von  der  Gleichung  37)  seiner  zuerst  genannten  Abhandlung  ebenfalls  auf  die 
Ri  em an n* sehe  Form  A)  zu  gelangen.  Wenn  ich  trotzdem  den  directen  Weg  zur 
Verificirung  der  letzteren  einschlage,  so  geschieht  es  aus  dem  Grunde,  weil  der- 
selbe geringere  Schwierigkeiten  darbietet,  als  der  Ton  Herrn  Lipschitz  ein- 
geschlagene Weg  zum  Beweis  der  Formel  37). 
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2)  ^Zoik  ipi  Spk  —  S  Züik  <fpi  fpk  —  d'Soik  5pi  fpk  =  /, 

3)  ö'Zoik  dpi  efpk  —  (f£aik  dpt  d'pk  —  d  Soik  (fpt  ^Pk  =  ^ 

and  können  dann  die  Oleicbnng  1)  auch  schreiben 

4)  F^^dJ-'idir. 

Zuvörderst  mögen  nun  die  zur  Bildung  von  /  vorgeschriebenen  Va- 
riationen  ausgeführt  werden.     Es  ist 


^£aik  ipi  8pk 


dpr 

ßan 


d^Pi  8Pk  fPr+  20ih  i'^Pi  ipk  +  ^^k  ^Pi  S'S Pk 


—  6  Lcik  ipi  Spk  =  —  £ -r-^  d^Pi  d'pk  Spr — £<^ik  S  ipi  i'pk  —  £^ik  d'pt  ö  6'pk 

CPr 

—  dZaik  ipi  i'pk^  —  ^Y^^Pi  i'pk  d^Pr—  £aikd^8pid'pk  —  £aik6p(d^6'pk, 

worin  die  Summenzeichen  auf  alle  Indices  t,  A:,  r,  welche  sämmtlich  die 
Zahlenreihe  1,  2,  ...  n  durchlaufen,  sich  beziehen.  Durch  Addition 
dieser  drei  Gleichungen  erhalten  wir,  da  öd'pk=^i^Spk  und  £aikd'(fpi6pk 
=  £aik  d^öpk  ^Pi  ißt, 

J^E^-^d^Piipklfpr-S^-i^ipit^p    dpr-E^SpiiTpkttpr 


dpr 


dpr 


dpr 

—  iHaiköd^Pii^Pk. 

Wegen  der  Vertauschbarkeit  der  Indices  lassen  sich  das  zweite  und  dritte 
Glied  rechts  beziehendlich  auch  schreiben 

2  -^  dfpi  d'pk  öpr  =  -2:—'-  dfpi  S'pr  dpkt 

Opr  Opk 

£-^  dpi  fpk  dfpr  =  ^-^^  Spk  S'Pr  d^Pi. 


Man  erhält  daher 


dpr 


dpi 


5) 


^'^\^^ ""  ^""^^)  ^^**^*  '^'"  "■  ^^'''*  S^PiS'Pi 


=  -2J2: 

und  in  gleicher  Weise 
6)  K=--2}£ 


ik 
r 

ik 
r 


d[pi  öpk  d'pr  +  £aik  d  ctpi  dW 


dpi  ipk  ^Pr  +  £aik  ddfpi S'pk) . 


Setzen  wir  nun  fest,  dass  die  Indices  t ,  /:,  r,  s  bezüglich  den  Variationen 
</,  if ,  d,  y  zuertheilt  werden,  so  erhalten  wir  aus  Gleichung  4)  in  Ver* 
biodung  mit  5)  und  6) 


F=6\£  *^   dpi dfpk  ö'p.  +  Zau  dd'pi  dp.  \ 


7) 


ik 

s 
kr 

s 


( 


dfpk  öpr 6'ps  +  2ak,dd'pk  d'pA , 
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sf>*\0'^>^>^r'^'j>^\^<^^*^^^^>^\^^^*^>^>^<<^*^>^^'^^  * 


Bei  der  Ansftlhniiig  der  angezeigten  Variationen  erhält  man  im  Gun- 
zon  14  Olieder,  von  denen  sich  Tier  gegenseitig  aufheben.  Die  noch 
übrigen  zehn  lassen  sich  auf  folgende  Weise  schreiben: 


'-^%. 


ik 

8 


dpi 


kr 
s 


^Pi  ^Pk  iPr  l^P» 


8) 


^    \dpr 

\dak. 


-2; 


dpi 
kr 


tr 
s 

ik 
s 


ddpidprS'pt 
dpiSd^Pk^p,+  ^ 


ik 

$ 


dpiipki^Ps 


—  ZI"    I  ipk  ipr  dipt  +  JSfltj  dipk  iip%  —  Saj^^  i^Pk  dSpt. 

8 


Da  nun 
ir 


8 


*\  dpr   ^  dpi  dpj'      I  t  *  \  ap.  "•■   dpr  dpi  /' 


80    folgt 


also  wird 


ir  I      I  r8\ doig 

I    l"  I     •    I  ■""  o        > 

All«!       dpr 


dpr 


tr 
8 


r8 
t 


und  ebenso 


^Ok9 

dpi 


ik 

8 


18 

k 


folglich  erhalten  wir  ftir  F  den  Ausdruck: 


F=:S 

9)      -2; 

"2 


d_ 

dpr 
i8 
k 
kr 

8 


ik 

8 


kr 

8 


( 


'dpt 

dpi  i  tfpk  i^p,  +  2 


I 


dpiipkSprfpt^-  E 


rt 

t 


dipiipri^p^ 


ik 

8 


dpiäpkiVp. 


ipk  6pr  dS'p,  +  Zük,  dipk  diips  —  SajkB  öd^Pk  dlfp^. 


Nun  giebt  die  Gleichung  6) 

d^Hoik  dpi  (tpii  —  aJSaik  dpi  fpig  —  dSoik  api  ^pic 


6*) 


=  -2}z 


ik 

8 


dpi  d^Pk  i'p»  +  Sau  d(tpi  S^pK 


Nach    Biemann's    Vorschrift    würde    die   zweite    Variation    dd^Pi^ 
welche  noch  ganz  willkürlich  ist,  so  zu  bestimmen  sein,  dass 

10)  ^Soik  dpi ipk  —  d^Soik  dpi  d'pk  —  dSang  äpi  ö'pk  =  0, 

folglich  auch 


10*) 


Ilaig  däpi  ^pt  +  Z 


ik 

8 


dpi  dfpk  ^Pb  =  0 


ist.  Da  die  Variationen  b'p^  unabhängig  von  einander  sind,  so  müssen 
die  Factoren  von  dp«,  damit  der  Gleichung  10*)  genügt  werde,  sämmt- 
lieh  verschwinden.     Dies  giebt  das  folgende  Gleichungssystem: 

ik 


11)  Eiaudötpi+Zii, 

oder  in  ausführlicher  Darstellung 


dpi  d^Pk  =  0 
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^11  ^^Pi  +  ^M  ^^P%  +  •  •  •  +  <»iil  dipn  =  —  Z 

^12  ^^Pi  +  ^n  ^^P%  +  •  •  •  +  <'«2  cf  dp»  =  —  Z 


1 

2 


dpi<fpic^ 
^Pi^Pk^ 


fll«ddPl  +  «2«  d€(p2+ •  •  •  +  ö««  ddp»  =  —  ^ 


n 


dpid^Pki 


woraus 


K- 


oder 
in 


1 


dpiäpk+(h2^ 


dp<dpik  +  . ..  +  of,„^ 


ft 


dpi  ip\ 


ff« 


dd'p,=-2:^rrfi2iA 


dp<  dp/ 


gefunden  wird.  In  derselben  Weise,  wie  dd^  sind  die  zweiten  Variationen 
dd',  hi^m  voi  bestimmen.  Man  hat  also  im  Ganzen  folgende  vier  Beding- 
nngsgleichnngen  nöthig: 

i^üi^t  dpi  dtpk  —  äZatk  dpi  (fpk  —  dZüik  dpi  d'pjt 

=  -  2  p  *^    dpi  (fpi,  i'p.  +  Zoi,  dipi  «'p.j  =  0 , 
iZoik  dpi  H^pk  —  dUoik  ipi  ipk  —  i^<iik  äpi  ipk 


12) 


=  -2U 


y^Ofik  Äp<  d^pjt  —  d^aiA  ipi  ipk  —  d'2^öa  d'p«  ^Pk 
=  -2p'^    *P*d'p;k«p,  +  2;a<,ddp< dp.  1  =  0, 

iZüik  8pi  ypk  —  d -^a< jfc  d'pf  Vpk  —  d'-Sört  dp/  dp* 


dp<  ^  P*  dp,  +  Zois  d  dp<  dp,  I  =  0 ; 


durch  Addition  der  ersten  und  zweiten  Gleichung  ergiebt  sich 

dZaikd^Pi^Pk^^O 
und  ebenso  aus  der  dritten  und  vierten  Gleichung 

iSüik  ipi  Spft  =  0. 

Man  genügt  sftmmtlichen  Bedingungen,   wenn  man  über- 
haupt festsetzt,   dass  für  drei  beliebige  Variationen  d,  d',  h" 

f^aik  6'pi  i"pk  =  0 

seL     Nimmt   man   speciell   für  6'  und  d''  das  Differentialzeichen   d,   so 
hat  man 

13)  d  Zoik  dpi  dpic  =  0. 

Hierdurch    ist  die   Rie  man  nasche  Vorschrift  zur  Bildung  der  zweiten 
Variationen  auf  das  isoperimetrische  Problem  zurückgeführt:  die  Gr^Sssen 
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p  als  Functionen   einer  unabhängigen  Variabelen   /  so   zu   bestimmen, 

t 

dass   die   erste  Variation   des  Integrals    §  ^^ik-j;-»-j^  dt  innerhalb  der 


di  '  dt 


h 


Grenzen  t^  und  i  verschwindet.     Denn  die  Bedingung 

führt  unmittelbar  auf  die  Gleichung 

6  2an  dpi  dpk  =  0. 

Mit  der  soeben  erwähnten  Aufgabe  hängt  aber  auf  das  Engste  zu- 
sammen ein  zweites  isoperimetrisches  Problem ,  nämlich  die  Grössen  p  als 
Functionen  der  Variabelen  t  so  zu  bestimmen,  dass  die  erste  Variation 
des  Integrals  i 

dpi    dpi, 

"0 

Null  werde.  Wenn  wir  die  Möglichkeit  eines  gekrümmten  Raumes  von 
n  Dimensionen  zugeben,  so  würde  dieses  Integral  die  Länge  einer  von 
dem  Punkte  (PuP^,  .../?fi)i=fo  bis  zu  dem  Punkte  (Pi,/>2,  ...;>n)<— r  ge- 
zogenen Linie  ausdrücken.  Unsere  Aufgabe  verlangt  also,  dass  diese 
Linie  zu  einem  Maximum  oder  Minimum  gemacht  werde.  Die  beiden 
isoperimetrischen  Probleme  werden  nun  aber  identisch, 
wenn  man  die  Variabele  /  in  der  Weise  bestimmt,  dass  sie 
selbst  eine  kürzeste  Linie  des  ti-fachen  Raumes  darstellt, 
und  hieraus  erklärt  sich  denn  ganz  einfach  der  Zusammen- 
hang zwischen  der  quadrilinearen  Form  F^  welche  zu  der 
quadratischen  Form  Zangdpidpk  covariant  ist,  und  den  kür- 
zesten Linien  des  n-fachen  Raumes,  dessen  Linearelement 
durch    die  Quadratwurzel    aus   derselben   Form,    also   durch 

y^Uikdpidpk  gegeben  ist.  Um  unsere  Behauptung  zu  beweisen, 
nehmen  wir  an,   es  sei  f  eine  Function  der  Grössen  p,-,  wie  der  ersten 

Differentialquotienten  -—•=pi^    welche  die   Variabele  /  explicite   nicht 

enthält.  Legt  man  sich  nun  die  Aufgabe  vor,  die  Grössen  pt  als  Func- 
tionen von  /  so  zu  bestimmen,  dass  das  InAegral 


"=/' 


zwischen  den  Grenzen  i^  und  /  ein  Maximum  oder  Minimum  sei ,  so  hat 
man  zunächst  die  erste  Variation  dieses  Integrals  Null  zn  setzen.  Es  ist 
aber 
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folglich 


Integrirt  man  zwischen  den  Grenzen  (g  nnd  <,  so  kommt,  da 

dSpi 


dl 


n.M. 

gesetst  werden  kann,  ^ 

e 

'-[^^H:;;r/fe-#)'"-=«. 

worabs  wegen  der  Unabhängigkeit  der  Grössen  d/?,-,  welche  an  den  Oren 
sen  yerschwinden ,  das  Oleichnngssjstem 


14) 


IL 
dpi 


dt 


0 


entsteht.     Setzen  wir  jetzt  yj  statt  /*,  so  geht  diese  Gleichung  Über  in 

1    df 


15) 


yj  dpi      j/f      dl  dt     *  dpi 


Beiden   Systemen,   sowohl  14)   als   15),   genügt  man   dnrch  die  Bestim- 

mang«  dass  f  gleich  einer  Constanten  Bei.     Es  ist  also  f=c  sowohl  ein 

Integral  yon  14)  als  von  15).     Für 

^      „      dpi    dpk 

nimmt  die  Gleichung  14)  folgende  Gestalt  an: 


16)  2 

oder  aasgeführt 

16*)  2 


doik  dpi    dpk 


dpr     dl      dt  dt      *     dt 


ik 

r 


dpi  dpk 


(fipi 


., .,  +^-'^=«- 


Die  Gleichung  15)  aber  giebt 

dt 


17) 


/^..% 


ik 
r 


^         "^  dt    dl 


fiPi   dpk  (fipi 

dt     dl  dr 


=  0. 


y  ^'''"dT'-d-t 
Daa  gemeinschaftliche  Integral  von  16^)  und  17)  ist 
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'V^^^^^S^^N^^^  »^^^^^^a 


r«»'w^.•i^,^•.^--^^„*^^|-^rf^•■*^--•-^^  ^..^'•-^^^•^  ^^^^.^^.^^■^.^^^^■^^  -*  ^•^^^^N^^ 


dpi    dpk 


folglich  ist 


i 


f}/zaJ^.'-i^M  =  V7.if-i,). 


Wenn  man   daher  c  =  l   nnd  /q^O  setzt,  so  ist  t  seihst  eine  kttneai 
Linie,  wodurch  die  ohen  aufgestellte  Behauptung  erwiesen  ist« 

Aus  den  Gleichungen  12)  ergehen  sich  nun  entsprechend  den  Gleicl 
ungen  11)  und  11*)  die  zweiten  Variationen 


dip.^-Z^'^Zik 


d^iPu=  "-  ^  -^  ^kr 


a 


kr 


^Pk  iPr^     i  ^Pfi  =  —  2;»  -^  £rM 


ts 

rs 

V 


tpr  i^Pf 


Demnach  wird  in  Gleichung  9) 


r$ 

m 

t 

d^Pi^Pri^Ps^^ 

rs 

V 

difp^Spr^p, 

—        ^ikrt^ßv 

U 

ik 

rs 

V 

is 
k 

X  s 

(lpiS(itpki^p»=£ 

dpi6(tpß6  Pa 

u 

is 

kr 

V 

ik 
s 

1 
dpidipifö6'pg=2 

ik 
u 

dpi  ipk  ^  d'Pii 

«                                                                           ■      »         ■ 

—          ^krB  ^n  V 

lA- 

i  rs 

(    V 

kr 

s 

d'pkdprdö'ps=^£ 

Ar 

V 

d^Pköprdd'p^ 

^  — 

^ik 

is 

kr 

V 

dpi  d^Pk  Spr  6'pg , 


dpictpköprö'pr, 


dpid^Pk^Pri^Ps, 


dpi  d'pk  öpr  ö'pa . 

Femer  ist 

£aisdcfpid6'ps  =  dd'p^  (flu^dpi  +  aai  5d/>2  +  . . . +  fl„i  öd'pn\ 

+  ddtp^  1«!^  dd/>i  +  a^  6ö'p,,  +  . . .  +  ffn2  ^^Pnl 


Vertauscht  man   in   11)  rf,  d'  mit   d,  6'  uud  setzt  die  so  erhaltene 
Werthe  der  eingeklammerten  Reihen  in  diesen  Ausdruck  ein,  so  komn 

Saigdd'pi66'p,=  —  Zv  dd'pyZj.,        \  6pr  ^/>«, 
folglich ,  wenn  man  11*)  herücksichtigt , 
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^•*  <^^^^^^^^^^>^n^ 


f/iV 


.   ^anz  fthnlicber  Weise  ergiebt  sich 

o 
•mit   erhftlt  man  endlich 


f^ 

rs 

f* 

V 

is 

kr 

^ 

V 

äpiipkiPri^Pt' 


^Pi  iPk  9Pr  ypa . 


d   \ik 


=  ^ikr9 


\dPr 


dpi 


kr 

8 


+  ^ 


a  \  / 


s 


kr 

V 


\j\dpiltpkdprö'p. 


d   ^wenn  man  noch  r  mit  s  und  die  Zeichen  8  nnd  V  vertanscht, 


=  '^Jkra 


ks 

r 


+  2 


a    \|^ 


I) 


dpi  d^pk  8pr  8'ps. 


r\  \ks      '  ik\  \rs 
fi  1 1  V  f'  1 1  V 

I>er  Coefificient  von  dpid^p^  8pr8'pt  stimmt  aber  mit  der  linken  Seite 
r  Gleichung  I,  19)  überein;  es  verschwindet  also  die  Form  F 
entisch,  wenn  die  Form  üandpidpk  von  n  Differentialen 
cb  in  die  Snmme  der  Quadrate  von  ebensoviel  Differen- 
alen   £tdxf  transformiren  lässt. 

(SchlnM  folgt.) 


Z«lftMs2uift  £  MMibttuMtik  u.  Pbyaik  XJUV,  /. 


IL 

üeber  die  Folarflächen  der  windschiefen  Flächen 

dritter  Ordnung. 

Von 

Dr.  Ad.  Hochheim, 

ProfBuor. 
(8  o  h  1  u  8  8.) 


Abschnitt  IL 

Die  Polarflftclien  der  windscMefen  Flftchen  W  und  TT. 

t.e  t.oD 

33.  Die  Gleichungen  der  Polarfläohen  eines  Pnnktes  beittglich 
windschiefen  Fläche  2).  Sind  $|,  £2?  Ss«  ^  ^^^  homogenen  Coordinalen 
eines  Punktes  Ar,  so  ist  die  Gleichung  der  quadratischen  Polarfl&che  des- 
selben 

57a)    \^{^x^x^  +  oTjar^)  ^rU^^^  +  ^,«4)  +  18^  +  ^4^1  «2  =  0 
oder 

dagegen  die  der  Polarebene 

58)       (2  Ji^  +  U^^x^  +  (3I2*  +  $1 14)^2  +  Si*^s  +  Sife^4  =0. 

34.  Die  quadratische  Polarfl&che.  Nach  Gleichung  57b)  ist  die 
quadratische  Polarfläche  eines  Punktes  k  bezüglich  einer 
windschiefen  Fläche  2)  eine  windschiefe  Fläche  zweiter 
Ordnung,  welche  die  Gerade  T  in  sich  enthält, 

und  zwar  ist  die  Fläche  Pq 

k 

bezüglich    der  Fläche    W  ein      bezüglich   der  Fläche    W  ein 

t.e  f. OD 

Hyperboloid  mit  einer  Man-  hyperbolisches  Paraboloid, 
telfläche,  dessen  Axen  durch  dessen  Hauptaze  der  Geraden 
die  Wurzeln  der  Gleichung         ar2  =  0,  0:4  =  0  parallel  läuft. 

1/^ -!,«($, +  31,)^« 
+  S«  (3  &  1»  - 1.*  -  il4*) -<  +  3  li*|,  -  0 
bestimmt  sind. 
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Die  Fläche  Pq  wird  von  der  Ebene  o:.  =  0  in  den  beiden  Geraden 

k 

^1  =  0,     ar^raO, 

dagegen  von  der  Ebene  x^  =  0  in  den  Geraden 

«2  =  0,     a:i  =  0, 

arg  =  0,     ^aTj  +  2  $1*3  +  Jga;^  =  0 

geschnitten   nnd  von  jeder  dieser  Ebenen  in  dem  Schnittpunkte  der  zu- 
gehörigen Schnittlinien  berührt. 

Ans  den  Gleichungen  2)  und  57  b)  lässt  sich  schliessen: 
Eine  windschiefe  Fläche  2)  wird  von  der  zugehörigen  quadratischen 
Polarfläche  eines  Punktes  k  in   einer  Raumcurve  sechster  Ordnung  ge- 
schnitten ,  welche  aus  der  Linie  T  und  einer  Raumcurve  vierter  Ordnung 
besteht. 

Die  Projection  der  Schnittcurve  vierter  Ordnung  auf  x^^=Q  ent- 
■pricht  den  Gleichungen 

59)  I  ""^^^^ 

dieselbe  besteht  also  aus   der  Schnittkante  der  beiden  Ebenen  x^  =>  0, 
x,  =  0  und  einer  Curve  dritter  Ordnung. 

Setzt  man  ^s=^=0,  so  gehen  die  Gleichungen  57b)  und  59)  über  in 

und 

a^i  =  0,    «,  =  0,    §4^  —  ^1^1^4  —  251^  =  0. 

Daraus  folgt:  Befindet  sich  der  Pol  k  auf  der  Schnittkante  der 
beiden  Ebenen  2^2  =  0,  ^3=0,  so  ist  die  quadratische  Polarfläche  bezüg- 
lich einer  windschiefen  Fläche  2)  ein  hyperbolisches  Pafaboloid 

In    diesem  Falle  besteht  die  Projection  (auf  x^  s  0)  der  räumlichen 
SelmitteuTve 
der  windschiefen  Fläche  W  und  der     der  windschiefen  Fläche  W  und  der 

t,e  C.oo 

sngehdiigen     quadratischen    Polar-     zugehörigen     quadratischen    Polar- 
fläche aus  den  beiden  Geraden  fläche  aus  den  beiden  Geraden 

<Pi  =  0,    a?8  =  0,  a?i  =  0.    a?3  =  0, 

^2  =  0,    a:3  =  0  a?2  =  0,    «3  =  0 

nnd  einer  Hyperbel.  und  einer  Parabel. 

*     Verlegt  man  den  Pol  k  in  die  Kante  a?j  =  0,  a?4  =  0,  so  ist  die  qua- 
drmtisehe   Polarfläche  desselben   bezüglich   einer  windschiefen  Fläche  2) 
ebenfalls  stets  ein  hyperbolisches  Paraboloid,   doch  findet  eine  Degene- 
rmtion  der  Projection  der  Schnittcurve  nicht  statt. 
Es  mögen  S^,  ^^  I3,  1^  der  Relation 

fe*  +  5l52$4  +  ll'l8=0 

genfigea,  so  gehen  die  Gleichungen  b9)  ober  in 
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Liegt  demnach  der  Pol  k  anf  der  windschiefen  Fliehe  2)  aelbat,  so 
besteht  die  Projection  der  Schnittcurve  ans  der  Geraden  XjsO»  <B^e=(l| 
der  Projection  der  dnrch  k  gehenden  Oeneratrix,  nnd  wenn  die  Fmidar 
mentalfläche 
fV  ist,  ans  einer  Hyperbel.  JV  ist,  ans  einer  Parabel. 

t.e  t,ao 

35.  Die  Folarebena  Die  Polarebene  des  Pnnktes  k  58)  wird  vom 
der  Linie  T  in  dem  Punkte  durchstochen,  in  welchem  eine  doich  k  gebende 
Tangentialebene  eine  windschiefe  Fläche  2)  berührt. 

Eine  windschiefe  Fläche  2)  wird  von  der  angehörigen  Polaieibeoe 
des  Punktes  k  in  einer  Curve  dritter  Ordnung  geschnitten ,  deren  Pre- 
jection  auf  ^3  =  0  der  Gleichung 

entspricht.  Diese  Projection  besteht,  wenn  der  Pol  k  in  der  Ebene 
07^  =  0  liegt,  aus  drei  Geraden,  von  denen  zwei  zusammenfallen«  Die 
Polarebene  enthält  in  diesem  Falle  die  Linie  T  in  sich. 

Femer  ergiebt  sich  aus  Gleichung  58): 

o)  Gleitet  der  Pol  k  auf  dem  hyperbolischen  Paraboloid 

61)  24,S3  +  |,S,  =  0 

fort,  welches  betrachtet  werden  kann  als  der  geometrische  Ort  der  Sy- 
steme von  geraden  Linien,  welche  den  Gleichungen 

Si=     ^k^     2A^  =  -^, 

entsprechen , 

so  steht  die  Polarebene   desselben     so   geht  die  Polarebene    desselben 

bezüglich  der  Fläche  fF  stets  loth-     bezüglich  der  Fläche  W  immer  dnieb 

t.e  f. OB 

recht  auf  der  Ebene  07^  =  0.  den  Schnittpunkt  der  Ebenen  (C^ssO, 

0:3  =  0,  x^  =  0. 

ß)  Befindet  sich  der  Punkt  k  auf  dem  Mantel  eines  Kegels  zweiter 
Ordnung,  dessen  Gleichung 

62)  3J,»  +  Sil4  =  0 

ist  (im  vorliegenden  Falle  ein  parabolischer  Cylinder),  so  steht  die  Pb- 
larebcne  desselben  bezüglich  einer  windschiefen  Fläche  2)  auf  der  Ebene 
x^  =  0  stets  lothrecht. 

/)  Liegt  der  Punkt  k  auf  der  doppelt  gekrümmten  Raumcurve,  in 
der  das  Hyperboloid  61)  von  dem  Kegel  62)  geschnitten  wird,  so  ent- 
hält die  Polarebene  die  Schnittkante  der  EbeneD  0:3  =  0,  3^4  =  0  in  sieb 
uud  ihre  Lage  ist  von  den  Coordinaten  §3  und  1^  ganz  unabhängig. 
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S)  Genügen  gj,  £,,  $3,  (^  der  Relation 

•o  geht  die  Oleichnng  60)  über  in 

Liegt  der  Punkt  k  auf  einer  windschiefen  Fläche  2),  so  ist  die  Po- 
larebene desselben  Tangentialebene  an   diesem  Punkte.     Die  Ebene  Pe 

k 

•ehneidet  die   windschiefe  Fläche   in   der  durch  k  gehenden  Generatrix 

und  in  einem  Kegelschnitte,  welcher  die  Generatrix  im  Punkte  k  und  in 

der   Linie   T   durchschneidet.     Die  Projection   desselben  ist,  wenn   die 

Fandamentalflfiche 

W  ist,  eine  HTperbel.  W  ist,  eine  Parabel. 

C.#  t.QO 

Die  Ebene  Pe  berührt  die  Fläche  Pq  in  diesem  Falle  im  Punkte  k 

k  k 

ebenfalls  und  schneidet  sie  zugleich  in  zwei  durch  k  gehenden  Geraden, 
nlmlich  in  den  Infiexionstangenten  der  zugehörigen  windschiefen  Fläche, 
▼on  denen  die  eine  die  durch  k  gehende  Generatrix  der  windschiefen 
FlXche  ist. 

Befindet  sich  der  Punkt  k  auf  der  Raumcurve,  in  der  eine  wind- 
schiefe Fläche  2)  von  dem  Kegel 

geschnitten  wird ,  so  geht  die  zweite  Inflexionstangente  im  Punkte  k  stets 

durch  die  Gerade  ^  ^ 

aj2  =  0,    a?4  =  0. 

Da  eine  windschiefe  Fläche  2)  von  einer  Geraden  G  nur  in  drei 
Ponkten  durchstochen  werden  kann,  von  denen  jeder  in  einer  Gene- 
ratrix li^,  so  lässt  sich  schliessen ,  dass  dieselbe  auch  der  dritten  Classe 
angehört. 

36.  Die  Diametralflftchen.  Da  die  Diametralflächen  einer  Fläche  die 
PolarflSehen  unendlich  femer  Punkte  sind,  so  kann  man  aus  den  Relationen 
57)  und  58)  die  Gleichungen  der  Diametralflächen  einer  windschiefen  Fläche 
3)  ableiten,  indem  man  den  Pol  k  in  die  Unendlichkeit  fortrücken  lässt. 

A,     Die    Diametralflächen    der    windschiefen   Fläche    fV. 

t.e 

Zur  Einführung  von  Cartesischen  Coordinaten  setzen  wir  x  für  —  ,  y  für 

-^  j  z  fUr  —   und .  bezeichnen   die  Winkel,   unter  denen  eine  Gerade  G 

<  ^4 

des  Sehnensystems,   zu  dem   die  Diametralflächen    conjugirt  sein  sollen, 

SU   den  neuen   Axen  geneigt  ist,   mit  9,  '^,  x?    dann   ergeben  sich   als 

Glmehungen  der  Diametralflächen: 

ß^.     I  05* 005%  +  3y*  C05 1/;  +  2a: 2  C05 g)  +  a?  C05 ^  -f-  y  C05 g)  =  0 , 
(      ixcosq>  €08%  +  3y  cos*  «^  +  «  cos*g>  +  cos(p  cos  !|;  =  0, 


^^^^^■MiMAMNrf^tf^i^f^ 
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39.  Der  TmngentenkegeL  Werden  Tom  Punkte  k  mos  alle  mdgUcl« 
Tangenten  an  eine  windschiefe  Fliehe  2)  gehegt,  so  ist  die  Gleichimg  des 
geometrischen  Ortes  derselben 

27 }»,«  +  «,  (X.*,  +  x,»,)}»{|,»+ 1,  (^^  +  1,1.)}« 
+  4{li(2«jx,  + »,xj  +  fe(3»,»  +  »,x,) +^x,»+ S.x,x,t» 

X  {lx(2*i»,  +  *,'4^+|«(3x,*  +  x,x,)  +  4x,*  +  |^x^,,} 
X  k2|,|,  +  |,S«)x,  +  (3|,*  +  |,|,)x,  +  |,»x,  +  5,|,xJ 

X  1(2 1. 1,  +  |iS4)x,  +  (3 1,«  +  IJ,)«,  + 1,««,  +  |,g,x,  j« 

+  4|X,»  +  Xi(XiX5  +  «,xJj 

X{(2|j^  +  |,l4)x,  +  (3|,»  +  |,|Jx,  +  |,«x,+  ^g,,J»  =  0. 
Der  Tangentenkegel  gebort  demnach  der  sechsten  Ordnung 
an,  nnd  zwar  besteht  er  ans  einer  Doppelebene,  welche  dai^ 
Punkt  Ar  und   die  Linie  T  enthSlt,   und   einem  Kegel  TierteK- 
Ordnung. 

Genügen  £i>  ||i  Isi  I4  der  Gleichung  2),  so  geht  die  Gleichuig  70O 
über  in 

{(2|^i,  +  |,gx,  +  (3|,»  +  |,|Jx,  +  |,»x,  +  |,|,x,|»=0, 

}|,x,-|,x,}*  =  0. 

70b)  \  (y+|,l4)*x.*-2|^-'{4*  +  |,s,)x.x,  +  2|.^iy  +  |,|Jx,x, 
+  4ä,»|,xjx,  -  ä.'(3|,*+  45,5jx,*-  4|,*x,x,  +  2|,»|,x,«, 
+  |,*x,«  =  0. 

Liegt  also  der  Punkt  k  auf  der  windschiefen  Fläche  selbst,  so  bestda^ 
der  der  windschiefen  Fläche  umschriebene  Kegel  aus  einem  Kegel  sweitsr 
Ordnung  und  vier  Ebenen ,  von  denen  zwei  mit  der  Tangentialebene  aiD 
Punkte  k  zusammenfallen,  die  beiden  anderen  ebenfalls  susammenfillesa 
und  die  Linie  T  enthalten.  Lässt  man  den  Punkt  k  in  die  Linie  T  fsDeD« 
so  verschwinden  die  Gleichungen  70  b)  ganz. 

Der  Tangentenkegel  einer  windschiefen  Fläche  2)  go* 
hört  der  dritten  Classe  an. 


40.     Die  Inflexionstangenten,   welche  sich  Ton  einem  Punkte  k 

eine   windschiefe  Fläche  2i    ziehen  Jassen.     Setzt   man,   um  CartestKl^^ 

•T  «r  *r«  ^  ^9 

Coordinaten    einzufuhren ,   x  =  — *,  yr=-?,   2  =  -5,   femer  S  =  ;r »  ^  =^  s"  • 

•^4  -^4  ^4  U 


f  =  ^,  so  ergeben  sich  zur  Bestimmung  der  Coordinaten  der  BerfibraoS*' 
punkte  die  Gleichungen 

J:*"  +  3i?y»  +  xy  +  25X2  +  ijx  +  |y  =  0, 


71) 
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^^^^''^^•i^^^^'V^^»>*»/V\» 


Oie  Hesse^sche  Fliehe  einer  windschiefen  Fläche  2)  wird 
demnach  gebildet  von^yier  Ebenen,  die  alle  mit  der  Ebene 
x^=0  snsammenfallen. 

Für  $1  =  0  geht  die  Gleichung  57  a)  über  in 

66)  gj(3a:,«  +  x^x^  +  l^x^^  +  £4^1  «2  =  0. 

Liegt  demnach  der  Pol  k  in  der  Ebene  a;j  =  0,  so  ist  die  qua- 
dratische Polarfläche  bezüglich  einer  windschiefen  Fläche 
i)  ein  Kegel,  und  swar 
beiHglich  der  Fläche    W  ein      bezüglich    der  Fläche    W  ein 

t,e  r.Qo 

hyperbolischer  Cylinder.  parabolischer  Cylinder. 

Die  Gen  erat  rix  steht  stets  aufderEbenea;g=0  loth  recht' 
Die  Spitzen  aller  dieser  Kegel,  deren  Pole  in  der  Ebe\ie 
X|C30  liegen,  befinden  sich  in  dem  Schnittpunkte  der  drei 
Ebenen  a?^  =  0,  a^^^O,  x^=^0.  Dieser  Punkt  ist  demzufolge 
jedem  Punkte  der  Ebene  a?i  =  0  reciprok  und  ist  zugleich  der 
Rfiekkehrpunkt  der  Linie  T. 

Die  Projection  der  Baumcurve  vierter  Ordnung,  in  der  eine  wind- 
•ehiefe  Fläche  2)  von   dem  Kegel  Pq  geschnitten  wird,   auf  a?3  =  0  be- 

k 

itebt  aus  zwei  Geraden ,  welche  mit  der  Kante  or^  =-  0 ,  aTj  =  0  zusammen- 
fiUen,  und  einem  Kegelschnitte. 

Für  £1  =  0,  $2=30  erhält  man  aus  57a) 

67)  ^1  =  0,     ga«^i  +  S4a?a  =  0. 
Befindet  sich  also  der  Punkt  k  in  der  Linie  T,  so  besteht  die  Fläche  Pq 

>  k 

m  iwei  Ebenen ,  von  denen  die  eine  mit  der  Ebene  a?^  =  0  zusammen- 
ftnt,  die  zweite  die  erste  in  der  Linie  T  schneidet. 

Setzt  man  lx  =  0,  so  geht  die  Gleichung  58)  über  in 

68)  S4*i  +  3$,x,  =  0. 

Die  PoUrebene  jedes  Punktes  der  Hesse' sehen  Fläche  bezüglich  einer 
viodiehiefen  Fläche  .2)  enthält  die  Linie  T  in  sich. 

38.  Parabolische  Punkte.  Die  Curve  der  parabolischen  Punkte  auf 
^«r  windschiefen  Fläche  2)  entspricht  den  Gleichungen 

*ie  gehört  demnach  der  zwölften  Ordnung  an  und  besteht 
'^>  Tier  Geraden,  yon  denen  jede  dreifach  zu  rechnen  ist, 
^^d  die  alle  vier  mit  der  Linie  T  zusammenfallen. 

Die  Schnittpunkte  einer  windschiefen  Fläche  2)  der  Fläche  Pq  und 

k 

^^  He  SS  ersehen  Fläche  sind  die  Berührungspunkte  der  stationären  Tan- 
^^ntenebenen ,  welche  sich  vom  Punkte  k  aus  an  die  windschiefe  Fläche 
^^o  lassen. 
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Befinden  sich  die  beiden  Punkte  k  nnd  U  in  der  Hess  ersehen. 
Fläche,  so  enthält  die  Ebene  Pe  die  Linie  T  in  sich.     Dasselbe  findet 

statt,  wenn'  einer  der  beiden  Punkte  in  der  Linie  T  liegt,  der  andere 
eine  beliebige  Lage  ausserhalb  der  Hess  ersehen  Fläche  hat.  Lässt  man 
aber  beide  Punkte  in  die  Linie  T  fallen,  so  verschwindet  die  Gleich- 
ung 73). 

42.  Die  erste  Polare  einer  Geraden  G.  Durch  zwei  Punkte  k  und 
k'  sei  eine  Gerade  G  gelegt.  Construirt  man  die  quadratische  Polarfläche 
jedes  Punktes  derselben  bezüglich  einer  windschiefen  Fläche  2),  so  erhält 
man  ein  Büschel  von  Hyperboloiden ,  dessen  Basis  die  Raumcurve  ist,  in 
der  sich  die  beiden  Flächen  Fq  und  Pq  schneiden:   derselbe  entspricht 

also  den  Gleichungen 

Da  jede  der  Flächen  Pq  und  Pq  die  Linie  Tin  sich  enthält,  so  besteht 

k  if 

die  erste  Polare  der  Geraden  G  bezüglich  einer  windschie- 
fen Fläche  2)  aus  der  Geraden  T  und  einer  Baumcurve  drit- 
ter Ordnung. 

Die  Projection  der  lUumcurve  dritter  Ordnung  auf  x^=s{S  entspricht 
der  Gleichung 

a^i'Kiar«  -  i4r3)  (i^r*  -  i^r,) + m,^,  -  i,r,)*} 
+2x/x,{(iir4-i4ri)($,i'4-i4i',)-6(5.r,-^rx)(i,rj-S8r,)i 

75)  -(i,i'4-i4r,)fei',-^r,){ 

+*4»(iii'»-i»ri)«=o. 

Befindet  sich  die  Gerade  G  in  der  Ebene  x^  =  0^  so  besteht  die 
Projection  der  ersten  Polaren  derselben  auln  or,  =  0  aus  vier  Geraden, 
von  denen  drei  mit  der  Linie  T  zusammenfallen ,  die  vierte  der  Gleichung 

*i  {(«.r*  -  uQ  (i«r4  -  i4r,) + 3  (i^r,  -  j,i-,)»i + x,(i,i',  - 1,  q» = o 

entspricht. 

Für  ^  =  5'2  =  0  verschwindet  die  Gleichung  75). 

Durchschneidet  endlich  die  Linie  G  die  Gerade  T,  so  besteht  die 
Projection  der  ersten  Polaren  auf  a'g  =  0  ebenfalls  aus  vier  Geraden,  von 
denen  drei  mit  der  Linie  T  zusammenfallen,  die  vierte  die  Gleichung 

«1  {31,*  r%  -  S4r,(isr4  -  u^,)\ + 2x31/ r,  r* + ^4S4i'*(i4r,  -  kO = 0 

besitzt. 

43.  Die  Pole  einer  Ebene  E.  Drei  Punkte  k,  k\  k"  mögen  sich  in 
der  Ebene  E  befinden  ^  aber  nicht  in  einer  Geraden  liegen ;  ihre  tetraedri- 
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ichen  Coordinaten  seien  li,  Sj,  ...,  S'i,  ^2»  ---i  Ti»  ^2^  ....  Wird  die 
Ebene  E  als  Polarebene  bezüglich  einer  windschiefen  Fläche  2)  betrach- 
tet, 80  ergeben  sich  znr  Bestimmung  der  Coordinaten  der  Pole  die  drei 
Gleichungen 

S'i  a^x^x^  +  x^x^)  +  l'j  (3  V  +  «1^4)  +  l's  V  +  ^4  *i^a  =  ^1 
Man  findet  mit  Hilfe  derselben 

^     ,    _     |H-i?(3«+^)+^«(£^+l)     ^_     _J_. 

in    denen  A,  a,  {,  i},  ^  Functionen   der  Coordinaten  der  Ponkte  A,  Ar', 
*"  »ind. 

Betrachtet  man  die  Ebene  E  als  Polarebene  bezüglich  einer  wind- 
Bcliiefen  Flftche  2),  so  kann  jeder  Punkt  der  Linie  T  als  Pol  derselben 
mxj^gesehen  werden,  ausserdem  existirt  nur  noch  ein  einziger  Punkt, 
'•welcher  Pol  derselben  ist. 

Construirt  man  also  zu  allen  Punkten  der  Ebene  E  die  quadrati- 
B^len  Polarflächen  bezüglich  einer  windschiefen  Fläche  2),  so  gehen  die- 
selben durch  die  Linie  T  und  durch  einen  Punkt,  den  Pol  dieser  Ebene. 

Enreloppen  der  Polarelienen« 

44.    Die  zweite  Polarfläche  einer  Oeraden  G.     Gegeben  sei  die  Linie 

^  •»  welche  durch  die  Punkte  k  und  k'  gehen  möge.     Die  Coordinaten  des 

I^nnktes  A   seien   Sj,  ^,  S3»  I41   die  des  Punktes  Ar'  l'i,  ^2,  S'j,  |'4,   dann 

^4i«en  sich   die  Coordinaten   eines  beliebigen  Punktes  auf  der  Oeraden 

Vie«eichnen   durch   li  +  AJ'^,   ^a  +  AJ'g,   Ss  +  ^S'si   U  +  ^^4'     ^^^  System 

derPoUrebenen  aller  Punkte  der  Geraden  G  bezüglich  einer  windschiefen 

^*Uelie  2)  entspricht  demnach  der  Gleichung 

(2 1,  Is  + 1,  I4)  *i  +  (3 1,»  +  li  W  *,  + 1,*^»  +  li  I,  a:* 

7.,  +  xi(2(i,i', + ^rj + i,r4 + i4r,)x, + (6i,r, + Si  r4 + i4r,)a:, 

+2i,r.x,+(i,r,+i,ri).r4t 
+i«j(2rifi',+i',r4)^i+(3r»,+rir4)*»+i'*,a:,+r,r,^4i=o. 

>n  der  man  il  alle  möglichen  Werthe  ertheilen  kann.  Mau  erhält  ans 
^i<wt  als  Gleiohnng  derjenigen  Fläche,  welche  das  Ebenensystem  ein- 
l>fillt,  die  Relation 

4 1(2|,|,  +  {,!«)»,  +  (3 1,«  + 1,  IJ»,  +  11»»,  +  lil,*4J 

77)  X  1(21-1  r, + r,  r*)*! + (sr*, + r, i;)  *, + r*i  *, + ri  r, ^41 
-  i(2«.r, + 1,1'.) + «,i'4+ i4i',)*x + (61»!', + i,r4+ I4I'.)*» 
+ 2{.  r,  *,+(!.{', +s,i>4}'=o. 
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kk"  kk"'  Vfc'"      k'*"       tJfc"  Vt"  Jf*"'     kk^' 

entsprechen. 

Für  besondere  Lagen  der  Geraden  G  nnd  G'  lassen  sich  die  Resul- 
tate mit  Leichtigkeit  aus  der  Gleichung  78)  ermitteln. 

46.    Die  gemeine  Polarfläche  einer  Ebene  E  bestlglioh  einer  wind- 
lehiefiBn  Fläche  2).    Ist  die  Gleichung  der  Ebene  E 

10  lässt  sich  nach  18)  die  Gleichung  der  gemeinen  Polarfläche  in  der 
Form  aufstellen: 


79  a) 


oder 


0 


a. 


2  a:. 


X, 


'8 


6ar. 


2a:,      0 


2 


a:« 


x^ 


2x, 

arj 

0 

X, 

0 

0 

0 

0 

=  0 


2  («1  «3  +  2  0,04)^1*  —  2  (flfg  «3  +  6  Ö4*)  x^x^  —  a^^x^x^ 


8 


—  2a3Ö^a:j*a:^  +  a^x^x^x^  +  l^a^a^x^x^  —  Sflg*^«*  =  0- 
Das  System  der  Polarebenen  aller  Punkte  der  Ebene  E 
bezfiglich  einer  windschiefen  Fläche  2)  wird  demnach  ein- 
gehfillt  von  einer  windschiefen  Fläche  derselben  Ordnung, 
deren  Doppellinie  und  einfache  Leitlinie  ebenfalls  mit  der 
I'inie  T  zusammenfallen.  * 

Die  Ebene  ar|  =  0  berührt  diese  Fläche  längs  der  ganzen  Doppel- 
Knie  nnd  schneidet  sie  zugleich  in  drei  zusammenfallenden  Geraden.  Die 
udere  Tangentialebene  in  irgend  einem  Punkte  der  Doppellinie  fällt  mit 
der  des  Hyperboloids 

80)  2(fliÖ3  +  20204)  V  —  2(ajfl3  +  %a^)x^x^  -  03*0:1*8  -  2fl8«4^i*4 

+  V^8^4  +  12  0304  V  =  ö 
sQBtmmen.  « 

Für  besondere  Lagen  der  Ebene  E  nimmt  die  Gleichung  79  b)  eine 

^nfachere  Gestalt  an. 

Setzt  man  03  =  0,  so  ergiebt  sich 

81)  a:j*  =  0,     a^x^--Za^x^  =  Q. 

Steht  also  die  Ebene  E  lothrecht  zu  der  Ebene  0:3  =  0,  so  wird  die  ge- 
meine Polarfläche  derselben  bezüglich  einer  windschiefen  Fläche  2)  ge- 
bildet aus  drei  Ebenen ,  von  denen  zwei  mit  der  Ebene  a:|  e=:  0  zusammen- 
fallen ,  die  dritte  die  Linie  T  in  sich  enthält.  Dasselbe  Resultat  ergiebt 
Äch|  wenn  die  Ebene  E  durch  die  Kante  der  Ebenen  a:2=0,  a*4=0  geht. 
Für  ajj  =  fl3  =  0  erhält  man 

82)  V  =  0, 
Läuft  abo  die  Ebene  E 

der  Coordinatenebene  Xj  =  0  paral- 
MJ,  80  besteht  die  gemeine  Polar- 


^2  =  0. 


der  Coordinatenebene  ^1:4  =  0  paral- 
lel, so  besteht  die  geme^me  ¥0^ 
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fläche   bezüglich    der   windschiefen     fläche   bezQglich    der   ^ndschiefen 
Fläche    fV  Fläche  W 

t.e  '.» 

ans  drei  Ebenen,  von  denen  zwei  mit  der  Ebene  Xi  =  0^  die  dritte  ndt 
der  Ebene  0:^  =  0  zoBammenfallen. 

Ist  flj  =  a^  =  0 ,  d.h.  geht  die  Ebene  E  durch  die  Linie  T  der  wind- 
schiefen Fläche  2),  so  verschwindet  die  Gleichung  79  b)  yollständig« 

47.    Die  gemischte  Polarfläcbe  zweier  Ebenen  E  und  E*  beiltglieh 
einer  windsebiefen  Elftche  2).     Eb  sei  die  Gleichung  der  Ebene  E 

und  die  der  Ebene  Ef 

a\  a?,  +  a\  x^  +  a\  x^  +  a\x^  =  0, 

dann  entspricht  die  gemischte  Polarfläche  nach  26)  der  Relation 


83  a) 


0 

»1 

«8 


2x^ 


2^1 


X, 


Barg 
0 


X, 


«8 

2x^ 
0 

0 
0 


«2 

0 
0 


=  0 


oder 

2  \a^a\  +  flgfl'i  +  2(a2ö'4  +  Ö4O}  V  —  2  K^'s  +  «8«'2  +  12Ä4a'Ja:i*4^ 
^3b)        —  2asa'3a:i«a;3  —  ^{a^a\  +  fl^a'g)^!««:^  +  I2{a^a\  +  fl4fl's)iri  V 
+  2a8a'8aJia5,a?4  —  &a^a\x^^  =  0. 

Construirt  man  also  zu  jedem  Punkte  der  Ebene  E  die 
quadratische  Polarfläche  bezüglich  einer  windschiefen 
Fläche  2)  und  betrachtet  E'  als  Polarebene  jeder  dieser 
Flächen  zweiter  Ordnung,  so  ist  der  geometrische  Ort  der 
zugehörigen  Pole  ebenfalls  eine  windschiefe  Fläche  dritter 
Ordnung,  deren  Doppellinie  und  einfache  Leitlinie  mit  der 
Geraden  j?j  =  0,  2^2^^  zusammenfallen. 

Die  Ebene  x^  berührt  auch  diese  windschiefe  Fläche  längs  der  gan- 
zen Doppellinie  und  die  andere  Tangentialebene  in  einem  Punkte  dieser 
Linie  fällt  stets  mit  der  des  Hyperboloids 

2  {«löV  +  flsfl'i  +  2(0804  +  a^a\)\x^^  —  1{a^a\  +  a^a\  +  l^a^a^x^x^ 
84)  —  "^H^'^^iiiCz  —  2(fl3a'4  +  a^a\)x^x^  +  I2(fl3«'4  +  fl4«'s)  V 

+  203030:20:4  =  0 

in  diesem  Punkte  zusammen. 

Die  Gleichung  83  b)  gestaltet  sich  einfacher,  wenn  man  einer  oder 
beiden  Ebenen  besondere  Lagen  ertheilt. 


Für  ^3  =  0  erhält  mau 


85) 


a;i  =  0, 
—  2a^a\x^x^  +  1204«  3^2*  =  0, 
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d.  h.:  Steht  die  Ebene  E  anf  der  Coordinatenebene  0^3  =  0  lothrecht,  so 

besteht  die  gemischte  Polarfläche 

bafiglich  der  Fläche  W  aus  einem     bezüglich  der  Fläche  W  aus  einem 

l.e  f. OD 

lijperbolischen  Cylinder,  parabolischen  Cylinder, 

deflien  Oeneratriz  lothrecht  auf  der  Ebene  x^esO  steht,  und  aus  der 

Ebene  x^  =■  0. 

Ltge  und  Gestalt  dieser  gemischten  Polarfläche  bleiben  in  diesem 
Pille  unverändert ,  wenn  man  der  Ebene  If  alle  möglichen  Lagen  ertheilt, 
die  Tenchiedenen  Werthen  von  a\  entsprechen. 

Setzt  man  a^^a^csQ^  so  ergiebt  sich 

86)  oTj*  =  0 ,     {a^  «'s  +  2  Oj  a^  x^  —  a^(i\x^  =  0. 

EnthUt  also  die  Ebene  E  die  Linie  T  in  sich,  so  besteht  die  gemischte 
PoltrflSebe  aus  drei  Ebenen ,  von  denen  zwei  mit  der  Ebene  a:^  =  0  zu- 
nmmenfallen ,  die. dritte  die  Linie  T  ebenfalls  enthält. 

Eb  sei  aj=3a2  =  <i8==0,  dann  geht  die  Belation  83  b)  über  in 

87)  «j  s=s  0 ,     2  a\x^  —  12  a\ x^  x^  —  a\ ar^ a:^  +  6  a\  x^  =  0. 

Fillt  also  die  Ebene  E  mit  der  Ebene  ^4  =  0  zusammen,  so  besteht  die 

gemischte  Polarfläche 

besfiglich  der  Fläche  W  aus  einem     bezüglich  der  Fläche  W  aus  einem 

t,*  f. OD 

hjperbolisehen  Cylinder,  parabolischen  Cylinder, 

dsssei  Oeneratriz  auf  der  Ebene  ^3  =  0  lothrecht  steht,  und  aus  einer 

EboM,- welche  auf  a:|  =  0  liegt. 

Das  Resultat  bleibt  unverändert,  wenn  man  die  Lage  von  E'  ent- 
sprechend verschiedenen  Werthen  von  a\  ändert. 

Wenn  «jSsa^caO  und  a'3  8=3  a'^  ea  0  ist,  d.h.  wenn  die  beiden  Ebe- 
aea  E  und  E'  sich  in  der  Linie  T  schneiden,  so  verschwindet  die 
Qleiehung  83  b). 

Es  sei  endlich  a^  =  a^  =  0  und  a\  =  o^^  ==  0 ,  dann  ergiebt  sich 

88)  a?js=0,     flja?ia?2  +  04^1^4  — 6«4a?g*  =  0, 

d.  h.:  Geht  die  Ebene  E  durch  die  Kante  (T^^O,  ^4  =  0,  die  Ebene  i?' 
durch  o^^rssQ,  x^sO,  so  degenerirt  die  gemischte  Polarfläche  in  eine 
Ebene,  welche  mit  a;^  =  0  zusammenfällt,  und  einen  Cylinder  zweiter 
Ordnung,  dessen  Generatriz  lothrecht  auf  0:3  =  0  steht. 

Das  Resultat  ist  unabhängig  von  den  beiden  Grössen  a\  und  a\. 


Die  allgemeinen  Wnrzelformen  der  Quadrics,  Cubics 
nnd  Quartics  von  Clebsch  und  Aronhold. 

Von 

Prof.  Dr.  Ludwig  Matthiessen 

in  BoBtock. 


Durch  die  neuesten  Fortschritte  auf  dem  Gebiete  der  modernen 
Algebra  sind  so  viele  neue  Gesichtspunkte  für  die  Theorie  der  Gleich- 
ungen, insbesondere  der  Gleichungen  der  ersten  vier  Grade,  gewonnen 
worden,  dass  unter  Anderem  die  sogenannten  allgemeinen  Wunelfonnen 
der  letzteren  in  keinem  der  besseren  Handbücher  der  höheren  Algebra 
mehr  fehlen  dürften.  Zu  diesem  Zwecke  wollen  wir  versuchen,  im  Fol- 
genden eine  möglichst  elementare  Darstellung  dieser  speciellen  Probleme 
der  modernen  Algebra  zu  geben. 

L    Die  Würfelform  der  quadratischen  Oleiohnngen  (ftnadries) 

von  ClebsclL 

Um  die  Quadric* 

f{x)  =  (a,  6,  cY{x,  l)«=aa:«  +  26a:+c==0 
aufzulösen,  gehe  man  aus  von  den  Substitutionen 

Alsdann  ist 

/'(*)./'(S,n)  =  «»+V*. 

WO   die  Form  «|*+265iy-|-ci^*  kurz  mit  /*(!,  iy)   und   die  Discriminante 
der  quadratischen  Form  mit  D^  bezeichnet  ist,  also 

D^=:ac  —  6*. 
Für  /*(a:)  =  0  erhftlt  man  sofort  die  rein  quadratische  Gleichung 

folglich 


*  Die  Bezeichnungen  rühren  von  Caylej  her. 
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Demgemäss  ist  nun 
t  nnd  daher  für  beliebige  Werthe  von  §  nnd  17 

hi  +  cfi±iyw^rrc 

af  +  Äiy  +  fij/b^—  ac 

Pfir|=l,  i^EsO  geht  diese  allgemeine  Form  in  die  gewöhnliche  Wurzel- 

fonn  fiber. 

n.  Die  Wonelform  der  kubischen  Gleichungen  (Cabics)  von  Clebsch. 

Um  die  Cnbic 

/•{ar)  =  (a,  b,  c,  dtj^^ix,  l)»=:aar3+  3bx^  +  3cx  +  d=0 
iii/iQlösen,  geht  man  ans  von  den  Substitutionen 

ti=  (aar  +  5)1«  +  2{bx  +  c)gi/  +  {cx  +  d)fi\     »  =  g -^  a:j?. 
Alsdann  ist 

/(«). /»(I, ,)  =  f*»  +  3(^,  (g,  n)«t.»+ a..s  (5, 1»)  «^, 

•  irorin 

(«c-62)P  +  (arf-6c)|i,  +  (6(f-c«),,«  =  ^,.2(|,iy), 

(26»-3a6c  +  a«d)|3+3(6»c  +  a6rf-2ac8)g«iy 

-3(6c«  +  öcd-26«d)|iy«-(2c8-36cd  +  arf«)iy»=C8,3(g.i?) 

gesetzt  ist.     Die  Transformirte  geht  für  f(x)  =  0  über  in 

und    kann  durch. die  Cardanische  Formel  aufgelöst  werden.     Man  erhält 
nimlich 

und  durch  Einsetzung  in  die  Gleichung 

A^+B^==--C^^^{lri),     ^^  =  -^3,2(1,1?). 
Daher  sind  A  und  B  die  beiden  Wurzeln  der  Quadric 

und   es  wird  sein 


A^  und  ^3  =  -iC3,3±  i^6'3',3  +  4Cj,2.  _ 

Bezeichnet  man  nun  die  Discriminante  der  kubischen  Form  f{x)  mit  />3, 
so   ist  bekanntlich 

;^  =  a«d«-  6a6crf+4ac3  +  463d-36«c« 

and   man  findet  ohne  viele  Schwierigkeiten  die  Relation 

Eb   iBt  demnach 

ZitiUehgitt  t  U^fbunsUk  u.  Pbjtik  XXIV,  i.  'Ä 
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r^^N^rf^v^xw  x^  •^••rf«^^.^s«-v>^ir<r(^i^i^i^>^i»^  ^^* 


^  nnd  ^«=4(-ft.8±  AS,!?)»^. 
wobei  die  Bedingung 

erfüllt  sein  mnss.   Demzufolge  gelangt  man  zu  der  allgemeinen  Wunelib^''^^ 

welche  Gleichung  in  Bezug  auf  x  linear  ist  und  worin  {  und  iy  ps0^^ 
willkürliche  Grössen  sind. 

Bestimmt  man  S:i}  derartig,  dass 

^8,2(Sfi7)  =  0  (Resolventey 

wird,  so  wird  die  Gleichung  in  ti,  v  rein  kubisch  und 

mithin  ist  einfacher 

Die  Quadric  0^,1  und  die  Cubic  C^^\  haben  die  merkwürdige  Eigoi- 
schaft,    dass  die  Wurzeln  der  ersteren  einzeln  den  drei  Wurzeln  der 
Hauptgleichung  f{oo)  =  0  äquian harmonisch,   die  der  zweiten  bar*  - 
monisch  zugeordnet  sind.     Um  dies  zu  beweisen,  bezeichne  man  irgend 
eine  der  Wurzeln  ('.17  allgefmein  mit  ;;  alsdann  ist 

folglich 

^^1^=^:^^^::^  =  -/,  oder  -/„     flT^ : ?l-"-J  =  « /^  oder  -/,. 

Drückt  man  ebenso  die  Cubic  ^3,3(2)  durch  sjnmietrische  Functionen  der 
Wurzeln  von  f{x)  aus,  so  hat  man 

^3. 8  («)  =  27  [^^^  -  2  a?j,  +  a?3)  z  +  (a:ja?3  -  2 x^Xj^  +  «^ a?,)] 
X  [{x^  —  2a?s  +  Xj)  2  +  (XjO?!  —  2x^x^  +  x^x^)] 
X      [(a?3  -  2a?i  +  a?,)  2  +  (x^x,  —  2a?ga?5  +  x^x^)]  =  0. 

Hieraus  ergeben  sich  unmittelbar  folgende  Relationen: 


iTjj  —  X^     Xg         2 


1  oder  2  oder  ^, 


a:^  — X3  a:^  — 2_ 


Xj      0:3   Xj      z 


^2—^1.^  —  ^ ,  o  1 

"—        *        »»       ^       »I       fl 

oder  in  einfachster  Gestalt 
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Zur  allgemeinen  Orientimng  möge  noch  bemerkt  werden,  da88  die 
FonD  ^2  die  qnadratische^,  die  Form  C^^t  die  kubische  Covariante 
Ton  f(x)  genannt  werden. 


Us 


UL  Die  Wnnelfonn  der  biqaadratischen  Gleichungen  (Quartics) 

von  Aronhold. 

Dm  die  Quartic 
1)  f(x)  =  (fl,  6,  c,  d,  e)\x,  1)*  =  aar*  +  46a:»  +  6 ca;«  +  4 da?  +  «  =  0 

aiMöien,  bezeichne  man  die  vier  Wurzeln  mit  x^^x^^  x^^  x^  und  gehe 
M«  ▼oo  der  Identität 

+    l«(«l«8  +  ^8*4)«  ^»  « 

IMe  in  der  positiven  Diagonale  dieser  Determinante  gelegenen  Functionen 
iet  Wurzeln  von  f{x)   sind   keine  vollständig  symmetrischen,   sondern 
laasen  die  dreifachen  Variationen 

• 

a?j x^  '^  x^x^y     (aTj 4"  ^2/  \^8  •  ^4/ » 

Xi  apj  +  a^a  a;^  ?     V*i  +  a^s)  v^2  •  ^''^4)  > 
Xi  x^  "T  x^x^y     {X'^ + x^  (Xj  -f-  ajj) 

SU.     Deswegen  wird  die  Determinante  eine  Resolvente  der  Quartic  sein. 
Da  die  drei  Variationen  einen  Theil  von  c  bilden,  so  nehme  man  an 

\a{x^x^  +  x^x^  =  c  -f  2 A. 

Man     gelangt   auf  diese  Weise  zu   der  bekannten   zf  -  Determinante  von 
Aronholdy  nämlich 

a  b         (c  +  2A) 

b  (c-l)  d 

(c+2A)        d  e 

worin  /|,2  =  ««  —  46rf+3c*  (quadratische  Invariante) ,  /4,8  =  ac«  +  26cd 
—  ad^  —  eb'^  —  c?  (kubiJBche  Invariante)  ist. 

Da  diese  Determinante  stets  verschwindet,  wenn  die  Quartic  1)  gleich 
Nall  ist,  so  ist  die  Determinante 


3)      ^  = 

+ 


=  -4;i»+/4,2;t-^4,8  =  o, 


4) 


0 


(C+2A) 
d 
e 


=<p». 


1J»        -nl 

fl^  a  b 

-vi        ^        (^-^) 

l^       (C  +  2A)  d 

d.  h.  ein  vollständiges  Quadrat.  Um  dies  darzulegen  und  zugleich  die 
irinomiache,  quadratische  Form  von  O  darzustellen,  entwickeln  wir  die 
DetermiDante  4).     Wir  erhalten  daraus 
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<D«=§« 


+  21», 


+  Vv 


8^9 


a      b 
b    c  —  k 

a         C+2X 
c  +  21        e 


a         b 
c+21    d 


+  2 IV 


+  ^W 


b       d 
c+2k    e 


b         c— 1 
c  +  21      d 

^\c  —  k    d 


Die  Üoefficienten  dieses  Ausdruckes  lassen  sich  durch  die  partiellen  Dif- 
ferentialquotienten von  ^  ersetzen;  es  ist  nämlich 

c  — ;  d 


(^^\  =  -2(cd-be  +  2dl)  =  -2 
(||)  =  -2(6c-«d+2U)=-2 


7 


b        d 
c  +  2k    e 
a        c  +  2k 
c  +  2k       e 
a        b 
c  +  2k   d 


+  2 


6    c  -1 
e  +  2k      d 


a      b 
b    c—k 


(^)  =.ae-  Abd+  3c«  -  12A«  =  4  !   * 
\dkj  \c  + 


b        c  —  k 
2k      d 


a         c  +  21 

c  +  2k        e 


Daraus  folgt  nun 

Berücksichtigt  man  die  Relationen 

\daJ\dd)       ^  \db)\de) 


7) 


öf)+(lf)- 


(M) 


dd) 


/djv      /a^y 


«  <K)-ö=*^=* 


\ddj 


\di)  \de 

so  erhält  man  ohne  Schwierigkeiten  aus  5) 


/0J\  ' 


o=  + 


^/{^)-ii^-. 


9) 


„./i)(|) 


mE 


+>}■ 


/(¥.) 


=  + 


mmy  -t(:-f)(K).  mm^^j  • 


fmoWiE 
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Bezeiclinet  man  nnn  die  drei  möglichen  Werthe  von  Oj  die  sich 
darch  Einsetznng  der  Wurzeln  X^,  Aj,  A3  der  Gleichung  3)  ergeben,  mit 
9,  ^  und  Xt  8^  erhält  man,  vom  Vorzeichen  abgesehen,  dieselben  in 
symmetrischen  Functionen  der  Wurzeln  a;^,  x^^  x^^  x^  ausgedrückt: 

—  =(^1  +  ^2-^3  — *4)5*  —  2(a?iar2-— ^8^4)51? 

+  (^1  ^2  K + ^4]  —  ^8  *4  [^1  +  ^2!)  V^ 
4^ 


10) 


+  (^1  ^8  [^2  +  ^4]  -  ^2  ^4  [^1  +  a^sl)  V^ 

a 


=  (^1  — ^2  — ^8  +  ^4)  6*  —  2(arja?4  -  a?,j?3)gi? 

\  +  (^i  ^4  C^2  +  ^3]  -  ^2  ^8  [^1  +  ^4] )  V^' 

Bezeichnet  man  ferner  eine  der  vier  Wurzeln  x^^  x^^  x^ ,  x^^  z.  B. 
x^y  allgemein  mit  x,  addirt  die  drei  Gleichungen  und  dividirt  durch  4, 
»o  resnltirt 

(ax  +  6)1«  +  («a:«  +  46.r  +  3c)gi?  -  [d+  ^  j  ly« 

^^       (a:r  +  6)6»  +  3(6x  +  c)6S  +  3(c:r  +  (f)Siy«  +  ((/a:  +  g)iy»      ^.    .   .^ 

wo  §  und  17  zwei  willkürliche  Grössen  sind,  also  auch  für  eine  von  bei- 
den Null  gesetzt  werden  kann.  Setzt  man  aus  5)  für  g>,  t^,  %  die  Werthe 
ein,  welche  man  erhält,  wenn  man  in  die  partiellen  Dififerentialqnotienten 
▼on  ^  nacheinander  die  Wurzelwerthe  /tj,  Ag,  A3  der  Resolvente  3)  J=0 
einführt,    so  «gelangt  man   zu   den  bekannten  Formeln  von  Aronhold, 

''*°*"''*'  («.  6,  c.  d.  eni  r,nx,  1) 

Man   kann  diesen  Ausdrücken  noch  eine  andere  Form  geben ,  indem  man 
die   biqnadratische  Covariante  der  Function  /"(l,  rf) 

^4.4(6,i?)=(«c-6«)|*+2(arf-6c)53t?  +  (aö  +  26d-3c«)g^2 

+  2{be  -  crf)giy«  +  {ce  -  (fi) ly* 
einführt.     Man  erhält  offenbar 

13)  V =  ±  K^l/—  K4  ±  ^^2/  —^4  ±  K A3/ —  U,4- 

Betrachtet  mau  die  Quadrics  (p,  tp,  %  als  die  Factoren  einer  Sextic, 
ao   haben  die  Wurzeln  dieser,   wie  He^^^e  schon  im  Jahre  1%^V  ^^ia\^ 
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'  ^^^^  ^ ^^  ^  ^^^^.^^y 


St        Im    . 

hat,    die    merkwürdige   Eigenschaft,    dass  jedes  Werthepaar  ^^9  -^  je 


zweien  Wurzeln   der  Qnartic  f{x)  harmonisch   angeordnet  ist.     Di< 
Sextic  ist  die  biknbische  Covariante  der  Qnartic,  nämlich 

Um   das  Theorem  von  Hesse  noch  anf  eine  andere  Art  su  bewei- 
sen,  schreibe  man  die  erste  Gleichung  in  10) 

4q> 

und  setze  der  Kürze  wegen   —^  =  2^,        ==!^i)  &lsdann  wird 

Vi  Vi 

•^^iT«*-«       -»'S       •*'4  •*'l    I   •*2       '*'8       •*'4 

Aus  den  Identitäten 

^1  ^2  (^8  +  ^4)  -  ^8  ^4  (^1  +  ^»)         (^l+^2)(^1^2"^8^4)     .    ^    ^    _ft 
— ,  T  *i  *2  —  "  » 

X j  -f-  iTj       •*^8 ""  •'^4  •'^i    1"  ^2       ^Z       *^4 

^1^2(^3  +  ^4)  — ^8^4^^1 +^2)  (^8  +  ^4)  (^1^2 -"^8^4)     .    ^    ^    _  A 
_ -^  ,  "T  *  8     4  *""  '^ 

^1+^2        ^8       "^4  •'^1  +  ^2       ^8       ^4 

folgen  die  Belationen 
Analog  erhSlt  man 

I     «2^8  -  i(*»  +  *s)  («8+  is)  +  «sts  =  0- 

Je  zwei  dieser  Systeme  geben  je  eine  Gleichang  des  folgenden: 

f      2lfl-i(',+?l)(^2  +  Ji)  +  *2J2  =  0. 

Daraus  folgt,  dass  die  so  bestimmten  Punktepaare  z^^^^  hti^  h^i  eben- 
falls einander  harmonisch  zugeordnet  sind. 

Es  sind  noch  zwei  specielle  Fälle  bemerkenswerth,  in  denen  anhar- 
monische Verhältnisse  zwischen  den  vier  Wurzeln  x^,  a?,,  ajg,  x^  auftreten. 

Theorem.     Wenn  die  quadratische  Invariante 

/4,2  =  ae— 46d  +  3c« 
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rerschwindet,    so    sind   die  Wurzeln   der   Qnartic  f{x)  einander  äqui- 
mn harmonisch  sageordnet. 

Um   dies  sn  beweisen,   gehen  wir  aus  von  der  Form  der  quadrati- 
schen Corariante  (\2  der  Cubic  und  setzen  z=^x^.     Man  erhält  hieraus 

Wenn  also  Ji,)  verschwindet,  so  wird 

fLZfl:fLi:^=-/,  oder  -/i, 

^1 "~  ^8  .  ^1 "~  ^4 r  7 

mTa  ^"^  ''''S     *^9  ^^      A 

Theorem.     Wenn  die  kuhische  Invariante 

/4,8  =  ac  e  +  26  cd  —  a  cP  —  c6*  —  c* 

▼erscbwindet ,  so  sind   die  Wurzeln  der  Quartic  f{x)  einander  harmo- 
nisch zugeordnet. 

Zum  Nachweise  dieses  Satzes  können  wir  ausgehen  von  der  kubi- 
schen Covariante  C^s  der  Cubic  und  setzen  z^=^x^.    Man  erhält  daraus 

«{8  {^4)  =16-^4,8. 
Wenn  demnach  J4,8  verschwindet,  so  wird 

?lIl^«:*L:if*=_l  oder  2  oder  *, 


a?,  — «,  «j  — a?4_ 
x^ —  X^  x^  —  x^ 

» 

2 

91 

i. 

*8  "~  ^1 .  *«  ""  *4  _        1 
^8—^1    ^8--*4 

9> 

2 

9> 

1 
1* 

oder  in  einfachster  Gestalt 

^1^8  —  i(^l  + J^s)(^t  +  ^4)  +  ^8^4  =  0, 

^1^1  -1(^1 +  ^8)  (^8 +.^4)  +  ^8^4  =  ö» 
^8^8 -i(^«  +  *8)(^l+^4)  + «1^4  =  0. 


IV. 

üeber  das  Problem  der  magnetischen  Indnction  auf 

zwei  Kugeln. 

Von 

O.  Chwolson, 

Prirat-Docent  ao  der  ÜniTenitftt  su  St  Peteisborg. 


§  1.  Dnröh  die  Arbeiten  von  Poisson,  Plana,  Kirchhoff, 
Thomson,  C.  Nenmann,  Bobyleff,  Sncbsland  n.  A.  ist  das  Pro- 
blem der  elektriscben  Indnction  auf  zwei  benachbaiten,  absolut  leitenden 
Kugeln  gelöst  worden.  In  diesem  Aufsätze  soll  nun  das  entsprechende 
Problem  für  die  magnetische  Indnction  behandelt  werden.  Wir  werden 
uns  aber  dabei  auf  den  ganz  speciellen  Fall  beschränken,  dass  die 
äusseren  Kräfte  symmetrisch  gelagert  sind  gegen  die  Gerade, 
welche  die  Centra  der  beiden  Kugeln  verbindet,  also  dass  die  Kräfte 
herrühren  z.  B.  von  einem  Magnet,  dessen  Axe  mit  der  Centrallinie  der 
beiden  Kugeln  zusammenfällt. 

§  2.  Das  Problem  der  magnetischen  Indnction  für  einen  Körper 
von  beliebiger  Form  führt  nach  der  Poisson^schen  Theorie  zu  der  Auf- 
gabe, eine  Function    V  zu  finden,  welche  der  Bedingungsgleichung 

F)   ds 

genügt.  Hier  ist  V  das  Potential  des  der  magnetischen  Indnction  aus- 
gesetzten Körpers  in  einem  beliebigen  äusseren  Punkte  3f;  F  ist  das 
Gesammtpotential  der  äusseren  inducircndeu  Kräfte;  drif  ist  ein  inneres 
Element  der  Normale  zu  dem  Flächenelement  ds  der  Oberfläche  des 
gegebenen  Körpers;  r  ist  die  Entfernung  von  ^bis  ds,  k  die  sogenannte 
Poisso nasche  Constante;  die  Integration  ist  erstreckt  über  die  Ober- 
fläche des  gegebenen  Körpers.  Im  Weiteren  werden  wir  unter  n^  die 
innere,  unter  w«  die  äussere  Normale  verstehen. 


^  47r(l-Ä)JJ        cni 
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0  die  Dichtigkeit  der  fictiven  Oberfläcbenbelegung ,  d.  h.  sei 

so  iat  bekanntlich 

^  4n\dna     orii/ 
Für  eine  Kngel  ist  aber 

(r\  V 

'r^\  der  Specialwerth  von  —  an  der  Oberfläche  der  Kugel  ist. 

Durch  Vergleich  von  2)   und  3)   erhält  man   mit  Hilfe   der  letzten 
Relation  4)  die  Grundgleichung 

5)  (,  +  2*)Q  +  (2  +  *)|£+3*|J  =  0. 

Führen  wir  räumliche  Polarcoordinaten  ein  mit  dem  Pol  im  Centrum  der 
Kugel,  und  setzen  wir 

so  erhalten  wir  die  Bedingnngsgleichung 

Da  F  gegeben  ist,  so  lässt  sich  hieraus   F"  und  dann  ans  5')   V  finden. 

§3.  Sind  zwei  Kugeln  gegeben,  so  kann  man  mit  Polarcoordinaten 

nicht  weit  kommen.     Nur  für  den  ^pecialfall,  dass  sich  beide  Kugeln  im 

homogenen  magnetischen  Felde  befinden  und  dass  die  in  allen  Punkten 

gUichgrosse  wirkende  Kraft  parallel  sei   zu   der  Centrallinie  der  beiden 

Kugeln,  lassen   sich   mit  Zuhilfenahme  des  Princips  der  successiven  In- 

fiuenzen  die  ersten  zwei  Hauptglieder  derjenigen  Reihe  berechnen,  durch 

welche  in  diesem  Falle  das  Potential  sich  ausdrückt,  d.  h.  es  lassen  sich 

<iie  enten  zwei  Influenzen  berechnen.     Es  sei  die  inducirende  Kraft  S; 

Ml  ferner  ^  der  Winkel  zwischen  der  Centrallinie  und  einem  beliebigen 

^iu8  E  der  ersten  Kugel;   dann  ist  das  Potential  Fj  der  Kugel,  wel- 

clie«  durch  die  erste  Influenz  hervorgerufen  wird, 

^d  dis  magnetische  Moment 


r^ 


8)  m^  =  k  SR^ 

ün  die  zweite  Influenz  zu  berechnen ,  haben  wir  in  6)  zu  setzen 

9)  f  = . Ji^Vd -^'^'y)^.  -kSB^y  ("  +  ^^^''  pn (cos ru) 
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wo  /?,  der  Kadius  der  zweiten  Kugel,  T  die  Centrallinie  der  beiden 
Kugeln.     Dies  giebt  nach  6) 

folglich  das  Potential  F,  der  ersten  Kugel,  welches  durch  die  zweite  In- 
fluenz hervorgerufen  wird,  nach  5') 

Das  entsprechende  magnetische  Moment  m^  ist  gleich  dem  Coefficienten 
bei  P'^lcos'^)^  also 

11)  »4  = ys • 

Auf  dieselbe  Weise  erhält  man  für  die  zweite  Kugel 

^i—  yS  » 

d.  h.  es  ist  , 

die  durch  die  zweiten  Influenzen  auf  beiden  Kugeln  erzeug- 
ten Momente  sind  also  unter  einander  gleich« 

§  4.  Wir  führen  nun  ein  System  von  räumlichen  dipolaren  Coordinaten 
ein.  Es  seien  (siehe  die  Figur  auf  S.  43)  0^  und  0,  die  Centra  der  beiden 
Kugeln,  Ri  und  B^  ihre  Radien,  P^  und  Pj  ^^^  ^^  ^®^  beiden  Kugel- 
flächen gehörigen  Orenzpunkte,  die  Pole  des  dipolaren  Systems.  AB  sei 
die  Mittelaxe  des  Systems,  OP^=:OP^  =  a.     Der  Punkt  itf  hat  dann  die 

MP 
Coordinaten  ^  =  /p  jr^)  Lvi=^LP^BiP^  und  Z.9=:  Winkel  zwischen  den 

Ebenen  P^MP^  und  AOy^O^.  In  Py^  ist  ^  =  oo,  in  />,  ist  0  =  — oo.  Auf 
der  in  0  zu  P^P,  senkrechten  Ebene  ist  ^=sO;  links  von  dieser  ist  ^ 
positiv,  rechts  negativ.  Auf  der  linken  Kugel  sei  d  =  ^^ ,  auf  der  rech- 
ten '^sOj.  Nehmen  wir  ferner  OP^  als  positive  (T-Aze,  OA  als  y-Axe 
eines  Descartes'schen  Coordinatensystems,  so  ist  (C.  Neu  mann,  All- 
gemeine Lösung  des  Problems  über  den  statischen  Temperaturzustand 
eines  Körpers,  der  von  zwei  nichtconcentrischen  Kugelflächen  begrenzt 
wird,  Halle  1862,  S.  78) 

gr-9  _  ^  2sina}  cos  ip 


a^  =  q   a  .   _a — ^——7^     y  =  « 


'  2  5m  (D  8tn  q> 

Femer  ist  (ibid.)  das  Differential  cfn^^  der  Normale  zur  Kugelflfiche  0 
Const,  gleich 


18)  rfw^  =  +  -5-- — 5 — 5 d^. 

^  e^  +  er^^2cosn 
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Kugeln. 


Die  i^eiproke  Entfernaog  T  der  Punkte  (^  o  ^)  and  {^'mfp)  i«t  gleieli 

wo 

15)  cos y  ^=  cosxß  cos m  + sin m sinn  cos {ip^qt')  nnd  0>0' 

ijt«     Im  Folgenden  werden   wir,   wie  es  C.  Neumann  thnt,   zur  Ab* 
kfirznng  • 

16)  ^+^-*  — 2roi»==^ 

«#rtzen  nnd  dann  bei  i^  dieselben  additiven  Zeichen  anhingen,  doreh  welche 

die  resp.  ^  nnd  o>  sich  nnterscheiden.     Ausserdem  merken  wir  noch  die 

Formeln  /»/» 

\       1 1  ficosm)  P^{cosy)if'^  d*  =  0,  m  ^  n  und 

^  )     r Tp^icosm)  P^icosy)^'*  ds  =  i^^ /*  {cosm)', 

hier    iftt  die  Integration   ausgedehnt  über  die  KugelflXche  0  =  d'.     Nach 
dem  Obigen  i»t  dabei  i/=e^+e-^^2cosm. 

HtnA  n  und  Oj  gegeben,  so  erhält  man  den  Radius  Aj  der  Kugel 
if^-  if^  nnd  die  Entfernung  B^  =  —  00^  des  Kugelcentrums  0^  vom  Co- 
/rfdioatenanfang  0  auf  folgende  Weise.  Ist  N{xyz)  ein  Punkt  auf  der 
KngeloberflMche,  so  ist 


alu  Oleichnng  der  Kugel  ^=0,.     Also  ist 

17')  -/y,  =  00,=a^_^_,,,     Ä,=  +  ^^-^, 

§  f),  Kh  seien  nun  ^,  und  ^g  die  constanten  Werthe  der  ^-Co- 
ordinate  auf  den  beiden  gegebenen  Kugel  oberfläch  en ;  es  seien  femer  Pj 
und  y.^  die  HusHeren  Potentiale  der  beiden  Kugeln.  Die  Gleichung  5) 
giebt  uns  nun  zwei  Gleichungen  —  je  eine  für  jede  Kugel;  sei  F  wie- 
doruui  dftK  Potential  der  ÄuBSoren ,  inducirend  auf  beide  Kugeln  einwir- 
kenden  Kräfte.     Dann  orhalten  wir  aus  5) 

In  der  ersten  Gleichung  beziehen  sich  die  Werthe  auf  einen  beliebigen 
Punkt  an  der  Oberfläche  der  Kugel  0  =  0i;  in  der  zweiten  —  an  der 
Oberfläche  der  Kugel  ^  =  {^^ . 
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46       Ueber  das  Problem  der  magnet.  Induction  auf  swei  Kagdn. 
Wir  erhalten  ans  22)  und  22  a) 

24)      <  _  ^^in-i-i 

Femer  ist 

(^)  ^(-^)  nnd   f^'j  =(^) 


also 


25) 


(15), =-*«*«  >^«2'^-''"''^'*'"*^  ^<~'««) 

-2*f/?j(««^-«-<K)2^-il^^^-pj i>-(co*«,), 

(g)^  =  -2«^,^.2'^-''"'"^''*'"*'  ^('^«"»x) 


Setzt  man  nun  (^)    ans  23),  \fA    an»  24)  nnd  (^)    ans  25) 

in  die  erste  von  den  Gleiclinngen  18),   dividirt  man  alle  Glieder  durch 
6nkj/^^  nnd  setzt  man 

verbindet  man  ausserdem  die  gleichen  Summen,  so  erhält  man  als  erste 
Bedingungsgleichung 


-e-».)^U„ 


ie»'-e-9')2^U„+B„e       «    '^'    ^"f 


2n+l 


27)         {    - %^  f^  ^.+  ff.r'-^'*-*'|  P-icoso,) 
+^ä5/>-(cojm,)  =  0. 

U 

Hier  ist  das  zweite  Glied  nicht  nach  den  P^{cos(o^)  zerlegt,  da  der  vor 
der  Snmme  stehende  Factor  ^^  noch  coscoi  enthält.   Nun  ist  aber  allgemein 
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Cn  COS  ooi  -P"  [cosm^ 

Mit  Hilfe  dieser  Kelation  kann  man  das  zweite  Glied  in  27)  nach  den 
P*[eosta^  ordnen.  Da  dies  Ton  allen  Gliedern  gilt,  so  haben  wir  den 
Coeffieienten  bei  P^[cosm^  gleich  Null  za  setzen  nnd  erhalten  dadurch 
die  folgende  Gleichung: 


28) 


2fl-l  (  Zk 

2(«  +  f)l2+*  'JLM(*,-*.)j 

+    2n  +  l     j^  +  ^"^  )  +  ^*.  =  0. 

Auf  dieselbe  Weise  ^ebt  die  zweite  von  den  Gleichungen  27)  die  zweite 
Relation 

2«     j2+*  ?ILri(4>,-.^.)| 

»»-1 +  •*«-!«         * 


29) 


2n  — If  3Ar 
2(«+l)|2+*  ^»(*,-*.)j 

Hier   ist  JT^    definirt  durch 

Die  Relationen  28)  und  29)  geben  uns  die  Möglichkeit,  die  Coeffi- 
eienten Jn  und  B^  successive  zu  berechnen.  Man  erhält  dieselben,  da 
für  9t  s=  0  die  ersten  Klammem  wegfallen,  sämmtlich  als  lineare  Func- 
tionen der  Constanten  Jq  und  Bq,  Diese  nun  werden  bestimmt  durch 
die  Gleichungen  21);  20)  geben  uns  endlich  die  magnetischen  Momente 
der  Kugeln. 

§  7.  Haben  die  beiden  Kugeln  gleiche  Radien,  so  ist  nicht  etwa 
allgeinein  B^  =  — A^  zu  setzen,  da  auf  den,  gleichen  cd  entsprechenden 
Punkten  anf  der  Oberfläche  der  Kugeln  nicht  entgegengesetzte  Dichtig- 
keiten ansnnelimen  sind.     Nur  wenn  die  äusseren  Kräfte  auf  bQ\d^  Ku- 


48       lieber  das  Problem  der  magnet.  Indnction  auf  iwei  Kngelii. 

geln  genau  gleich  einwirken ,  ist  a|  =  —  aj  nnd ,  da  ausserdem  der  abio 
luten  Grösse  nach  O^  =  ^^  >  ^^^^ 

30)  ^«  =  -^„. 

Ein  solcher  Fall  wird  realisirt,  wenn  der  einwirkende  Magnet  genau  ic 
der  Mitte  zwischen  den  beiden  gleichen  Kugeln  sich  befindet  oder  wenc 
sich  die  Kugeln  im  homogenen  magnetischen  Felde  befinden,  wobei  die 
Kraft  parallel  mit  der  Centrallinie  der  beiden  Kugeln  sein  soll. 

Statt  der  beiden  Gleichungen  28)  und  29)  erhalten  wir  jetst  infolge 
von  30)  die  eine  folgende: 

31)  I  -  (e*i  +c-*.)  j?±^_c-(»»+i)*.|  A. 

§  8.  Wir  wollen  nun  die  durch  26)  und  29  a)  definirten  Functionei 
Kq,  und  K^  für  den  Specialfall  des  oben  erwähnten  homogenen  magnc 
tischen  Feldes  berechnen.     Es  ist  für  diesen  Fall 

wo  L%    der  gesuchte  Specialwerth  von  A'^^  und  ^  die  äussere  Kraft  ist 

Nun  ist  nach  12) 

1__   /^\  __S_  (r^i+t~^i)cogcj,-2 

2  71  J^^i  \^  Wf  A  "~  2  TT  (e^i  +  e-^'  -  2  cos  w^)''» 
^   ^        S    ^^^ 


2-         ^. 


Also  ist 


S    -t? 


L%=^jr-e     2   |r,e?-(n-«)^i- (;,+  l)e-(n  +  l)^lJ, 

^         2  TT 


^  s    ^ 

Dies   haben  wir  statt  A"^    und  A"^    in  28),  29)  und  31)  einzusetzen. 

§  9.  Die  Gleichungen  28)  und  29)  stellen  ein  System  von  zv 
gleichzeitigen  Differenzengleichungen  zweiten  Grades  dB 
An  und  Bn  sind  die  gesuchten  Functionen,  während  n  die  Variabele  i» 
in  Bezug  auf  diese  Variabele  sind  die  Gleichungen  von  bedeutend  vC 
wickelter,  theils  algebraischer,  theils  4;ran8cendenter  Form.  Um  ^^  nt 
ß„  zu  finden,  hat  man  die  Methode  der  successiven  Influenzen  zu  b 
nutzen.     Um  die  erste  Influenz  zu  berechnen,  setzen  wir  in  28)  alle 
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=0  und  in  29)   ^^1  =  0  nnd  drücken  auf  die  unten  zn  erläuternde  Weise 
Aa  nnd  ^a,  welche  wir  aber  a^^^  und  6^^>  bezeichnen  werden,  aus.    Diese 

Coeffieienten  drücken  die  erste  Influenz  aus.    Das  so  gefundene  b^^^  setzen 

wir  in  28)  statt  Bn  und  das  a^^^  in  29)  statt  i^n  eii^;   zugleich  ersetzen 

wir  in  28)  ^„  durch  a^^  und  in  29)  B„  durch  b^\  lassen  Ä'o,  «^^  iST^-, 

ginx  weg  und  bestimmen  die  Grössen  a^^)  und  b^^^ ;  dies  statt  jin  and  B^ 

resp.  in  29)  und  28)   eingesetzt,  giebt   a^^  und  b^^\   durch  welche  die 

dritten  Influenzen  bestimmt  werden  u.  s.  f.     Für  jede  einzelne  der  Co- 
efSeientenreihen  a^P^  und  b^^^  müssen   nun   die  Bedingungen  21)  erfüllt 

sein,  während  wir  mit  Hilfe  von  20)  die  entsprechenden  Theile  m^^^  und 
M}^^  der  Gesammtmomente  M^  und  M^  berechnen.     Es  sind  dann 

35)  ^1=^  V^  nnd  M^=^m^(PK 

p  p 

Wendet  man   diese  Methode  der  successiven  Influenzen  an,  so  rerein- 
fachen  sich  die  Bedingungsgleichungen  und  werden  integrabel. 

Bei  der  Berechnung  des  beliebigen  n^®°  Gliedes  bei  der  p^^°  Influenz: 

^J\  haben  wir  in  28)  A"^^  =  0  und  statt  Jn  zn  setzen  ajP);  ferner  haben 

fir  statt  Bn  die  bei  der  yorhergehenden  Influenz  berechneten  Coefficien- 

ten  6/'^^  einzusetzen.    Dadurch  gewinnt  die  Bedingungsgleichung  für 
«If^  die  Form 

2n       2  +  k  2(n  +  l)   2  +  k 

jg  .       2/i-r   3k    >-i)"^  2«  +  3  •   Zk     ("+*) 

Für  p  =  1  ist  hier 

36t)  a)0)  =  -jrj^; 

^egen  für  p>l  ist 

""*'=-Ä'y--."-l^''i.'-f."+"*'+'-''')"-"-'^'?-"' 

^0  die  6^^^>  als  bekannt  vorausgesetzt  sind.     Setzen  wir 

^  erhält  man  aus  36)  die  Differenzengleichung  zweiten  Grades 

+  |8--3(«*« +  «-^0 -»(«*•- ^""^0  +  [4-2(e^' +  e-^i)]«Uy„ 

+  (4  +  2ii).i«y,  =  T<I>!f|i, 

•3Ä 


wo  r  = 


2  +  ^' 

'^^tegrirt  man  diese  Gleichung,  so  erhält  man  {Laplace,  Thiorie  analyt. 
^^  Probab.  1814,  8.  110  u.  120)  mit  Rücksicht  auf  37  a) 

ZHiMliilft  t  UmihmuHik  u,  PbjBik,  XXIV,  U  4 
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0 
wo  X  eine  reelle  Wurzel  der  Oleichnog 

40)         iraj"+Vaj-e*0'+'^  (^-«"^0'+^=5q:^<'>?+i 

und  H  eine  Constante  ist. 

Für  den  Fall  der  elektrischen  Indnction  erhält  man  die  so  einfaebe 
Relation  /•       «  * 

WO  A  eine  Wurzel  der  Gleichung      ^ 

ist.     Um  die  Richtigkeit  von  39)  zu  prüfen,   setzen  wir  39)  in  36)  ein 

und  erhalten  ohne  Mühe 

1 


X 

0  l 


l-k 


Integrirt  man  das  erste  Glied  partiell,  so  gelangt  man  zu  der  nach  40) 
identisch  erfüllten  Gleichung 

\-\-2k  i-t 

Ist  k  nahe  gleich  1 ,  so  convergirt  sehr  schnell  die  aus  39)  folgende  Reihe 
al      _H  ^     (1-^)"»       r     x^      (    a:-g-^«\* 

0 
§  10.    Bei  praktischen  Ausrechnungen  ist  es  nicht  rathsam  aus  den 
Gleichungen  28)  und  29),  indem  man  in  denselben  n=30,  1,  2,  3  etc. 
setzt,  die  An  und  B^  successive  zu  berechnen,  und  zwar  aus  folgendem 
Grunde.     Setzen  wir 

41)  Jlfi  =  M^^  +  M\  und  M^  =  M^^  +  M'^^ 

wo  M^  und  M^  durch  die  äusseren  Kräfte,  M'i  und  M\  durch  die  An- 
wesenheit der  andern  Kugel  hervorgerufen  ist,  so  ist  z.  B.  M\  als  klein 
im  Vergleiche  mit  M^  zu  betrachten.  Da  M^  auch  ohne  dipolare  Co- 
ordinaten  gefunden  werden  kann,  so  kommt  es  also  vor  Allem  auf  eine 
genaae  Berechnung  von  M\  und  M\  an,  es  müssen  also  so  viele  Glie- 
der von  if|  berechnet  werden ,  dass  der  übrig  bleibende  Fehler  klein  «ei, 
nieht  etwa  im  Vergleich  mit  Jf^,  sondern  mit  M\^  welches  eelbtt  wieder 
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öl 


^^^<^M»^^^A^^»N^/>»»^^»<^^^V»/W»^V^^SA^N^W^^>^»i»\»\»S»^%/\/S/^>^^V>^»/V^VN^Wy^^ 


klein  kt  im  Vergleich  mit  ^, .  Um  also  zu  unserem  eigentlichen  Ziele 
n  gelangen,  haben  wir  eine  sehr  grosse  Anzahl  von  Gliedern  zu  berech- 
nen. Dieser  Uebelstand  wird  vermieden,  wenn  wir  M^  und  M\  geson- 
dert berechnen  und  entsprechend  die  A^  und  Bn  zerlegen.     Es  sei 

42)  i.^^»  +  /r„,    Bn-=^B^n+B\,   V=J6^«'«~"^2'^"^""^'  ^*^- 
Wir  stellen  gesonderte  Gleichungen  für  die  A^n  und  die  ^n  &nf.    Für 
die  ^a  und  die  ff^n  erhalten  wir  Gleichungen ,  wenn  wir  in  28)  ^n  =  0 
nnd  in  29)  An^Q  setzen : 

%n_  2  +  ft  ,  2(»  +  l)  2  +  Ä       ^,_(,*,  .  ^-4^.)2  +  A 


43) 


0, 


2n      2+^ 


2n-l'   3A 


#>~  ^t  —  ß^t 


um  für  die  jfn  und  ^n  Gleichungen  zu  erhalten ,  setzen  wir  A^  und  Bn 
ine  42)  in  28)  und  29)  und  subtrahiren  davon  43).  Dann  erhalten  wir 
die  beiden  Gleichungen 

2«-l|  3*  ^"-'^     "-'  l 

2(«+l){2+*  .        .   w  ^       iiLL' (»,-*.)' 


44) 


-(e*.  +  .-*.)j?±-*^.  +  /?'« 


_?^  (*,-*,)] 


.♦l  _/>-*! 


•^'(*-*t)L      2n 


2«-l 


5<»«-,c      2 


+  ^2^1^-+^-'' 
2/1+3 


2n-1 


(4^,-d,) 


-^-^(^i-«".) 


2ii  +  l 
und  ebenso 


»"    •^+*r..,+.'._,r'-=f'"'-'-« 


2w-l     3A 


2(n  +  l)t2  +  A  ?ü±?(*.-*.)| 


-'-^'(*.-*.)i 


•-♦t  — e*i 


'-'"iß' 


_ÜdL!  (*,_*,) 


I 


2n 


ta-t 


2H-1 


2n+3      ""*■ 


_(e»i+«-»t)jr 


(*■-«,) 


•    * 
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Sind  die  lUdien  der  Sngeln  gleich  und  virken  die  KrUfte  saf  böd» 
in  gifflcber  Weise,  so  ist  [s.  30)]  Sm  =  —  '<■,  und  indem  wir  iriedor 
A„  =  ^n  +  ^it  setzen ,  erhalten  wir  fUr  ^4°,  die  erste  von  den  Glddt- 
nngen  43).  Setseu  wir  A^=^£'^-\-  A^  in  31)  nnd  sabtrahiren  die  enta 
Ton  den  Gieichnngen  43),  so  erhalten  wir  fttr  A^  die  Oleicbnng 

l+(,»,  +  e-»i)^.e-!l-+n».^5_i=£l-;^.<-l>.+  il»i=0. 

§  11.  Wir  vollen  nun  die  jf^  und  die  £<>,,  welche  anch  den  Be- 
dingungen 

zu  genttgen  b&ben  [s.  21],   für  den  Fall  genan  berechnen,  derberutain 
§  8  behandelt  wurde. 

Es  ist  nach  19)— V,"  y,  A°nP'icosm,)  nnd,   wie  leicht  an  finden, 

0^"=  — — costp,  wo  tp  (s.  die  Figur)  der  Centriwinkel  ist.     Es  ist  also 
3  SA;  cos<p 


3SA  cos<p      S^  ^  „„,         . 


„       .        ,.  (c*i+e-*i)cosw,-2      , 

H«n  ist  aber  cosa  =  --= s * ,  also 

c*' +  «-*'- 2  mo», 

*°J  4,.  •(«*.  +  (-«.- 2  cos».)V. 

Es  ist  leicht  nachsaweisen ,  dass 
(]  +  n')co;J-2«  _        1         VranO-l 
(l-2«cosa  +  a»)'/'      SU-tt')'^ 
Wendet   man   diese  Formel    an,   nm    die 
P"(c»£oJ  zu  zerlegen,  bo  erhält  man  dn 


49)  i  nnd  ebenso 


\.i,'-e-;)'"'' 
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Diese  Aasdrücke  fallen  auf  dnrcb  ihre  Aebnlichkeit  mit  den  La   und  La 

31);  sie  genügen  den  Bedingungen  46).  —  Der  Weg,  den  wir  bei  prak- 
üichen  Ausrechnungen  zu  befolgen  haben,  ist  nun  der  folgende:  zuerst 
berechnen  wir  aus  49)  eine  Reihe  von  Grössen  j^n  und  B^n  und  vermit- 
telst dieser  aus  44)  und  45)  und  mit  Hilfe  der  Bedingungen 

die  Coefficienten  A'n  und  B^n  •     Dann  ist 

ilf'i=16«a«r'2"^^'„e-»^i   und    A/',=  16;ia3e^^^„6»^« 

[s.  20)],  während  M^^  und  M^^  gegeben  sind  durch 

AfjO  =  Ä  S Rj^  und  M^^  =  k  SR^\ 

§  12.  Ich  habe  die  Rechnung  durchgeführt  für  den  Fall,  der  in 
§§8  und  11  behandelt  wurde,  wobei  noch  die  Radien  der  Kugeln  als 
gleich  (=  R)  angenommen  wurden.  Ist  T  die  «Entfernung  der  Kugel- 
oentra,  so  haben  wir  die  Gleichung 

Ji 
Ich  nahm  nun  an  -^äJLI,  also  e^i  =  4  und  Af  =  fl,99. 

Es  genügt  in  diesem  Falle,  die  fünf  ersten  Glieder  der  Reihen  in 
Betracht  zu  ziehen.     Man  erhält 

üf  0  =  o,995Ä»,    i«f'=  0,026737395^8. 

Die  dnrcb  die  Anwesenheit  der  andern  Kugel  erzeugte  Vergrösserung 
des  magneCischen  Momentes 

^  =  0,02700747 

^trlgt  also  fast  genau  2,7  Procent. 

§  13.  Denken  wir  uns  zwei  Kugeln  aus  dielektrischem  Stoffe,  z.  B. 
ivei  Glaskugeln  der  Einwirkung  elektrischer  Kräfte  ausgesetzt;  die 
hier  hesprochene  Theorie  kann  auch  dazu  dienen,  die  elektrische  In- 
duetion  auf  den  beiden  Glaskugeln  zu  berechnen. 

o     »^  «  21.  Febr.  ^^-^ 

8t.  Petersburg,     ^   ^^^       1878. 

5.  März 
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I.    Oeometrisohe  Untersnohimgen. 

U. 

In  etwas  ausführlicherer  Weise  will  ich  hier  eine  Angabe  über  die 
Ellipse  V  begründen,  welche  ich  in  den  Wiener  Sitzungsberichten 
(25.  October  1877 :  Üeber  Eigenschaften  des  Dreiecks  etc.)  gemacht  habe^ 
und  einiges  Neue  hinzuTtigen.  Hierbei  soll  die  auch  schon  zu  jenem  Auf- 
satze verwendete,  äusserst  expeditive  Methode  der  Winkelzählung  auf 
dem  Kreise  benutzt  werden. 

In  der  citirten  Abhandlung  bedeutet  V  den  Schnittpunkt  der  beiden 
für  denselben  Kreispmikt  P  bezüglich  zweier  Gegendreiecke  J^  A^  A^  und 
^j  i^2  ^3  bestimmten  Geraden  a.  Der  Ort  aller  V  für  alle  Ereispunkte 
P  ist  diejenige  Ellipse,  welche  den  beiden  Gegendreiecken  A  und  A' 
gleichzeitig  um  0  als  Centrum  eingeschrieben  ist  Bezeichnen  wir  mit  R 
einen  Punkt  auf  dem  Kreise,  welchem  als  V  ein  Scheitel  der  Ellipse 
zugehört,  so  lässt  sich  OV^  der  Ellipsenhalbmesser,  welcher  einem  belie- 
bigen  Punkte  P  entspricht,  immer  darstellen  durch 

1)  .  OV^^a^Cos2PB!^  +  h^Sin2PR\ 

worin  a  und  6,  die  beiden  Halbaxenlängen  der  Ellipse ,  gegeben  sind  ab 

(oder  ^^). 

Andererseits  gilt  die  Formel 

2)  ÖF'=r«(l  +  Sm2PA^  Sm2 PA^  + Sm2 PA^  Sm2PA^  + SiniPA^  Sin2PAi). 

Es  soll  nun  die  Richtung  der  Ellipsenaxen  dadurch  festgestellt  wer- 
den, dass  man  die  Winkel  berechnet,  welche  sie  mit  der  Euler' sehen 
Geraden  OB  des  Dreiecks  A^A^A^  einschliessen. 

Nennen  wir  zu  dem  Ende  X  einen  Schnittpunkt  von  OH  mit  dem 
Kreise ,  führen  X  statt  P  in  1)  und  2)  ein  und  setzen  hierauf  die  rechten 
Seiten  einander  gleich.     Dann  wird 

a»  Cos  2  ZÄ«  +  6*  Sin  2  XR^ 
*'  «r«(l+  $in2XA^  Sin2 XA^  +  Sin2XA^  Sin2XA^  +  Sin2XA^ Sin2XAi). 

Die  linke  Seite  von  3)  geht  über  in 


r  +  Off      .       r  —  OH 
«  =  — 2-'   *=— 2— 
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»>■  ^^^^^^s«*^/^*^^'^ 


-— ^^T +  — s—  Cos  AXR. 

Zar  Umfonnung  der  rechten  Seite  bemerken  wir  die  Formeln ,  welche  die 
Winkel  von  OH  mit  den  DreieckBseiten  geben ,  nämlich 

OH 

Sin22^J^==^(Sin2A^A^  +  Sin2A^J^). 
Dann  wird  die  rechte  Seite  von  3) 

5)  '^  +  off%  [^Sm2AiJ^  Sin2A^  A^  —  SSin2  A^  A^^]. 

Dther  ^ht  die  Oleichnng  über  in 

r*     r   OB^      OH^  T 

6)  r.Oir.<7o,42rÄ  =  2^,[3-j3--^+42i-42?,], 

worin  2^  and  2^  die  Summen  aus  5)  bezeichnen. 
In  der  Klammer  i£t  nun 

3-^~^  =  -2(3  +  21?Cos2^,4).2;(7o52^i.^2 

^-'lQECo82Ay^A^-'AZCos2A^A^^''A2Cos2{A^A^—A^A^ 
ud  ferner 

\Z^=^2ZCo82{A^A^-'A^A^)-^22Cos2A^A^, 

42^  =  12-4  2? (70*2^1  ^3«, 
^er  die  ganze  Summe  in  der  Elamn^er  den  Werth  hat 

-12  — 122(7o*2^,^3-22Co52(^ii^8— ^j^s). 

l^e  enten  beiden  Glieder  geben  nach  einer  hier  übergangenen  Umfor- 

miiDg 

48  CosA^A^  CosA^A^  CosA^A^^ 

daher  endlich  nach  allen  Substitutionen  aus  6)  hervorgeht 

7)  Cot^XRv=.'—^  [24  CosA^A^  CosA^  A^  CosAj^A^-'2Cos2{A^A^--A^A^)] 

und  dies  ist  der  gesuchte  Ausdruck,  indem  derselbe,  eine  symmetrische 
Function  der  Dreieckswinkel,  den  Winkel  AXR,  das  ist  den  doppelten 
Kinkel  einer  der  beiden  Ellipsenaxen  mit  der  Eule  raschen  Geraden  OH^ 
kennen  lehrt.* 

Behufs  weiterer  Untersuchung  der  Ellipse  F  diene  uns  hier  die  an 
^i  für  sich  interessante  Fragestellung,  welche  Punkte  P  auf  dem  Kreise 
^ejenigen  seien,  deren  zugehörige  a  parallel  oder  senkrecht  zu  OH sxlB' 
Ulen.  Der  Sinus  des  Winkels  irgend  einer  Geraden  mit  OH  kann  ge- 
^sehnet  werden,    indem   man   die  Summe  aus   den   Sinus  der  mit  den 


*  Diese  Formel  habe  ich  in  den  Sitzongsberichten  ohne  Beweis  gegeben. 
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*^  ^i^i^^%^^^^AA#^p^^^^^^^^^^^^p^^>^^M^^^^^^ 


einzelnen  Eckenhalbmessem  gebildeten  Winkel  mit  jr^  multiplicirt     Ei 
ist  also 

Sin  f^OH  =  ^  [5m  i^OÄ^  +  Sin  i^OA^  +  Sin  ^OA^. 

Die  Winkel  cf^OA^y  ^OA^y  ^OA^  sind  nun,  wie  dnrcb  Abs&hlang 
gefunden   wird,   PJ^  +  PA^—PA^,    PA^+  PA^  —  PA^,   PA^  + PA^  — PA^. 

In  dem  jetzt  zu  bebandelnden  Falle  soll  c^OH  gleicb  Null  sein;  es 
besteht  also  die  Bedingungsgleicbung 

Sin  {PA^  +  PA^  +  />^3  -  2  PA^)  +  Sin  {PA^  +  PA^  +PA^-2  PA^ 

+  Sin{PA,  +  PA^  +  PA^--2PA^)  =  0. 
Daraus  folgt  durch  Zerlegung 

8)  ig  (PA,  +  PA^  +  PA^)  -  Cos2PJ,  +  Cos2PA,  +  Cos2PA, 
und  hieraus 

9)  SiniPA,  +  PA,  +  PA,)=.'^'^''^''^+'%Y'*  +  ''''^'''\ 

10)  Cos(PA,  +  PA,  +  PA,)  =  -(^''^^  ^-^^  +  ^'t''^«  +  ^'^^-^'l 

In  diesen  Formeln  sind  nun  P^^,  T'^gi  ^^i  ^^^  identisch  aufzufassen  mit 
2XA^y  2XA^^  2XA^  aus  den  Formeln  4)  und  man  findet 

Sin2  PA^  =  — j  [2  Sin2A^A^  +  2  Sin2A^Ai  +  Sin2{A^A^  —  A^A^)], 
Sin2PA^  =  — -^  [2  5m2^i^2  +  2  Sin2A^A^  +  Sin2{A^A^  —  ^i ^,)1, 
5i>t2/>^3  =  -^J2  5t>i2^,^3+2  5f>i2^i^3  +  5i>i2(^3^i-.#,^3)], 
Cos2PA^  =  —-^  [8  CosA^A^  CosA^A^  CosA^A^  —  0052(^^4  —  ^s'^i)], 

Cos2PA^=:—^  [8  CosA^A^  CosJ^A^CosA^A^-'Cos2{A^A^^A^A^], 

r* 
(7o5  2  P.^3  =  — j  [8  (7o5  .^1 A^  Cos  A^  A^  Cos  A^  Ay^  —  Cos  2  {A^  A^  —  A^  A^)]. 


Werden   diese   Ausdrücke  in   9)   und  10)  substituirt,  so  resultiren 
endlich  die  Gleichungen 

Sin{PA,  +  PA,  +  PA^) 

1  =  ^3  [^^2(^1^- ^,^3) +  Sm2(^a ^3-^3 ^i)  +  Sm2(^3yli-^i^,)], 

12)  < 

^^  Cos{PA^  +  PA^  +  PA^) 

=  Qir9  [24  CosA^A^  CosA^A^  CosA^A^  —  ZCos2{A^A^  —  A^A^']. 

Darin  ist  PA^  +  PA^  +  PA^  der  Winkel,  welchen  <y,  also  in  diesem  Falle 
Off,  mit  der  Richtung  von  PO  einschliesst.     PO  ist  der  Halbmesser  jenes 
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mr:f>^^**^* ^^  ^^^•^^•* 


Pooktes,  dessen  c  parallel  OH  wird.  Die  Vergleichung  der  Formel  7) 
mid  der  zweiten  der  Formeln  12)  lehrt  nun: 

„Die  Azen  der  Ellipse  V  sind  die  Halbirungslinien  des- 
jenig^en  Winkels,  welcher  von  der  Enler'schen  Geraden  OH 
desDreiecks  mit  jenem  Durchmesser  PP' gebildet  wird,  des- 
sen Endpunkten  die  zu  OH  parallele  und  die  zu  OH  senk- 
rechte'a  entsprechen/** 

Diese  merkwürdige  Relation  giebt  auch  eine  einfache  Construction 
der  Axen  von  V  an  die  Hand.  Denn  jener  zweite  Durchmesser  PPy 
TOD  welchem  der  Satz  handelt,  ist  leicht  zu  finden,  indem  man  durch 
ij  1.  B.  eine  za  OH  parallele  Sehne  zieht  und  an  diese  eine  zu  A^A^ 
lenkrechte  Sehne  anschliesst.  Der  letzteren  Endpunkt  ist  gleichzeitig 
ein  Endpunkt  des  gesuchten  Durchmessers. 

Die  Schnittpunkte  jener  Halbirungslinien  mit  dem  Kreise  sind  auch 
jene  Punkte,  denen  als  V  die  Scheitel  der  Ellipse  V  zugehören.  Sind 
a,  |},  y  die  Winkel  des  Dreiecks  A^A^A^^  welche  wir  wegen  der  Con- 
eordanz  mit  der  gewöhnlichen  Schreibweise  einführen,  so  bestehen  also 
f&r  die  Winkel  OB^OH  der  Eul er' sehen  Geraden  mit  den  Azen  OR  die 
Gleichungen 

Sin  2  OltOH  =  ^,  [Sin  {a-ß)  + Sin(ß-y)  + Sin(y-a)l 

Co$iOltOH=  jr^^  [24  Cosa  Coß  ßCosy-  Cos  («  —  /?)-  Cos  (/5  -  y)  —  Cos  (y — «)], 

mirOH  = Sin{a^ß)  +  Sin{ß-^y)  +  Sin(Y^a^ 

^  2A  Cosa  Cosß  Cosy  —  Cos(a-^ ß)  "  Cosiß'-y)  —  Cosiy  —  a)' 

Wien,  22.  Juli  1878.  S.  Kantor. 


n.   Heber  eine  Anwendung  der  Kugelfdnotionen. 

Die  mit  Pn{^)  bezeichneten  Kugelfunctionen  erster  Art  geben  in 
Verbindung  mit  den  von  Herrn  Heine  eingeführten  Kugelfunctionen 
s^eiter  Art  On(y)  ein  Mittel  an  die  Hand,  um  folgende  Umkehrungsauf- 
S>be  SU  lösen: 

„Gegeben  sei  in  einem  Funkte  der  Verlängerung  einer  begrenzten 
Gertden  das  Potential  der  auf  der  begrenzten  Geraden  linear  vertheil- 
ten  Masse  als  Element  einer  analytischen  Function ,  es  soll  aus  dieser 
g^benen  Function  die  Massenvertheilung  auf  der  Geraden  berechnet 
werden." 


*  8&mmtliche  Punkte  der  Geraden  PJP'  haben  die  Eigenschaft,  dass  die 
^^»■pQiikte  der  zu  den  Dreiecksseiten  gehenden  Normalen  mit  dem  Aasgangs- 
ponkte  in  einer  gleichseitigen  Hyperbel  liegen,  welche  durch  den  Punkt  OH,  9«ge^ ' 
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Die  Länge  der  Geraden  sei  gleich  2;  x  sei  die  Entfernung  eines 
Punktes  der  Geraden  von  der  Mitte  derselben,  y  sei  die  Ton  der  Mitte 
aus  gerechnete  Entfernung  des  Punktes,  in  dem  das  Potential  bekannt 
sein  soll,  x  nimmt  alle  Werthe  von  —1  bis  +1  An,  y  ist  >1.  Ist  fx 
die  lineare  Dichtigkeit  im  Punkte  o;,  ipy  das  Potential  im  gegebenen 
Punkte,  geordnet  nach  fallenden  Potenzen  von  y,  so  ist  fx  su  bestim- 
men aus  der  Gleichung 

y—x       ^^"^      y     y^    y^ 
-1 

wo  die  Coefficienten  c^,  q,  c,,  ...  gegeben  sind. 
Mit  Hilfe  der  Heine* sehen  Reihe 


1)  j:^=2(2'«+i)^-(«)ö«(y) 

y  m=0 


+ 

/ 


und  der  bekannten  Belationen  » 
+  1 

-1 

findet  man ,  wenn  man  1)  mit  Pn  (^)  dx  multiplicirt  und  Ton  —  1  bis  + 1 
integrirt,  das  Neumai^n'sche  Integral 

-1 

welches  für  alle  reellen  y>l  sicher  gilt. 

Multipliciren  wir  2)  mit  einer  reellen  Constanten  b^  und  summiren 
über  alle  ganzen  Zahlen  n  von  O'bis  oo,  so  erhalten  wir  die  Gleichung 

+  1 


-1 

Wenn   die   Coefficienten  ^n  so   gegeben  sind,    dass  man  links  die 
Summation  und  Integration  vertauschen  kann,  so  giebt  die  Gleichung 

+  1 


bnPn(x)dx 


c       c       c 
die  Lösung  unserer  Aufgabe.     Man  verwandle  <p{jy)  =  ~  +  -j  "l"!!  +  •  •  • 

*f  9  9 

in  eine  nach  Kugelfunctionen  zweiter  Art  fortschreitende  Reihe  ^.  b  ^«(jf), 
indem  man  nach  Herrn  Heine  setzt 
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»^^^■^>^^^^^^%^WW>^^^>/V^^<^»^^i^i^/WW\»» 


1.3.5...  (2» +  1)/  n.w-1 

,,    • iX^i         V"~2.2«-l''— 


B.n  — l.n— 2.«  — 3 


"*"2.4.2«-1.2n«3  """"'      •'7' 


&  Beihe  ^  ^  6«  /^i  (d?) » /(d?)    giebt  dann  die  lineare   Diclitigkeit  der 


«=: 


Jbase  im  Punkte  x  an. 

Die  GKltigkdt  der  Lösung  ist  an  die  Bedingung  geknüpft,  dass 

+  1  +1 


iat.   Diese  Gleichung  ist  richtig,  wenn  ^.  ^n /« (^)  in  gleichem  Grade 
eQfVTergirt.     Sind  die  6«  berechnet,  so  ist  also  die  Convergenz  der  Beihe 


2 


KPn{x)  ZU  untersuchen. 
■=• 

Unbedingt  gilt  unsere  Lösung,  wenn   die  Reihe  ^',  f>n   unbedingt 

f*=0 

eoDTergent  ist;  da  die  /«(d?)  sämmtlich  nicht  grösser  als  1  sind,  so  con- 
Ter^it  f{x)  dann  sicher  in  gleichem  Grade. 

Für  wirkliche  Berechnung  ist  es  oft  yortheilhaft,  den  Ausdruck  für 
^  ia  3)  etwas  umzuformei^.     Ist  {n)i  der  Binomialcoefficient 

n.w  — 1  ...n  — A  +  1 
loiit  1.2...A 


vo  die  Summation  abbricht  bei  ^  =  ä~  oder  — ^ ,  je  nachdem  n  gerade 

^  ungerade  ist.    Hieraus  folgt  leicht,  dass  6„  gleich  dem  Coefficienten 

▼on  ■^^^.  I    in   folgender,  nach  fallenden  Potenzen  von  z  entwickelten 

Function  ist: 

/_n-   äw  +  l.fi!/^,       ly    d"(yt+(-l)-Hy(-»)) 
K    i)  •     2»+»     V       »»/  •  dt" 

Es  sei  z.  B.  gegeben 

dt  f{t)  +  y  (—  t)  =  0  ist,  so  ist  ftj  =  ^3  . . .  =  62«+!  . . .  =  0.     ^0  ^ß*  gleich 
dem  Coefficienten  von  —  in 
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>  ^^^v%^>rv>r' •  <  V"^^- ^  ^  ^^  xw^N^  *  »  *  ^  ^  ^"v«'"^"  ^rf 


i('»»6^)-'«.(:-^))='»»(:4i). -"».==• 

Für  gerade  n  >  0  ist  6„  gleich  dem  Coefficienten  von     ^^  .  ^  in 

2«  +  !        \^       z%)  az^  2»  \  Zn  / 

Da  hierin  die  Potenz    ^n^x   ^^®^*  vorkommt,  so  ist  6a  =  0,  ii>0.  /(«) 

ist  also  =       ^ —  c=  P^(a:)  =  1 ,  also  constant. 
An  die  Relation 

-1 

die  leicht  durch  wiederholte  Differentiation  der  Gleichung  2)  zu  erweise^^ 
für  ^>2,   und   der   sich   noch  viele  andere  an  die  Seite  stellen  lasieiP'^ 
kann  man  ähnliche  Betrachtungen  knüpfen. 

Eisen  ach.  Dr.  Nibmöllbb, 

Lehm  »m  BaalgymiaaliiiB. 


m.   Die  Wellenfläche  eines  nicht  homogenen  isotropen  Mittels. 
Die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit   c  einer  Welle  sei  bedingt  durch 

die   Elasticität   E  und  Dichte  D  des  Mittels*  nach   der  Relation  — —-  = 

L 

Constante.     Aendert  sich  die  physikalische  Beschaffenheit  (/>  und  E)  des 

Mittels  stetig  von  Punkt  zu  Punkt,   so  ist  auch  der  Werth  von  c  stetig 

veränderlich.     Eine  eindeutige  Function 

1)  c=^f(x,y,z) 

gebe  für  jeden   Punkt    eines  nicht  homogenen   Mittels  den   Werth   der 

Geschwindigkeit,   mit  welcher  sich  die  von  diesem  Punkte  ausgehenden 

Elementarwellen   auszubreiten  beginnen.     Eine  Function  F(a:,  y,  z,  <)  =  0 

stelle  für  jede  Epoche  /  die  Fläche  einer  Welle  dar.     Während  der  sehr 

kleinen  Zeit   dt  bilden  sich  um  jeden  Punkt  der  Fläche  F  kugelförmige 

Elementarwellen  vom  Halbmesser  cdt^  welche  die  Fläche  F(a',-y,  t, /+^0 

umhüllen.     Fällt  man  von  irgend  einem  Punkte  der  Fläche  F(1)  ein  Loth 

auf  die  Fläche  F(t  +  d()^  so  hat  dasselbe  die  Länge 

cdi  = 


/(D*+(g)'+öf)' 


Somit  ist  die  Function   F  an  die  Bedingung  gebunden,  das's 
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dF 
2)  — ,  =  fix.  w,  z\ 

Ist  ftir  irgend  eine  Zeit  t^  die  Wellenfläche  F=  Fq  gegeben  nnd  die 
Seite  der  Fläche  F^  bestimmt,  nach  welcher  hin  die  Welle  fortschreitet, 
10  ist  anch  die  Fläche  F^t^  +  dt)  nnd  somit  allgemein  F(i)  für  alle  fol- 
genden Zeiten,  bestimmt. 

Den  beiden  Seiten  der  Fläche  Fq  entsprechend ,  giebt  es  zwei  Func- 
tionen F,  welche  der  Oleichnng  2)  nnd  der  Bedingung  F{Iq)  =  Fq  ge- 
nfigen.  Ist  aber  die  Fläche  Fq  ein  Punkt,  so  kann  den  beiden  Beding- 
ungen nur  durch  eine  einzige  Function  F  genügt  werden.  Zugleich  ver- 
windelt  sich  die  Bedingung  P{t^  =  FQ  in  folgende: 

,.  Ftir  lim  {( =  0)  ist 

'      F{x,  y,  z,  i)  ^ (x-ao)«+  (y-yo)'  +  (^-^o)*  -  ^o''"  =  0. 

Die  Wellenfläche   nähert  sich  mit  abnehmendem  t  einer  Kugelfläche  um 
den  Punkt  0?^,  y^,  Zq  und  mit  dem  Radius  c^t. 

Der  einfachste  Fall  eines  nicht  homogenen  Mittels  ist  definirt  durch 
die  Gleichung 

4)  /"(a^jy,  «)  =  Co-f-ya:. 

Die  Constante  Cq  ist  der  Werth  der  Wellengeschwindigkeit  c  in  den  Punk- 
rfc 

teoxaO,   die  Constante  y=-r-    ist  das  Gefäll  von  c  in  der  Richtung 

diu 

der  -T-Axe. 

bt  der  Coordinatenursprung  zugleich  Wellenursprung,  so  ist 

5)  '■=  [«-^(e"  +  «-'"-2)J+y»+ 2''-|^,(<*'-c-'")*=0, 

denn  diese  Function  genügt  den  in  Gleichung  2)  und  3)  gestellten  Be- 
dingnngen. 

In  der  Programmabhandlung  des  Stuttgarter  Realgymnasiums  für 
Herbst  1878  hat  der  Verfasser,  der  Gleichung  5)  entsprechend,  in  ele- 
BMDtargeometrischer  Untersuchung  nachgewiesen,  dass  die  Wellenfläche 
dei  durch  Gleichung  4)  charakterisirten  Mittels  eine  Kugelfläche  mit  der 
Axe  der  X  entlang  fortschreitendem  Mittelpunkte  ist.  Einige  der  dort 
veiter  abgeleiteten  Folgerungen  mögen  hier  ohne  Beweis  ihre  Stelle  finden. 

1.  Auch  im  nicht  homogenen  Mittel  steht  der  Strahl  senkrecht  zur 
Wellenstim. 

2.  Alle  möglichen  Strahlen  innerhalb  des  Mittels  mit  constantem 
Oeflill  von  c  sind  vorgestellt  durch  den  Complex  der  Halbkreise,  deren 
B>enen  der  Axe  des  stärksten  Gefölls  parallel  und  deren  Durchmesser 
in  der  Ebene  c  =  0  liegen. 
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3.  Zwischen  je  zwei  Punkten  dieses  Mittels  giebt  es  einen  und  nur 
einen  Strahl. 

4.  Das  Sinnsgesetz  für  die  Refraction  ist  nicht  ausreichend,  um  die 
Curve  eines  Strahls  in  einem  gegebenen  Mittel  festzustellen. 

5.  Das  Gesetz  der  Refraction  innerhalb  eines  stetig  verftnderlichen 

Mittels  ist  p  =  — : —  :   hierbei  ist  p  der  Krümmungsradius  eines  Strahls 

in  einem  gegebenen  Punkte,  y  ist  der  Maximalwerth,  welchen  das  Ver- 
de 
hältniss  — ,  das  GefKll  von  c  in  einer  durch  den  Punkt  gehenden  Rich- 
tung 5,  in  diesem  Punkte  besitzt,  und  ^  der  Winkel  des  Strahls  mit  der 
Richtung  des  Mazimalgefälles. 

6.  Im  Allgemeinen  giebt  es  in  einem  nicht  homogenen  Mittel  mehrere 
Strahlen   zwischen   zwei   Punkten,    z.  B.   in  dem   durch   die  Gleichung 


="•7^^ 


charakterisirten  Mittel  bilden  die  von  einem  Punkte  aus- 


gehenden Strahlen  ein  Parabelbüschel,  welches  von  einem  Umdrehungspara- 

boloid  begrenzt  wird ,  dessen  Brennpunkt  der  strahlende  Punkt  ist.    Nach 

jedem  Punkte  innerhalb  der  Rotationsfläche  giebt  es  zwei  Strahlen. 

de 
7.   Innerhalb  eines  Mittels ,  für  welches  c  und  —  sich  nicht  unstetig 

ändern,  kann  eine  Reflexion  nur  im  Strahl  selbst  erfolgen;  in  jeder  an- 
dern Richtung  ist  sie  undenkbar. 

Stuttgart.  Dr.  A.  Schmidt, 

ProfeMor  *m  BealgyrnnMlnm. 


IV.   Bemerkung  lu  der  Abhandlung:  ^Heber  ein  speciellei 

Hyperboloid  u.  s.  w.*'* 

In  der  genannten  Abhandlung  habe  ich  gezeigt,  dass  die  Gesammt- 
heit  aller  Geradenpaare  ^,  welche  zu  einem  bestimmten  Hyperboloid  der 
betrachteten  Art  gehören,  eine  Regelfläche  achter  Ordnung  bildet.     Sind 

^a:-fic=0,     y  =  /3r,     «  =  yr 

die  Gleichungen  einer  beliebigen  Geraden  dieser  Fläche,  so  besteht  näm- 
lich zwischen  /3,  )r,  i  die  Relation** 

(f^«-  ««)«i5«y«  +  (1  -  ««A«)(l  -  t^l^  =  0. 

Es  hat  sich  nun  ergeben,  dass  diese  Gleichung  reductibel  ist;   sie  lässt 
sich  nämlich  zerlegen  in  die  beiden  Gleichungen 

oder  auch  in 


^  Dieses  Journal  Bd.  XXIIl,  8.  969. 
••  a.  a.  0.  8.  «78. 
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to  diM  die  identiBcben  Belationen 

fjM  1  -  €»it»-  (1-  e*)/5«}  =  «Ml-  «i*i*-  (1-  Oy«} 

beftehen.  Die  Regelfläche  achten  Grades,  ü^g,  zerfällt  also  in  zwei  Regel- 
Khiirtn  vom  vierten  Qrade.  Jede  derselben  hat  zwei  Doppelgeraden, 
Blmljeb  y  =  0,  2  =  0  nnd  x  =  0^  <  =  0;  ansserdem  haben  beide  Flächen 
rnch  noch  die  vier  Geraden  miteinander  gemein ,  welche  in  der  angeführ- 
ten Abhandlung  als  Doppelerzengende  der  Fläche  R^^  betrachtet  wurden. 
Femer  ist  dann  fttr  die  eine  Fläche 


VC«) 

nd  fBt  die  andere 

Die  übrigen  Resultate  bleiben  im  Wesentlichen  unverändert. 

Berlin.  Dr.  Arthur  Scbobnflibs. 


V.  lieber  ein  Maximumproblem.  . 

Die  SU  losende  Aufgabe  ist  die  folgende:  Eine  gegebeneZahla 
10  in  Summanden  zu  zerlegen,  dass  ihr  Product  zu  einem 
Itximam  wird. 

HeiBsen  die  gesuchten  Summanden 

loiit 

ys=(Fi  +  a?3,  +  a?3  +  ...  +  ar.  — ö  =  0 
ud  die  Function 

n  emem  Maximum  zu  machen. 

Setzen  wir  vorläufig  n  als  gegeben  voraus,  so  genügen  die  x  den 

folgenden  Gleichungen: 

df    dq>       df    dq>  dfdq> 

dx^  dx^     dx^  dx^  ^Xu  dXn 

oder 

L    f-    -f 

c=       —  . , ,  ^—        ^ 
d.  L  '  *1        ^2  ^n 

•T j  —  **^o  ^~  •  •  •  ^-^  **'n  • 

Alle  Theile  von  a  müssen  demnach  einander  gleich  sein.     Nennen 
^  einen  derselben  d?,  so  ist  ihre  Anzahl    —  und  es  wird  einfacher 


X 
a 


relebe  Fanction  fttr 
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^=a:'.-^(l-/(a:))  =  Od/ 
dx  x^ 

zu  einem  Maximum  wird.     Von   den  Factoren  des  leiiten  Anadmckes 
kann  aber  für  endliche  x  nur  der  letzte  Terschwindenf  folglich  iat 

Jeder  Summand   mnss    gleich  e  sein,   das  Maximum  hat 
den  Werth 

Ersichtlich  läset  nur  eine  Zahl  der  Reihe 

eine  ganzzahlige  Anzahl  von  Summanden  zu. 

Für  a  =  e  folgt  noch:    Wie  man  auch  die  Zahl  e  in  Theile 
zerlegen  mag,  stets  wird  ihr  Pro'duct  kleiner  als  e  selbst  sein. 

Plauen  i.  V.,  den  21.  Oct.  1878.  Dr.  Carl  Rodbnbbro. 


VL   Ein  Beispiel  einer  unendlich  oft  unstetigen  Tunotioii 

hat  Diricblet  gegeben,  indem  er  eine  Function  von  x  dadurch  be- 
stimmte, dass  er  sie  zwischen  0  und  1  für  rationale  x  gleich  Null, 
für  irrationale  gleich  Eins  setzte.  Darin  bilden  die  Sprünge  eine 
abzählbare  unendliche  Mann  ich  faltigkeit.  Sollen  die  Sprünge  mn 
Stellen  statthaben,  deren  Gesammtheit  eine  nicht  abzählbare  un- 
endliche Mannich  faltigkeit  bilden,  so  kann  man  nach  Herrn  G.  Can- 
tor  die  Punkte  der  Strecke  von  0  bis  1  auf  die  Punkte  der  Fläehe 
eines  Quadrates,  dessen  Seiten  Eins  sind,  eindeutig  beziehen.  Theilt 
man  das  Quadrat  durch  eine  Linie  in  zwei  Theile  A  und  Bj  so  kann 
man  in  den  Punkten  der  Strecke,  welche  Punkten  in  A  entsprechen, 
einer  Function  von  o:  den  Werth  Null ,  in  den  übrigen  den  Werth  Eins 
zuweisen.     Damit  ist  die  geforderte  Function  gebildet. 

Freiburg  i.  B.  J.  Thomas. 


V. 

Veber  das  Biemann'Bohe  Krümmungsmass  höherer 

Mannigfaltigkeiten. 

V 

Von 

Prof.  Dr.  Beez 

SU  Plauen  1.  Y. 
(Sohluis.) 


m. 

Hirn  Fem  P  iil  eine  Coyariante  der  Form  Zaadpidpk\  ihre  Coeffloienten 

▼ertehwinden  nioht  unabhängig  yon  einander. 

'Em  soll  nun  nachgewiesen  werden,  dass  die  qnadrilineare  Form  F 
eine  CoTariante  der  quadratischen  Form  Sa^k  dpidpt  ist,  d.  h.  dass  sie 
durch  dieselbe  Sabstitntion  p<=/<(^iy  ^^t*  - **  9«)  ^^^  ^  neuen  Variabelen  q^ 
dftfeh  welche  £aikdpidpk  in  die  quadratische  Form  £bimdqidqm  trans- 
fbraurt  wird,  in  eine  quadrilineare  Form  G  übergeht,  deren  Coefficienten 
mam  den  Ghrdssen  bi^  ebenso  gebildet  sind,  wie  die  CoeMcienten  der 
Fomi  F  ans  den  OrOssen  ang.    Diese  entsprechende  Form  sei 

_       _        )  d   \lm\       d    mu 


1) 


*-H'T: 


im 


y    M  dqiiqmiqt^qu. 


rorm 


6.,  ...  b\ 


'11 


/^#«i 


db 


db 


>^ 


bnl  •  •  •  bnn 

geseilt  ist.  Znnftchst  ist  klar,  dass,  wenn  eine  Form  A{x)  durch  Ein- 
ftiimng  neuer  Variabelen  y  in  die  Form  B{y)  übergeht,  die  identische 
Oiaehung  stattfinden  muss 

Deshalb  mnss  auch 
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eine  identische  Oleichung  sein,  d.  h.  durch  dieselbe  Substitntioii ,  daich 
welche  A{x)  in  Biy)  tibergeht,  wird  auch  dA{x)  in  tB{if)  tranafomurt 
Wenn  man  also  identisch  hat 

4  £aik  dpi  dpk  =  ^2bitn  dqi  dq^f 

so  folgt  auch  die  identische  Gleichung 

3)  \6 Zai k dpi dpk==^6 2bi^  dqi dq^ . 
Nun  ist 

1 8 Zaik dpi dpk^^S ^T  ^^' ^^*  ^^^  +  '^"'* ^^' *^^* 

/\ 
=  4 ^ -^ dpi dpk  Spr—2d [oik  dpi)  ipu  +  dZoi^ dpi tpk ; 

Opr 

das  zweite  Glied  auf  der  rechten  Seite  IXsst  sich  schreiben 

£d{aik dpi)  8pt  =  ^ l^-^-^  dpi^i>it ^Pr+  J-S— ^  «TpiCfpik ipr+Sotk^ipk' 

opk  cpt 

Daher  wird 

ik 

4)  i  d  Xfla  rfPt  ^i>*  =  dZaa  dpi  8pk  —  £ 


dpi  dpk  tpr  —  Z^ir  dfpi  tpr  • 


Ebenso  erhält  man 

Im 
b)  ^öZbi^dqidq^^dZbi^dqidqm  —  Z    l 


dqidq^iqi^  Zbit^qti^t» 


Die  rechten  Seiten  von  4)  und  5)  sind  wegen  3)  identisch  gleich,  also 
ist  dies  auch  der  Fall  mit  den  beiden  Seiten  der  Gleichung 

2;  I        d/>,  dpk  +  £air  ^Pi  I 
-  Söqt  \2\^\dqidq^+  ZbudFqi^. 

Da  auf  der  linken  Seite  ein  vollständiges  Differential,  auf  der  rechten 
aber  ein  Ausdruck  steht,  der  von  den  willkürlichen  Variationen  iqt  ab- 
hängig ist,  so  muss  jede  Seite  der  Gleichung  für  sich  identisch  ver- 
schwinden.    Man  hat  also  die  ebenfalls  identischen  Gleichungen 

6)  Zoik  dpi  öpk  =  Zbin  dqi  Äy«  * 

und 


*  S.  R.  Lipschitz,  ünterauchangen  in  Betreff  der  ganzen  homogenen  Func- 
tionen von  n  Differentialen ,  Borchardt's  Journal  Bd.  70,  8.  76  flg.  Unsere  Gleich- 
ungen 6)  und  7)  entsprechen  den  dortigen  Gleichungen  6)  und  7)  oder  10).  Wie 
schon  in  der  Anmerkung  S.  3  erwähnt  wurde,  könnte  man  die  Gleichung 

Za^k  dpi  Spu=  Zhi^  dqi  dqm 
aus  der  Gleichung 

Zoih dpt  dpu  =  Zbi^ dqidqm 

dadurch  ableiten,  dass  man  statt  d  das  Symbol  d  +  8  einführte. 


Vq^  Prof.  Pr.  ^bbz. 
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7)2:(lp,j^'^  \dpidpk  +  £aird^Pi\  ^ Zögtln^^l"  dqidq^  + SbuiPqi], 

d.h.:  Durch  dieselbe  Sabstitntiou,  durch  welche  Zancdpidpif 
in  £btmdgid,qm  transformirt  wird,  gehen  nuch  die  aus  der 
eriten  Form  abgeleiteten  Ausdrücke 

Zoik  dpi  dpk  und  2  dpr  |-S  *^    dpi  dpk  +  £air  <fipi  | 


is  die   aus    der   eweiten  Form    auf   dieselbe   Weise  sich   er 
liebenden  Ausdrücke 

2     f 


dqidg^  +  2bitd^gi\ 


Iber.    Unterwirf!  man   6)  .einer  VanAtion  d^j  so  ergiebt  sich  die  iden- 

tiiehe  Grleichnng 

iZüik  dpi  ipk  ^d^  Sbitn  dqt  6  qm , 

ud  da  man   die  Yariationszeichen  vertauschen   kann,    so  leuchtet  die 
Biehtigkeit  der  folgenden  identischen  Gleichungen  von  selbst  ein: 

g.  fZan  ipiij^k  —  ^  -Sflr^t  ipi  ipi,  —  iZaiit  Spi  6'pk 

=  i^^hm  iqi  iqm  —  ^  2bim  ^  qi  iqm  —  d^Zbitn  i  qi  Ö'qm 
«b4  ebenso 


9) 


t^£aik  dpi  ipk  —  J^Oik  dpfi'pk  —  dEüfk  ipi  ipu 


=  ^2bi^  dqi  dqm  ^  d'Zbi^  dqi  i'q^  —  dZbim  ^qi  fqm  % 

folglich  geht  auch  der  Ausdruck 

^= 
-\\WZai^  dpi  dpk—  dS'Zoik  ipi  Spk  —  d dfEat^  d^pi dpu  +  ddf£an ipi gpi,  j 

-{\^£hi^dqi^q^'^dilf£btn,dqiiq^^iJZbtn,i^qidq^  +  ddt2bi^^qiS'qm\ 

Iber.   Die  weitere  Entwickelui^g  von  G  führt  auf  eine  Oleichung,  welche 
der  Gleichung  II,  9)  entspricht,  nftmlich  auf 


10) 


-4ir 


Im 
u 


dqi 


im 
u 


\  dqid^qm^qt^qu  +  2 


tu 
l 


dd'qiöqgd^q. 


-£ 


lu 


dqi6d^qn^qu  +  2 


Im 
u 


dqidtqmioqu'-  £ 


mt 
u 


d^qmiqtdifqu 


+  £bm^  däq^  SVqu  —  Zf^mu  ^d^qm  dS'qu. 

Vonn  nun  die  zweiten  Variationen  der  Grössen  p  in  F  so  bestimmt  wor- 
den sind,  dass  für  irgend  drei  Variationen 

62aik6'pi6''pk==0, 
>o  iit  tneb  das  Aggregat 

fZatkdpi  dtpk  —  dZaik  dfpi  6'pk  —  rf'-Sa.jt  dpi  i'pk  =  0 , 
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>^^^^k^%^^<^^^» 


und  yermöge  9)  zieht  diese  Bedingung  die  entsprechende  Bedingung  fb^ 
die  zweiten  Variationen  der  Grössen  q  in  G  nach  sich,  nXmlich 
i'Zbim  dqi  iq^  —  dEbi^  Jqi  ^q^  —  d^£bim  dqifq^ 

^—2\Ebuddrqit^q^  +  Z    ^   dqid^q^d'qu\  =  0' 

Hieraus  ^eht  aber  das  System  von  Gleichungen  hervor: 

Im 
11)  Eibiudd'qi+Zim 


u 


dqidtq^^Q, 


welches  den  Gleichungen  II,  11)  entspricht.  Bestimmt  man  hieraus  die 
zweiten  Variationen  ddtqi  und  in  ähnlicher  Weise  auch  öt^q^t  ^^qm% 
dS'quy  so  kommt  fär  G  der  Ausdruck  in  III ,  1)  und  wir  erhalten  somit 
den  Satz: 

Durch  dieselben  Substitutionen,  durch  welche  die  qua- 
dratische Form  ^a^cfpj^Pit  iu  die  quadratische  Form  J^^in^^i^ffli 
transformirt  wird,  geht  auch  die  quadrilineare  Form 

d     ik\ d_\kt 

r  I      dpi  I  r 

a    VI  ^  M  V 
in  die  quadrilineare  Form 

d     /ml        d   \mu 
\dqu     t  \      dqi  I   t 

4-2:     ^ 


^=^kr» 


12) 


\9p. 


für 


V  l/l  ^^' '''''  '''  ^^' 


G!=£lmtt 


12») 


(l"ir;l-l';ll';l)H«'-'«.''' 


über.  Die  quadrilineare  Form  F  ist  also  eine  Coyariante  der  quadra- 
tischen Form  ÜOikdpidpk. 

Wenn  sämmtliche  Co^fficienten  bim  constant  sind,  so  verschwinden 
alle  Coefficienten  der  Form  G^  folglich  muss  auch  der  Ausdruck  F  ver- 
schwinden, was  bei  der  Unabhängigkeit  der  Variabelen  dpi,  d^Pk^  tpr% 
d^Pg  nur  möglich  ist,  wenn  alle  Coefficienten 

a 

dp, 

welche  wir  in  einer  früheren  Abhandlung  {iskr)  geschrieben  haben« 
identisch  Null  werden.  Unter  dieser  Voraussetzung  lassen  sich  die  Co- 
efficienten (iskr)  in  einer  symbolischen  Form  darstellen,  aus  welcher 
ihre  Eigenschaften  leicht  erkannt  werden.  Wegen  der  Gleichungen  I, 
16)  und  18) 


ik 

r 

d 

dpi 

ks 

r 

+^=M 

• 

tr 

ks 

V 

— 

ik 

rs 

V 

und 


^  i 

ik 

r 

9 
dp. 

ik 

r 

d 
dpi 

ks 

r 

=  2< 

d^Xj      dXj 
^Pidpk'  dpr 

d^Xi        d^Xi 


-2), 


d^Xi        d'xi 


dpi  dpk '  dpr  dp,       **'  dpk  dp,  '  dpi  dpr 

lässt  sich  (iskr)  auch  in  folgender  Form  als  Unterschied  zweier  Deter- 
minanten schreiben: 
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a(itkr)=s 


2i 


^Xi     d^xi 


£i 


£i 


d^Xi      dxi 
9pr^p$'  dp^^ 


9^Xi      dxi 


d^Xi      dxi  S^Xi      dxi 


^Pi  ^Pk '  SPi 


^Pi^Pk*  dpn 


'U» 


a 


S19 


«li 


02  t 


dprdpg'dpn^ 

d*Xi        d*Xi 


ü 


dpidpr  dpkdps^ 
d^Xi     dxi 

^Pk^P%'^Px^ 
^xt     dXj 

Spk  9ps'  dp% ' 


d^xi     dxi 


£i 


^xi     dxi 


'a« 


dpidpr'  dpi^ 


..  £i 


d^xi     dxi 


dpidp/dpn 


•ii> 


«n 


^In 


«2i 


a«il 


>«« 


dpkdptdpn 

weleho  sich  von  den  in  einer  früheren*  Abhandlung  anfgestellten  Deter- 
mimaten  nur  dadurch  unterscheiden,  dass  hier  der  Index  /  die  Zahlen- 
leihe  X,  2,  ...  n,  dort  aber  die  Reihe  0,  1,  ...  n  zu  durchlaufen  hat. 
Jede  ^ier  beiden  Determinanten  lässt  sich  nun  in  ein  Product  zweier 
^y^i^Dollscher  Ausdrücke  zerlegen,  nämlich  die  erste  in  das  Product 


die 


Bx^  dx^ 

^X|  dx^ 


^X|  dx^ 

Wn'  dp*'       '" 

eite  in  das  Product 


d*x. 


^Pi^Pk 
dXn 

dpi 

dXn 
apg 

• 

dXn 
dpn 


a«rr,  a«ar. 


d^x. 


SPr  ^P»  '     ^Pr  dps  ' 

dx^  dx^ 


dp» 


3p,' 
dp,' 

dx^ 

dpn' 


S^x 


2 


S^ 


ar. 


dpidpr' 
dxo 


dPx 

dPt' 


dpidpr 
dpi 

dXn 

dPt 

9 

m 

dXn 


d^Xy^  d^x^ 


dpk  dpg  * 
dxy 

dPx' 
dx^ 

dPt 


dpkdpa^ 
dx^ 

dx^ 

äpi' 


dpr  dp, 

dXn 

dpi 

dXn 

»p, 

. 

dXn 
dPn 

d^Xn 

dpk  dps 

dXn 


dx^ 

dpn 


dx^ 

dpn\ 


dpi 

dXn 

dp% 

dXn 


\ 


^ä  dme  IZeiiaebiüt  Bd.  XX,  8.  430. 
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Die  Tier  so  erhaltenen  symbolischen  Factoren  sollen  der  Reihe  nach  mit 
^ikt  ^r«t  ^ir^  Dk%  bezeichnet  werden.  Sie  sind  keine  Determinanten, 
da  die  Zahl  der  Horizontalreihen  n  + 1 ,  die  der  Vertioalreihen  n  betrlgt; 
doch  kann  man  die  Prodncte  Ait^rti  Dir  Df  gans  anf  dieselbe  Weise 
bilden ,  als  ob  die  Grössen  D  wirkliche  Determinanten  wftren.  Daa  Pro- 
duct  zweier  solcher  symbolischen  Ausdrücke  ist  dann  aber  identisch  Nnll, 
daher  ist 

Dik.Dr,^(S,      Dir.Dk.^Q. 

Hieraus  ergiebt  sich  für  den  Fall  des  Verschwindens  der  qnadrilinearen 
Form  F  die  symbolische  Darstellung  der  Coefficienten  (i^Arr),  nämlich 

13)  {iskr)  =  1  {Diu  Dr.  -  Dir  Du,). 

Mit  Hilfe  dieser  Zerlegung  lässt  sich  leicht  beweisen,  dass  die  Co- 
efficienten {iskr)  nicht  unabhängig  von  einander  verschwin- 
den,  gleichgiltig,  ob  die  Form  ^a^it  dp^  dp^^  auf  die  Form  ^tfyi', 
1  =  1,  2,  ...  (n  +  l)  zurückführbar  ist  oder  nicht  Es  mögen  s.  B. 
für  n=^  die  Coefficienten  (1212),  (1213),  (1313)  identisch  verschwin- 
den. In  diesem  Falle  müssen  sie  sich  symbolisch  durch  folgende  Gleich- 
ungen darstellen  lassen: 

(1212)  =  i(D„D„-D«„)      =0. 

(1213)  =  i(2)a/)„-2)„/)„)  =  0, 

(13 13)  =  1(0,1  ^«-^'15)      =0. 

worin  jedes  der  sechs  Glieder  D^^D^^  D^^D^^  D^^D^^  D^i%y  Dy^D^^^  D*^ 
für  sich  identisch  verschwinden  und  in  ein  Product  zweier  symbolischer 
Factoren  in  der  angegebenen  Weise  sich  zerlegen  lassen  mnss.  Aber 
auch  sämmtliche  übrigen  Producte,  die  aus  zwei  dieser  symbolischen  Fac- 
toren ausser  den  obigen  noch  gebildet  werden  können,, müssen  identisch 
Null  werden,  folglich  ergeben  sich  auch  die  identischen  Gleichungen 

Entwickelt  man  aber  aus  diesen  symbolischen  Ausdrücken  rückwärta  4ie 
noch  fehlenden  Coefficienten  {iskr)^  so  erhält  man 

7(^»»^3j-^s8^»s)  =  (2323), 
i(/)„2)33-/)3,2)^)  =  (1323), 


T(^«^si-^ii^3«)  =  (2123), 


a 


folglich  sind  auch 


(2323),  (1323),  (2123) 
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ideotiseh  Null.*  Aus  der  symbolischen  Darstellang  der  Coefficienten 
[hkr)  10  13)   ergeben  sich   nun   ohne  Schwierigkeit  die   folgenden  Be- 

{iskr)  =  -  {sikr)  =  -  {isrk)  =  {sirk), 

i  h.:  Der  Coeffieient  {iskr)  nimmt  den  entgegengesetzten 
Wertb  an,  wenn  man  entweder  t  mit  s  oder  k  mit  r  vertauscht, 
pht  aber  in  seinen  ursprünglichen  Werth  über,  wenn  man 
gleichseitig  t  mit  s  und  k  mit  r  verwechselt.     Wenn  daher 

{iskr)  dpiipit  Spr  Äp« 

ein  bestimmtes  Glied  von  F  ist,  so  enthält  F  auch  noch  die  drei  anderen 

Glieder 

(sikr)  dp,  öTpk  ipr  t>Pi ,  {isrk)  dpi  dpr  8pk  */>•,  (firk)  dp,  dtpr  Spk  8'pi, 

deren  Coef&cienten  sich  durch  den  Goefficienten  {iskr)  ausdrücken  lassen. 
Sie  können  n&mlich  auch  geschrieben  werden 

—  {iskr)  dp,  d^pk  8pr  t^Pu 

—  {iskr)  dpi  ipr  hpk  dp, , 
+  {iskr)  dp,  ipr  8pk  tfpi , 

A>lglieh  geben  diese  vier  Glieder  zusammen 

{iskr) {dpi  tfp,  —  dp,  i'pi)  (rf'pi  ipr  -  d^pripk). 
Mer  ist  auch 

F  =  £{iskr)  {dpt  t^p,  —  dpi  iipi)  {d^pt  öpr  —  d'pr  ipk) , 

velehe  mit  der  Bie man  naschen  Gleichung  II)  bis  auf  den  Factor  —^ 
tteieinstimmt. 


*  In  üebereinstimmang  mit  diesem  Besoltat  steht  die  Bchlnssbemerkung 
Riemann*8  Ges.  W.  S.  383,  Z.  3  7.  o.:  „Observandum  tarnen  est,  temas  (sc  con- 
iitiones)  tanttun  esse  a  se  independentes,"  Mit  dem  von  mir  gegebenen  Beweis 
dtMte  ein  Bedenkeh  sich  erledigen,  welches  HerrB.  Lipschitz  in  seinem  „Beitrag 
■r  Theorie  der  Krümmung^,  Borchardt*8  Journal  Bd.  81,  S.  S40,  und  zwar  in 
dem  enten  Theile  der  Anmerkung ,  gegen  mich  erhoben  bat.  —  Ein  zweiter  Ein- 
vnrf  des  Herrn  B.  Lipschitz  gegen  eine  meinerseits  vom  metageometrischen 
Btandpimkte  ans  aufgestellte  Behauptung  ist  bereits  in  meiner  letzten  Abhandlung, 
dieie  Zeitschrift  XXI,  S.  373  flgg. ,  eingehend  besprochen  und  in  seiner  fundamen- 
ttlen  Bedeutung  fOr  die  Theorie  der  höheren  Bäume  gebührend  gewürdigt  wor- 
den. Deshalb  halte  ich  es  auch  nicht  fOr  geboten,  auf  das  absprechende  Urtheil 
dei  Herrn  Brill  in  München,  s.  Fortschritte  d.  Math.  Bd.  7,  S.  306  flg,  näher  ein- 
>ogeheo,  zumal  Herr  Brill  die  Arbeit,  über  die  er  referirt,  nur  ganz  flüchtig 
foleieD  hat  Jedenfalls  ist  es  aber  nicht  ganz  correct,  wenn  Herr  Brill,  nachdem 
ihm  die  Fortsetzung  meiner  Abhandlung  bekannt  geworden,  sich  der  Verpflichtung 
sein  voreiliges  Urtheil  zu  rectifidren.    8.  Fortschritte  Bd.  8,  8.  478. 
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IV. 

Beriehnng  der  Form  F  znm  Oaau'sohen  KrttmmimgBmMS.    VnaAg^ 
liohkeit,  das  letztere  auf  gewundene  Fl&ehen  auuudeluiflin. 

Geben  wir  endlich  zu  der  Formel  III)  über,  welche  Biemann  als 
die  Verallgemeinerung  des  6auss*schen  Krfimmungsmasses  beseiehnet, 
so  würde  dieselbe  in  unserer  Bezeichnungsweise  lauten: 

E{isk  r)  {dpi  S'p,  —  dp,  6'pi^  {ffpi,  dpr  —  d^Pr  ipk) 

^Oik  dpiJpk  .  £ars  Öpr  fp9  —  ^<Hr  ^Pi^Pr  •  ^«^t  ^Pk  d^«* 

Der  Nenner  ist  ebenfalls  eine  quadrilineare  Covariante  Ton  Eangdpidpk 
und  lässt  sich  auch  auf  die  Form  bringen 

£(oik  «r«  —  OitOkr)  {dpiS'p,  —  dp,litpi){dfpk  ipr  —  dtpripk)^ 

Für  n  =  2  wird  der  Quotient  1)  frei  von  den  Differentialen  und  redudit 
sich  auf 


(1212) 


=i( 


2) 


1 


S*a,.         .^«ii       i^**» 


12 


12 


^1« 


dp^  dp^ 


dp^' 
*dp,^ 

dp,    *  ap, ' 


dpi 


«» 


11 


22 


t 


'11» 


•ai> 


apj 


'it 


0. 

da 


*dp, 


11 


da. 


'M 


l^ap,' 


•11  > 


•21» 


12 


Setzt  man  hierin  a^^  &=  ^,  a^^  =  ^21  '^  ^>  ^22  ^^  ^f  Pi  =  P»  P«  *^  ^*  ^^  S®^^ 
2)  über  in  den  Ausdruck,  den  Gauss  im  XI.  Artikel  der  ^yDisquisiUones 
circa  superficies  curvae^'  für  das  Krümmungsmass  einer  Fläche  im  gewöhn- 
lichen Räume  aufgestellt  hat  und  den  wir  der  Vollständigkeit  wegen  hier 
noch  einmal  reproduciren : 

[.dp'dq      dq'dp        dq'dq        dp'dq        dp'dpj 
.g\^J^_G_^dEdFfdE\*-\ 
\.dp'dp        dp'dq     \dq/  J 


3) 


^2(^C-F»)[^^-2 


dpdq      dp^ 


]i:A{EG-'F^)\ 
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^s  = 


Sx^j    ix^y    dx^ 
(Px^f  d^Xjy  d'Xf 


^4=- 


öx^y    ix^^     dXg 
cPäj,  dfx^,  fix^ 


Zar  Berechnnng  dieser  Unterdeterminanten  hat  man  die  durch  Differen 
tiation  von  13)  sich  ei^ebenden  Gleichnngen 


16) 

17) 
18) 


— —dx,  + — —dx.  -t — — 


dx,  + 


dx^  =0, 


«*i  +5::r«*»  +äF'*»  +^i^'<^* 


dx. 


dx^ 


0, 


axj 


16*)  l^dx.  +|^dx.  +|£dx,  +|^rf:r,  =0 


i,Ar  =  l,2,3.4 


i7»\i£a-    4-^ax    +^Äj:    +-^Äx 

"  ^  ax/*»  +ax/*»  ^ax,"*«  +ax/^* 


0, 


^8-)  a^^-.+|?/-.+|^^-.+|?/-.— ^ä^/-.-- 

Um  hieraus  zunächst  jI^  zu  bestimmen,  eliminire  man  dx^  aus  16)  an 
16*),  dx^  aus  17)  und  17*),  d^x^  aus  18)  und  18*),  so  kommt 

(lL,^^K,^)dx   +(lL,^^lL.^\dx 
xdx^'dx^      dx^'dxj      *      Kdx^'dx^      dx^'dxj      • 

(dl  dv     df  a<p\      _ 

\dx^'dxi    dxi'dxj  ^  "'"Vaxj'axi    axi'ax,/    » 

(81  a«r     er  dv\.    _. 
^V8x/axi~ä7,'ax4/*"^*~"' 

/a£  dv^_dl  d_^\^^     (11  dv_di  d^\ 

XdXf'dXi     dx^'dxj       *^Vax,*axi     ^x^'^x^J       * 

(Bf   dv_di  ^\^^_s(lL     g*y       dg,  _£V_^.     . 

■^Vax/ax,    axj'ax^/     *~   \ax,"ax,axt    ax,*axiaxt/    '  ** 

Hieraas  ergiebt  sich  aber 


^i  = 


daTg,    (f^j,    dx^ 


df    dq>       df     d<p      Xdx^'dxtdxk     dx^' dxidxkJ      '      ** 
dx^' dx^      dx^'  dx^ 

Ferner  erhält  man  leicht  aus  16),   17),  16*)  und  17*) 
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balhmesser  der  Normalschnitte  in  jedem  Punkte  unendlich  viele 

1 
und  Minima,  so   dass   das  Product  ,  wie  wir  oben  gesehen  haben, 

unbestimmt  bleibt. 

Wollte  man  endlich  denjenigen  ebenen  Raum  als  Osculationsraum 
ansehen,  welcher  zwei  aufeinanderfolgende  Tangentialebenen  der  gewun- 
denen Fläche  enthält  und  welcher  bei  den  gewöhnlichen  Flächen  mit  den 
empirischen  Baum  zusammenfallt,  so  hätte  man  die  beiden  Gleichungs- 
systeme 

«'■-'■'^,+''"-''>^,+*'fc-'''^+<'''-'<>^,-"' 

und 


Sl) 


+<''.-'.-".'(^.+''^.)+<*'''-''-'"'>Gt.+''ä.)-«- 

+<'-.-^-".)(|?,+''|^)+w.-«.-.'-.)(||,+'|fj=« 

aufzustellen,  um  den  Schnittpunkt  der  beiden  Ebenen  20)  und  21)  zu 
finden,  setzen  wir  iy\,  ri\^  rf^^  fi\  bezüglich  gleich  ly^,  ty^,  i/j,  rj^.  Hier- 
durch reducirt  sich  das  System  21),  wenn  wir  20)  berücksichtigen  und 
die  unendlich  kleinen  Glieder  der  zweiten  Ordnung  vernachlässigen,  auf 


»f 


df 


df 


22) 


(ij,-«i)d—  +(,j,-«,)d—  +(,js-*,)rf—  +(,^_«^)rf—  =0, 


2 


S 


Wenn  nicht  die  Determinante 

df       df 

dtp         dq> 


IL 

dx^ 
dq> 

dx, 


s 


OXj^         cx^         ox^ 
dx^        dxo        dxt 


IL 

dx^ 

dq> 
dx^ 

IL 

dx^ 
d<p 
dx. 


=  0 


ist,  was  im  Allgemeinen  nicht  vorausgesetzt  werden  kann,  so  lässt  sich 
dem  System  der  vier  Gleichungen  20)  und  22)  nur  durch  die  Annahme 
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genflgen,  d.  h.:  Zwei  aufeinanderfolgende  Berübrang8e1l)enen 
einer  gewundenen  Fläche  schneiden  sich  nur  in  einem 
Ponkte^  dem  Berührungspunkte,  nach  welcher  Richtung  man 
iueh  die  Verschiebung  d  annimmt;  sie  liegen  daher  in  einem 
Banme  von  vier  Dimensionen  und  bilden  keinen  Osculations- 
ranm.  Sollen  die  beiden  Ebenen  einen  Raum  von  drei  Dimensionen 
bestimmen  f  so  mflssten  sie  sich  in  einer  Geraden  treffen  und  man  hätte, 
dl  diese  Gerade  durch  den  Punkt  a;^,  rr,,  o?,,  x^  gehen  müsste,  für  sie 
die  Gleichungen 

worin  i  die  Länge  der  Geraden  vom  Punkte  x^^  a?^,  x^y  x^  bis  zum 
Punkte  1^1,  Yjg,  1^3,  1^4  und  c^,  e^,  C3,  c^  die  Cosinus  der  Winkel  be- 
denten,  welche  die  Gerade  mit  den  vier  Axen  bildet»und  welche  daher 

der  Gleichung  c.«  +  c,«  +  c,«  +  c,»  =  1 

gntgen.     Setzt  man  diese  Werthe  in  20)  und  22)  ein,  so  kommt 

df 

dtp 


''¥7  + 


0, 


a/ 


a.,  +  ''^^¥r'' 


df  df 

welche  Gleichungen    nur  dann   zusammen  bestehen  können,   wenn  die 
Detenninante 


df 

df 

df 

df 

a«,' 

dx,' 

a*,' 

a«4 

dq) 

dtp 

d<p 

dq> 

a«,' 

dx,' 

ax,' 

dx^ 

a«i' 

^dx,' 

A^f 

dx^ 

dtp 

.dtp 

.dq> 

_,d(p 

=  0 


dX|        dx^        dx^        dx^ 

iit.  Diese  Gleichung  muss  also  erftiUt  sein ,  wenn  zwei  benachbarte  Tan- 
gentialebenen einen  ebenen  Raum  von  drei  Dimensionen  oder  einen  Os- 
eolationsraum  bestimmen  sollen.  Dies  ist  aber  dieselbe  Gleichung  wie 
oben  nnd  sie  findet,  wie  schon  erwähnt,  im  Allgemeinen  nicht  statt.  Es 
'olgt  hieraus,  dass  zwei  benachbarte  Bertihrungsebenen  der  gewundenen 
Fliehe  im  Allgemeinen  keinen  Osculationsraum  von  drei  Dimensionen 
heitinuDen. 

Nach  Alledem  komme  ich   zu   dem  Schlüsse,   dass  es  un- 
nSglich    ist,    die    gewöhnliche    Erümmungstheorie    auf  ¥\1L* 
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eben  aaszudehnen,  die  in  einem  ebenen  Banme  Ton  vi^r  oder 
mebr  Dimensionen  entbalten  sind.*  Wenn  es  nnn  aber  nnmög- 
Hch  ist,  die  Krümmnng  einer  Flftcbe,  welcbe  einen  ebenen  Ranm  von 
▼ier  Dimensionen  durcbziebt,  zu  bestimmen,  so  ist  es  ebenso  nnmöglicb, 

(1212) 
nachzuweisen,  dass  der  Ausdruck  das  Erttmmungsmass  einer  sol- 
chen Fläche  darstelle.     In  noch  höherem  Orade  aber  —  wenn  ich  mich 
dieses  Ausdruckes  bedienen  darf  —  würde  es  unmöglich  sein,  zu  bewei- 

(1212) 

sen,  dass  ^ das  Krümmungsmass  einer  Fläche  bedeute,  sobald  der 

a 

Ausdruck 

«11  ^Pl*  +  2  «12  <^Pl  ^P%  +  «22  ^P% 

aus  der  Form  £dx\  und  n  —  2  simultanen  Gleichungen 

/i   v^i >  ^2 >  •  •  •  ^n)  =  ^1 » 
/»  C^i » ^» »  •  •  •  ^)  ^^  ^8 > 


Ai— 2(^1»  *2»  •  •  •  ^«/  ^^  ^11— 2 
entstanden   ist  oder   die  Fläche  einen  Raum  von  n  Dimensionen  durch- 
zieht, und  am  allerun möglichsten  —  sit  venia  verbo  —  würde  es  sein,  den 

(1212) 
Beweis  zu  liefern ,  dass  der  Ausdruck ^  die  Krümmung  einer  Fläche 

bezeichne,  von  der  weiter  nichts,  als  das  Quadrat  ihres  Linearelementes 

«11  ^Pl*  +  2  «12  ^Pi  ^P%  +  «2«  ^P%^ 
bekannt  ist. 


*  Im  Widerspruch  mit  dieser  Schlussfolgerung  scheinen  die  ausgezeichneten 
Untersuchungen  des  Herrn  B.  Lipschits,  „Entwickelung  einiger  Eigenschafben 
der  quadratischen  Formen  von  n  Differentialen*',  1.  und  2.  Mittheilung,  Bor- 
chardt*8  Journal  Bd.  71,  S.  274—295,  und  des  Herrn  C.  Jordan,  „G^niralisation 
du  theorhne  d'Euter  9wr  la  courhure  des  surfctces",  Compt.  rend,  Bd.  79,  S.  909  bis 
912  zu  stehen.  Die  von  den  genannten  Herren  gefundenen  Resultate  sind  vom 
rein  analytischen  Standpunkte  unstreitig  Verallgemeinerungen  der  Erümmungs- 
theorie  za  nennen,  doch  entbehren  sie  meiner  Ansicht  nach  beide  in  metageome- 
trischer Beziehung  der  Evidenz  und  schliessen  somit  abweichende  Lösungen  des 
Problems  nicht  aus.  Die  beiden  Verallgemeinerungen  selbst  fallen  nur  für  2  =  1" 
zusammen  —  s.  Lipschitz,  „GhUrcdisation  de  la  tMorie  du  rayon  osculateur^*, 
Borchardt*8  Journal  Bd.  81,  S.  225  —  300  — ,  während  sie  doch,  wenn  beide  den 
Charakter  metageometrischer  Nothwendigkeit  trügen,  in  dem  ganzen  Bereich  ihrer 
Güti^eit  identisch  sein  müssten. 


VI. 

Veber  neaere  geometrische  Methoden  und  ihre  Verwandt- 
Behalt  mit  der  Orassmann'Bchen  Aasdehnangslehre. 

Von 

V.  Schlegel. 


ffierzu  Taf.  I  Fig.  1. 


Während  das  Verhältniss  der  6 rassmann* sehen  Ansdehnangslehre 
n  den  die  geometrischen  Untersuchungen  der  Gegenwart  beherrschenden 
Methoden  durch  meine  „Raumlehre^^  eine  ausführliche  Darstellung  erfahren 
hit|  ezistiren  mehrere,  von  der  grossen  Heerstrasse  abliegende  und  durch 
Fruchtbarkeit  ausgezeichnete  Methoden,  für  welche  der  Nachweis  dieses 
Zoiammenhanges  noch  fehlt  Ich  unternehme  es  im  Folgenden,  densel- 
W  IQ  liefern. 

L   Dar  Oanas-Siebeok^sehe  FunktcalouL 

1*  Historlaehes.  Unter  dem  Titel:  „Ueber  die  graphische  Darstel- 
lung imaginärer  Functionen^*  erschien  1858  im  Grell  ersehen  Journal 
aae  Abhandlung  von  H.  Sieb  eck,  welche  im  Anschluss  an  den  bary- 
ceotriseben  Calcul  und  an  die  Gauss' sehe  Darstellung  von  imaginären 
lenkten  die  vier  Species  algebraisch  an  Punkten  ausführen  lehrte,  und 
^n  an  die  Betrachtung  der  Functionen  einer  Variablen  die  Lehre  von 
'm  isogonalen  Verwandtschaften  knüpfte.  Während  diese  letztere  Lehre 
veiter  ausgebildet  worden  ist  (in  neuerer  Zeit  besonders  durch  Holz- 
oüller  in  seinen  , «Beiträgen  zur  Theorie  der  isogonalen  Verwandtschaf- 
tei**,  Elberfeld  1873,  und  in  anderen  Aufsätzen  der  Schlömilch* sehen 
Zeitichrift) ,  hat  der  eigentliche  Punktcalcul,  der  doch  als  Grundlage 
^^r  Untersuchungen  angesehen  werden  kann,  unter  der  ziemlich  all- 
C^ineiDen  Abneigung  gegen  geometrische  Algorithmen  nicht  minder  zu 
Mden  gehabt,  wie  die  Methoden  von  Mob  ins  und  Grassmann,  indem 
^'iMer  einigen  Aufsätzen  in  Grunert's  Archiv  Nichts  weiter  Über  diesen 
^gesatand  publicirt  zu  sein  scheint.* 


*  Von  der  ihnHchen,  aber  ganz  selbststandigen  Art  und  Weise,  wie  BjOr- 
li&g  Üe  imaginftren  Functionen  darstellt,  wird  weiter  unten  die  ilede  ftein. 

6* 
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2.  Principlen.  —  Reelle  Punkte  und  Zahlen.  Auf  einer  Ge- 
raden (Hauptaxe)  werden  zwei  feste  Punkte  0  und  /  angenommen  und 
als  Bilder  der  Zahlen  Null  und  Eins  betrachtet.  Ein  beliebiger  Punkt 
X  der  Geraden,  der  so  liegt,  dass  die  Strecke  2^0  =  x,I0  igt,  ist  dann 
Bild  der  reellen  Zahl  x,  welche  positiv  oder  negativ  ist,  je  nachdem  X 
mit  7  auf  derselben  oder  auf  entgegengesetzter  Seite  von  0  liegt. 

Addition  und  Subtraction  von  Punkten.  Hat  0  die  vorher 
angenommene  Bedeutung,  und  sind  B  und  C  zwei  beliebige  Punkte  der 
Ebene,  so  heisst  der  vierte  (0  gegenüberliegende)  Eckpunkt  A  des  Pa- 
rallelogramms OCAB  die  (arithmetische)  Summe  der  beiden  Punkte  B 
und  Vy  so  dass 

1)  A^B+C. 
Ebenso  ist  durch  die  Formeln 

B^A'-C,     C=A—B 

ein  Punkt  als  Differenz  zweier  Punkte  bestimmt. 

Imaginftre  Punkte  und  Zahlen.  Trägt  man  auf  der  in  0  zur 
Hauptaxe  senkrecht  stehenden  Geraden  nach  beiden  Seiten  die  Strecke 
0/  ab,  so  sind  die  Endpunkte  dieser  Strecke  die  Bilder  der  Zahlen  +< 
und  — t,  und  ein  beliebiger  Punkt  Y  der  senkrechten  Geraden  Bild  der 
Zahl  yi.  Nach  der  Addition  der  Punkte  ist  dann  jeder  Punkt  der  Ebene 
Bild  einer  complexen  Zahl  x  +  iy, 

Multiplication  und  Division  von  Punkten.  Ist  der  Punkt 
0  der  gemeinsame  Eckpunkt  zweier  direct  ähnlicher  Dreiecke  OCl  und 
OAB  (in  denen  die  Punkte  C  und  Ay  sowie  /  und  B  sich  gegenseitig 
entsprechen),  so  wird  C  als  Bild  des  Productes  der  Punkte  A  und  B 
betrachtet ,  woraus  sich  A  als  Quotient  von  C  und  B^  B  als  Quotient  von 
C  und  A  ergiebt. 

2)  BC^A. 

Es  ist  leicht,  die  eben  beschriebenen  Operationen  der  Addition  und 
Multiplication  durch  den  Nachweis  der  Commutativität  und  Distributivität 
als  arithmetische  festzustellen  und  den  Uebergang  zur  Potenzirung  und 
Radicirung  eines  Punktes  mit  einer  Zahl  zu  machen. 

8,  Zusammenhang  mit  der  Ausdehnungslehre«  Nach  den  Principien 
der  Ansdehnungslehre  ist,  wenn  die  obigen  Bezeichnungen  beibehalten 
werden , 

a)  für  Addition  (C— 0)  =  (^  — ^),  womit  gesagt  ist,  dass  die 
Strecke  zwischen  C  und  0  gleich  und  parallel  derjenigen  zwischen  B  und 
A  ist.  Hierbei  sind  A^  B,  C,  0  einfache  Punkte  ohne  Zahlbedeutung. 
Als  geometrische  Summe  der  Punkte  B  und  C  ergiebt  sich  der 
Schnittpunkt  Af  der  Diagonalen  des  Parallelogramms,  versehen  mit  dem 
Factor  2,  indem  •(C-J!f)  =  (^f-Ä),  (^— ^)  =  (il/~0),  also  (C+B) 
4+0)^2M  ist.   —    Lisst  man  jetzt  alle  Funkte  Zahlen  bedeuten, 
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iosbtfondere  den  Punkt  0  die  Zahl  Null,  so  yerwandelt  sich  die  geo- 
metrisehe  Addition  in  eine  arithmetische  und  man  erhält 

J)  A  =  B  +  C, 

die  Formel  1)  des  Sieb  eck* sehen  Calculs.  —  Demnach  ist  die  geome- 
trisehe  Summe  der  Punkte  B  und  C  der  Punkt  2M^  die  arith- 
netisehe^umme  der  Zablbilder  B  und  C  das  Zahlbild  A, 

Ausserdem  erhält  man  aber  auch 
la)  A=:2M. 

Dodin  der  That,  da  {A—0)=z2{M'-0)  ist,  so  folgt,  wenn  A,  M,  0 
Zihlen  bedeuten ,  auch  hieraus  A  =  2A/,  Es  geht  also ,  wenn  man  auch 
if  eine  Zahl  bedeuten  lässt,  die  geometrische  Summe  2^  in  die  arith- 
netisehe  A  über,  wodurch  nun  das  Verhältniss  beider  Operationen  klar- 
gestellt ist. 

b)  Für   Multiplication   folgt  aus   der   oben  beschriebenen  Figur 
Dich  den  Gesetzen  der  Ausdehnungslehre 

(i-o)    (ß-oy 

veil  nicht  nur  das  arithmetische  Verhältniss  der  Strecken  auf  beiden 
Seiten  der  Formel  dasselbe  ist,  sondern  auch  LCOI=  ^AOB.  Folglich 
iit  das  arithmetische  Product  der  Strecken  {B—0)  und  {C—O)  gleich 
(i-0).(/— 0).  (Als  geometrisches,  „äusseres"  Product  der  Punkte  B 
nd  C  wird  definirt  der  zwischen  B  und  C  liegende  Theil  der  durch 
beide  Punkte  bestimmten  Geraden).  Lässt  man  jetzt  alle  Punkte  Zahlen 
bedeuten,  insb^ondere  den  Punkt  0  die  Zahl  Null,  den  Punkt  /  die 
ZaUEins,  so  verwandelt  sich  die  arithmetische  Multiplication  der  Strecken 
in  eine  arithmetische  Multiplication  von  Punkten  und  man  erhält 

8)  A^BC, 

die  Formel  2)  des  Sieb  eck* sehen  Calculs. 

i.  Bedeatang  dieses  Zusammenhanges.  £s  sind  im  Vorstehenden 
anthmetische  und  geometrische  Operationen  einander  gegenübergestellt. 
Das  Charakteristische  der  ersteren  besteht  darin,  dass  das  Resultat  der 
Vereinigung  zweier  Grössen  immer  eine  Grösse  von  derselben  Art  ist 
and  dass  infolge  dessen  alle  diese  Grössen  als  Bilder  von  Zahlen  betrachtet 
Verden  können.  So  ist  das  Kesultat  der  Vereinigung  zweier  Zahlen  stets 
nieder  eine  Zahl,  das  Resultat  der  Vereinigung  zweier  Punkte  im  Sie- 
beck'sehen  Calcul  stets  wieder  ein  Punkt.  Die  Addition  von  Strecken 
giebt  eine  Strecke,  die  Multiplication  zweier  Strecken,  die  in  diesem 
Falle  ab  Zahlen  erscheinen,  einen  ebenfalls  durch  eine  Zahl  dargestellten 
Fliehenraum.  —  Dagegen  brauchen  die  Resultate  der  geometrischen  Ope- 
rationen in  der  Ausdehnungslehre  nicht  von  derselben  Art  zu  sein,  wie 
die  Bestandtheile  des  Resultates.  So  ist  zwar  die  Summe  zweier  Pr***^' 
S'^^saen  wieder  eine  Punktgrösse,   dagegen   ihre  Differenz  eine  i 
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(urltbmetifche  OrÖMe),  ibr  Product  ein  Linientheil  (Ansdehnangsgebilde) 
u.  f.  w.   —  Uiornacb  ertebeinen  die  arithmetiscben  Operationen  ebenso 
alf  NpAcleller  Fall  der  geometrischen,  wie  die  arithmetischen  Grössen  ein 
apecleller  Fall   der  Ansdehnungsgrössen   (geometrischen  Grössen)   sind.* 
HUber  wurden  in  der  elementaren ,  wie  in  der  analytischen  Geometrie 
nur  Htreokeu,   nicht  aber  Punkte   durch  Zahlen   dargestellt  und  so   den 
aritbinatisoben    Operationen   unterworfen.     Dieses  Verfahren  lieferte  die 
8HtMe  der  Geometrie  des  Masses  verbftltnissmässig  leicht  und  ungezwungen, 
dagegen    diejenigen   der  Geometrie  der  Lage  nur  schwer  und  auf  Um* 
wegen.      Den    umgekehrten  Vortheil  gewährt  die  Ausdehnungslehre  da, 
wo   sie  den  rein  geometrischen  Caicul  anwendet.     Da  derselbe  sich  den 
die  Lage  betreffenden  Eigenschaften  der  Gebilde  auf's  Engste  anschmiegt, 
so   ergeben   sich   aus  ihm   alle  Lagenbeziehungen  mit  Leichtigkeit.     Die 
BUtae  der  Massgeometrie  erfordern  aber,  um  bequem  abgeleitet  werden 
HU  können,    die   Einführung    neuer  Begriffe,   namentlich   des  inneren 
Produotes ,  welches  in  seinen  Eigenschaften  dem  arithmetischen  sehr  nahe 
steht.     Man  gelangt  auf  diese  Weise  zu  den  Sätzen  der  rechnenden  Geo- 
metrie und  der  Trigonometrie,  in  welchen  der  Punkt  gegen  die  Strecke 
als    Element  der  Kechnung  zurücktritt.     Letzterer  Umstand  macht  sich 
aber  oft   als  Mangel  fühlbar  und  bewirkt  sogar,  dass  manche  Sätze  der 
Masageometrie  sich  am  leichtesten  und  ungezwungensten  ergeben,   wenn 
mau  die  Massbeaiehungen  als  speciellen  Fall  der  Lagenbeziehungen  auf- 
faaat«     (Z.  B,  die  Theorie  der  conjugirten  Durchmesser  der  Kegelschnitte; 
vergL  „Raumlehre*^  11,  S.  41  und  228.)     Flüssiger  und  zur  Ableitung  der 
Massbeaiehungen   geeigneter  wird   der  arithmetische   Caleul,  wenn  man 
nicht  nur  Strecken ,  sondern  auch  Punkte  durch  arithmetische  Operationen 
verbindet   und   die  Resultate  geometrisch   darstellt.  —  Diese  Lücke   im 
Operationsgebiet  der  Ausdehnungslehre  ^*  wird  nun  durch  die  Principien 
des  Siebet  kuschen  lNinktcaleul$  ausgefüllt.     Wie  wir  oben  sahen,  rer- 
wandeln  sich«  wenn  man  die  Fnndanentalpnnkte  0  und  /  «nföhrt,  mit 
einem  Schlage  die  geometrischen  Punkt  •  Fonnehi  und  Rechnungen  der 
AutileknungslfAife  in  arithmetische«     Der  Siebeck*sche  Pnnktcalen^ 
enistekl  also  als  specieller  Fall  ans  der  Ausdehnnngslekre, 
wenn  iwei  auf  einer  Fnndamentallinie  liegenden  Punkten  0 


*  V#ffg|  kHNK&Wr  Gra;»$aftaiin«  \aid<^iing^9kxe  L  S.  90flgg^  wo  die  Zahl 
al*  Avs<>»kttuagiig»Kilde  nultlifr  ^ul^  delinuri  i»l.  » 

**  V«Ni  4iHr  artIkmetiK-kw;  M^tk|4kniilh>a  der  Funkle  wix^  nnur  anck  in  der 
AiwilsknasupiMn»  Oi^WaiMk  ^^^«Meklx  aNrr  e»l  in  d«»r  Oaunr^fttkiMcw.  Aaek  wier> 
<liNik  <tfie  artlknfcstwuki»  INuakl|Ncv4^*te  nkkl  ü^kc  geosMteKk  Tvrv«rÜM(t«  «?fliierm 
#WWi»  SMkr  all  hafcrnnnüal  4er  K#<knwK^.  Etn  w^^^ettijftdk^r  CnlttsckMii  «iMser 
41»  S^i%k%<^k'>i<kie  KiflMcklnn^jiinMNi^  WMtii  aindk  <£um.  <^r  kkr  d» 
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e^^  ^3,  und  es  sind  a,,  a^,  a^  die  barjcentrischen  Coordinaten 
des  Punktes  iT.  Also  ist  die  Bestimmung  eines  Punktes  J 
durch  barjcentrische  Coordinaten  identisch  mit  der  Bestim- 
mung durch  drei  feste  Punkte,  wie  sie  in  der  Ausdehnungi- 
lehre  angewendet  wird. 

b)  Die  Geraden  Xe^^  Xe^^  Xe^  schneiden  die  Seiten  des  Fundamen- 
taldreiecks (^2^'  (^s^i)i  (^i^s)  fosp.  in  den  Punkten  X^^  X^^  X^»    Dann  ist 

(nach  Raumlehre   I,    114).     Und    -^,   ~,  — *   sind   die  von  Chasles 

«1      ^i      «s 

(Giomeirie  supSrieure  S.  341)  aufgestellten  Schnittyerh&ltniss- 
coordinaten. 

c)  Durch  das  äussere  Product  dreier  Punkte  ist  die  doppelte  FlSche 
des  zwischen  ihnen  liegenden  Dreiecks  dargestellt  (Baumlehre  I,  139). 
Demnach  sind  durch 

{e^e^e^),  (Xe^e^),  (Xe^e^;),  {Xe^e^) 

die  doppelten  Flächen  der  Dreiecke 

Cj e^ e^ ,  Xe^e^ ,  Äe^e^^  Xe^ e^ 
dargestellt.     Da  aber 

X=    1   i-r    »  2-r    8  3  ^jj^  (^erer)=^0 
ist  (Letzteres  nach  Kaumlehre  I,  29),  so  ist 

{X e^ e^)  =  ^  (^3 e^e^),     {X e^ e^)  =  ^  (e^ f ^ ^3) ,     (A^e, e^)  =  ^  (^^ ^3 ^J. 

Setzt  man  nun  das  Product  (^i^2^3))  welches  nach  den  Gesetzen  der 
äusseren  Multiplication  mit  (^2^s^i)  ^^^  (^s^i^s)  identisch  ist,  gleich  1, 
d.  h.:  betrachtet  man  die  doppelte  Fläche  des  Dreiecks  ^1^2  ^3  aIs  Flächen- 
einheit, so  ist 

d.  h.:  a^f  cxj,  «3  drücken  die  sechsfachen  Flächen  der  zwischen  X  und 
den  Punkten  ^2^3»  ^s^n  ^i^a  liegenden  Dreiecke  aus.     Demnach  sind  -^  , 

-— ^  -§  identisch  mit  den  Schenderschen  Trilinearcoordinaten.* 

0        D 

Die  Bestimmung  eines  Punktes  durch  SchendeTs  Trilinear- 
coordinaten  stimmt  also  bis  auf  einen  constauten  Factor  mit 
der    Bestimmung     durch     barycentrische    Coordinaten    oder 


^  Elemente  der  analytiacben  Geometrie  der  Ebene  in  trilinearen  Coordinaten. 
Jena,  Costenoble.    1874. 
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gehört  auch  diejenige,  ans  welcher  das  Parallelentheorem  fliesst  nnd  der 
ich  folgende  Fassung  gebe:  Die  von  einer  Geraden  um  einen 
ihrer  Punkte  in  einer  Ebene  gemachte  ganse  Umdrehung  ist 
stets  von  gleicher  Grösse,  welches  auch  die  Gerade  und 
welches  ihr  Drehungspunkt  sei. 

Die  Gegenstandslosigkeit  des  Streites  über  die  Berechtigung  der 
nichteuklidischen  Geometrie  dürfte  aus  folgender  Betrachtung  mit  beson- 
derer Deutlichkeit  hervorgehen.  Der  Ursprung  der  Geometrie  ist,  wie 
ja  schon  ihr  Name  sagt,  in  reellen,  gegebenen  Verhftltnissen  unseres 
Weltraumes  zu  suchen.  Diese  Geometrie  ist  aber,  wie  H.  Grassmann 
hervorgehoben  hat  (Ausdehnungslehre  I,  S.  IX),*  keine  reine,  sondern 
eine  angewandte  Wissenschaft.  Man  bleibt  nun  lediglich  auf  diesem 
beschränkten  Standpunkte  stehen,  wenn  man  keine  anderen  Zweige  der 
Wissenschaft  zulassen  will,  als  solche,  die  sich  mit  unserer  Baumanschau- 
ung vertragen.  Abstrahirt  man  aber  von  unserem  Weltraum,  so  findet 
sich  leicht,  dass  neben  der  (rein  gedanklichen)  Vorstellung  dieses  Rau- 
mes noch  viele  andere  denkbar  sind,  indem  der  Dreitheilung  der  Cnrven 
und  Flächen  in  solche  mit  positiver,  negativer  und  verschwindender 
Krümmung  eine  ebensolche  der  Räume  an  die  Seite  zu  stellen  ist.  Inner- 
halb dieser  Erweiterung  findet  auch  die  nichteuklidische  Geometrie,  die 
ja  gar  nicht  den  Anspruch  auf  Geltung  im  Weltraum  zu  erheben  braucht, 
ihren  wohlberechtigten  Platz.  Ferner  erweitert  sich  der  Begriff  des 
Raumes  zu  dem  der  Mannigfaltigkeit  n'^*^  Stufe ,  indem  die  Zahl  der  Di- 
mensionen vermehrt  wird.  Die  Mannigfaltigkeiten  n^  Stufe  mit  ver- 
schwindender Krümmung  bilden  den  Gegenstand,  welcher  in  Grass - 
mann*s  Ausdehnungslehre  behandelt  ist;  unser  Weltraum  ist  hier  das 
reale  Abbild  einer  dreifach  ausgedehnten  Mannigfaltigkeit  ohne  Krüm- 
mung, die  euklidische  Geometrie  mithin  eine  Anwendung  der  Aus- 
dehnungslehre (und  zwar  der  speciellen  Fälle  n  =  l,  2,  3)  auf  den  Welt- 
raum und  die  in  demselben  construirbaren  Ebenen  und  Geraden«  Die 
vollständige  Abstraction  von  der  Raumanschauung  bewirkt,  dass  die  Aus- 
dehnungslehre von  vornherein  solche  Sätze  (wie  das  Parallelenaxiom), 
die  man  mit  Hilfe  dieser  Anschauung  zu  beweisen  sich  umsonst  bemüht, 
aus  den  Eigenschaften  der  Mannigfaltigkeiten  selbst  ableitet  ELierdurch 
wird  die  Schwierigkeit,  jene  Sätze  für  die  Geometrie  zu  beweben, 
keineswegs  beseitigt;   aber  sie  wird  dahin  verlegt,  wo  ihre  wahre  Natur 


*  Es  heisst  dort:  „Schon  lange  war  es  mir  nämlich  einleuchtend  gewesen, 
dass  die  Geometrie  keineswegs  in  dem  Sinne,  wie  die  Arithmetik  oder  die  Com- 
binationslehre ,  als  ein  Zweig  der  Mathematik  anzusehen  sei,  vielmehr  die  Geo- 
metrie schon  auf  ein  in  der  Natur  Gegebenes  (nämlich  den  Baum)  sich  beziehe, 
«nd  dass  es  daher  einen  Zweig  der  Mathematik  geben  müsse,  der  in  rein  abstrac- 
te  Weise  ähnliche  Gesetze  aus  sich  erzeuge,  wie  sie  in  der  G^metrie  an  den 
'^Vmm  gebunden  erscheinen.** 
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Oertden  selbst  nicht  existiren,  im  Gebiete  der  Ebene  zur  Realität  ge- 
lingen. Dasselbe  zeigt  sieb  bei  der  (a.  a.  0.)  weiterhin  besprochenen  Ueber- 
tngang  des  Begriffes  der  Involution  auf  die  Kreislinie.  Abet  auch  das 
UDgekehrte  Factum,  nämlich  die  Verwandlung  reeller  Beziehungen  in 
hDiginäre  beim  Üebergange  in  ein  Gebiet  nächst  niederer  Stufe,  lässt 
sich  leicht  beobachten.  Denken  wir  uns  z.  B.  ein  Ellipsoid  durch  die 
xt-Ebene  eines  rechtwinkligen  Coordinatensystems  geschnitten.  Man 
bnn  sich  dann  das  Ellipsoid  so  gelegt  denken,  dass  die  durch  den 
Schnitt  der  xry- Ebene  entstehende  Ellipse  von  der  :c-Aze  nicht  getrof- 
fen, d.  h.  imaginär  geschnitten  wird.  Der  analytische  Vorgang,  durch 
welchen  man  hier  aus  dem  Gebiet  des  Raumes  in  das  der  o;^- Ebene 
tritt,  ist  der,  dass  man  in  der  Gleichung  des  Ellipsoids  und  der  dasselbe 
lehneidenden  Ebene  2  =  0  setzt.  —  Setzt  man  in  der  Björl  in  gesehen 
Dtntellung  ^  =  t/sO,  so  bleibt  statt  der  reellen  x^- Ebene  die  reelle 
x-Axe,  statt  der  (imaginären)  xz-  und  ^t/- Ebenen  die  (imaginäre)  xz- 
Ehene.  Die  Gleichung  -F(|)  =  0  oder  f(a:  +  2i)  =  0  zerföllt  dann  in  die 
Oleiehnngen  zweier  Curven  und  man  hat  statt  einer  Raumcurve  ein 
Schnittpunktsystem,  statt  einer  reellen  Curve  reelle  Punkte  u.  s.  w.  Es 
folgt  also  auch  aus  dieser  Specialisirung,  dass  die  Björling*sche  Dar- 
itellnng  des  Imaginären  diejenige  von  Möbius  als  speciellen  Fall  ,ent- 
hilt  and  dass  in  der  That  zwei  benachbarte  Gebiete  genügen,  um  alle 
reellen  und  imaginären  Beziehungen  zur  Darstellung  zu  bringen ,  nämlich : 

zur  Darstellung 

des  Reellen  des  Imaginären 

die  Gerade  die  Ebene, 

die  Ebene.  der  Raum, 

der  Raum  die  vierfach  ausgedehnte  Mannigfal- 

tigkeit. 


Ffir  die  Geometrie 
der  Geraden 
der  Ebene 
des  Raumes 


6.   üeber  Hamilton's  Qnaternionen. 

Eine  zweite  Erweiterung  der  Möbius 'sehen  Darstellung  des  Ima- 
f^hen  kann  darin  bestehen,  dass  man  die  Punkte  einer  Geraden  als 
Bilder  der  reellen ,  und  diejenigen  einer  Ebene  als  Bilder  der  imaginären 
Zahlen  bestehen  lässt,  die  des  Raumes  dagegen  als  Bilder  einer  neuen 
Aft  TOD  Zahlen  betrachtet,  deren  Eigenschaften  und  Hechnungsgesetze 
*v  dieser  ihrer  Bedeutung  erst  abzuleiten  sind.  Ein  Mangel  dieser  Be- 
trachtungsweise soll  hier  gleich  erwähnt  werden.  Die  Analysis  für  sich 
tHein  bedarf  zwar  der  imaginären  Zahlen  zur  Ausfüllung  einer  wesent- 
lichen Lücke,  nicht  aber  solcher  „hyperimaginärer"  Zahlen,  welche  letz- 
en also  nur  einem  einseitigen  geometrischen  Bedürfniss  abhelfen, 
^Ihrend  reelle  und  imaginäre  Zahlen  für  Geometrie  und  Ana\ys\B  ^WVcVi 
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unentbehrlich  sind.  —  Die  Erweiterung  selbst  gestaltet  sich  nun  folgen- 
dennassen : 

Nehnien  wir  drei  aufeinander  senkrechte  Axen  1,  2,  3,  wobei  die 
Axe  3  zur  Darstellung  der  reellen,  und  die  Ebene  32  cur  Darstellung 
der  imaginären  Zahlen  dienen  möge.  (Fig.  1.)  Ebenso,  wie  in  der 
Ebene  32  die  Dreliung  einer  Strecke  um  einen  rechten  Winkel  durch 
Multiplication  der  Strecke  mit  der  imagin&ren  Einheit  ausgedrtickt  wird, 
kann  dies  auch  in  den  Ebenen  2 1  und  1 3  der  Fall  sein.  Denn  die 
Drehung  um  einen  rechten  Winkel  hat  überall  dieselbe  Grösse.  Eis  wird 
aber  nöthig  sein,  drei  verschiedene  imagin&re  Einheiten  (ij,  i^,  t^)  ansu- 
nehmen,  um  die  Drehungen  in  den  drei  Ebenen  von  einander  su  unter- 
scheiden.    Und  zwar  möge  bezeichnen 

1^  die  Drehung  von  3  nach  2, 

's    »»  »»  i>     ^      •»      ^  1 

^    »f  »t  ?i     *      M      «'• 

Eine   reelle,  also  in   der  Axe  3  liegende  Strecke  c  kann*dann  in  die 

Kicbtung  1  entweder  direct,   durch  die  Drehung  (—'s),   gelangen,   oder 

indirect  durch  die  Drehung  von  3  nach  2  (i^)  und  weiter  von  2  nach  1 

(i.).     Demnach  ist  . 

^*  —  c.ij  =  c.ij«3  oder  ijjj  =  — i^. 

Umgekehrt  hat  die  Drehung  (+'2)  denselben  Effect,  wie  die  Auf- 
einanderfolge der  beiden  Drehungen  {—i^)  und  (—4);  also  ist 

(— lg) (— ii)  =  +  «,  oder  »8«i  =  +  '2  =  — 'i's- 
Da    eine    circuläre  Vertauschung    der    Axen    die    Beziehungen    der 
Grössen  t  unverändert  lässt^  so  erhält  man  aus  der  letzten  Formel  durch 
circuläre  Vertauschung  der  Zahlen  1,  2,  3 

Es  bestehen  also  zwischen  i|,  i^,  I3  folgende  Beziehungen: 
I)  ,,«  =  r/  =  ,,«  =  -l, 

3)  li  I2  +  '2'l  =  '2*8  +  '8^2  =  hh  +  4'8  =  Ö- 

Wenn   man  ferner  von  den  Formeln  2)  die  erste  mit  ig,   die  zweite  mit 
fj,  die  dritte  mit  I2  multiplicirt ,   so  folgt  mit  Kücksicht  auf  1) 

4)  /l  V3   =   l^l^l^    =   Iglj/g   =    —   1 

und  mit  Rücksicht  auf  3) 

5)  '2»l'3  =  «8'2^  =  'l'3'2  =  +l- 

Sind  a,  6,  c  die  rechtwinkligen,  resp.  mit  den  Axen  3,  2,  1  paral- 
lelen Coordinaten  eines  Punktes  Py  so  ist,  wenn  0  der  Anfangspunkt 
des  System«  ist,  OP=a  +  bi,  +  ci,  i,. 

Die  drei  imaginären  Einheiten  i^,  ij,  (3  sind  nun  identisch  mit  den- 
jenigen, aus  welchen  die  Hamilton* sehen  Quatemionen  abgeleitet  sind, 
-•nd  awar  ist  «  — ^  j. a.  _l^.  _l^. 
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itt  allgemeine  Ansdmck  einer  solchen  Quatemion.     (Vergl.  Hankel, 
i.i.0.  S.  141  n.  142.) 

Durch  daa  Gesetz  tpi^  =  ~i^ip  ist  die  Multiplication ,  der  die  ima- 
gioiren  Einheiten  hier  unterworfen  werden ,  als  eine  von  der  algebraischen 
Tenehiedene  gekennzeichnet.  —  Sie  ist  eine  von  den  16  von  Grass- 
BiDD  aufgestellten  Multiplicationsgattnngen ,  *  gehört  zur  Abtheilung  der 
dreoliren  Multiplicationen  und  ist  eine  von  den  beiden  Multiplicationen, 
von  welchen  ich  in  meiner  „Raumlehre*^  II,  S.  26  bemerkte,  dass  sie  in 
der  Raumlehre  keine  Verwendung  fänden.  Diese  Gattung  ist  gekenn- 
seieliaet  durch  das  gleichzeitige  Bestehen  der  Systeme  2)  und  3)  (a.  a.  O. 
S.21),  nfimlich 

Vtn  sieht,  dass  diese  Systeme  mit  den  obigen  Gleichungen  3}  und  1) 
identisch  sind  und  dass  zur  näheren  Bestimmung  der  Werthe  der  Ein- 
leiten und  ihrer  Producte  nur  noch  die  Gleichungen 

^1   =^       1  >     ^1  ^2  '^       ^ 
erforderlich  sind.     Aus  letzterer  folgt  nämlich 

«j e^e^=:  —  ^j*  =3  —  ßj^  oder  e^e^^  —  e^ 

=  — e,*  oder    e^^e^e^^^e^^ 


^1  ^s  —  ^21       ^8  ^1  —        ^2 


Durch   diese  Betrachtungen   dürfte  der  Zusammenhang  der  Quater- 

i^ionen  oder  vielmehr  der  ihnen  zu  Grunde  liegenden  Einheiten  einerseits 

vut  dem  Problem  der  Darstellung  von  Punkten  im  Räume,   andererseits 

Biit  den  Principien  der  Ausdehnungslehre  genügend  gekennzeichnet  sein.** 

"^  Uebrigens  geht  hieraus  hervor,   dass   nicht  die'  Quatemion ,   sondern 

der  Ausdruck  a  +  bi^-^  ci^i^  als  Repräsentant  einer  Strecke  im  Räume 

derjenige  ist,   auf  welchen   die  geometrische  Untersuchung  als  auf  das 

^hhie  Object  hinleitet. 

Anmerkung.     Von  gleicher  Beschaffenheit,  wie  die  hier  betrachte- 
ten imaginären  Einheiten,  scheinen  die  von  Sehe  ff  1er  eingeführten  und 

ferchf/— 1,  y-^l,  y-rr\  bezeichneten  Grössen  zu  sein.  Wir  hätten 
dinn  in  dem  „SituationscalcuP*  dieses  Autors  eine  mit  der  Quaternionen- 
reehnnng  nahe  verwandte  Arbeit.  (Vergl.  Günther^s  Recension  des 
Beheffler' sehen  Buches  in  der  Zeit8cb%  f.  math.  u.  naturw.  Unterricht 
^^•8,  8.313.)  Ich  will  auf  diesen  Zusammenbang,  dem  nachzugeben 
leb  noch  nicht  Zeit  finden  konnte ,  einstweilen  hier  aufmerksam  machen. 


*  Crelle's  Journal  Bd.  49,  S.  123flgg, 

**  Eine    ausfQhrlicbe   Dardtellung    dieses   Zusammenhangs   aus   der  Feder 
^  Oraigmann*B  ist  inzwischen  in  den  Math.  Ann.  Bd.  12,  S.  875flgg.  enMm 


Von  der  expliciten  Darstellung  der  regulären  Deter- 
minanten aus  Binomialcoefflcienten. 


Von 

Dr.  S.  Günther, 

GymnftsialpTofeuor  in  Ansbach. 


Unter  einer  regulären  Determinante  ans  Binomialcoef&cienien  wird 
im  Folgenden  ganz  allgemein  eine  Determinante  der  Form 


^  = 


W.  (7).  (n'\  -'(7) 

Mi/  V'»«/  \^sJ         \^p/ 

(?).  (:)•  (?)•  -  (.";) 

(:.')•  (?)■  (:.*)■  -  (r;) 


{nr+,>nr) 


Cr)'  ft).  (::)•  ■•■  (;-) 

▼erstanden,  wobei  m^  und  n^  jede  willkürliche  ganze  Zahl  ^ 0  bedeuten 
sollen.  Soviele  specielle  Fälle  dieser  ganz  universellen  Form  bereits 
einer  anderweiten  Darstellung  in  geschlossenen  Formeln  zugänglich  ge- 
macht worden  sind,  so  ist  sie  selbst  doch  anscheinend  noch  nicht  in 
Angriff  genommen  worden.  In  der  That  lässt  sich  gleich  von  Anfang  an 
erkennen,  dass  die  Auffindung  expliciter  Ausdrücke  mit  Schwierigkeiten 
oder  doch  zum  Mindesten  mit  grossen  Complicntionen  verknüpft  sein 
werde.  So  ist  es  auch  wirklich  der  Fall,  und  wir  substituiren  deshalb 
der  vorigen  Fassung  unserer  Aufgabe  die  folgende  pracisere: 

Die  Determinante  J  soll  durch  eine  Reihe  vorgeschrie- 
bener Operationen,  welche  sich  ausnahmslos  durch  das 
übliche  Summen-  und  P.roductzeichen  darstellen  lassen  müs- 
sen, auf  die  als  bekannt  vorausgesetzte  Determinante 
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mrflekgeführt  werden. 

Diese  letztere  Determinante  möge  mit  Rücksiebt  auf  die  ausgedehn* 
ten  Untersuchungen  Naegelsbach^s,  von  denen  weiterhin  die  Bede 
lein  wird,  als  eine  analytische  Constante  betrachtet  werden. 

Man  erkennt  sofort,  dass  durch  Herausziehnng  der  sämmtlichen  Ele- 
menten der  Determinanten  reihen  gemeinsamen  Factoren,  wenn  noch  der 
Bneh 

geietst  wird,  J  in  nachstehende  Gestalt  übergeht: 

l  (MilK-Hi-l) ...  (nh-ni-firfl),  (m,-ni)  (ifii-ni-l)...(w,-n,-nj4-l), ...  (mi-fh)  (nh-fit-l) ...  (mi-th-np+l) 
l  (Miller»!!-!) ...  (nh-ni-nf-^l),  {m,-ni)  (mt-n,-l) ...  (ni2-n,-ti,4-l), ...  (»it-«i)  (Wt-*h-l) ...  («it-ni-n^-f  1) 
l  (%^)(iir%-l) ...  (iiit-ni-titH-1),    (w,-ni)  (tiis-ti,-!)...  (wis-tii-nj+l), ...  (ma-ni)(m,-ni-l) ...  (ma-ni-n^-f-l) 

(■^•»i)(««,-nt-l)...(m^-»t-ti,+l),  (w^-n,)(m^-ti,-l)...(w^-n,-«8+l),...(in^-n,)(m^-ni-l)...(i»i^-ni-np+l) 

beseiehnen  wir  diese  letzterhaltene  Determinante  mit  /f  und  führen  wir 
die  in  den  einzelnen  Elementen  durch  Parenthesen  angedeuteten  Multi- 
pliettionen  sfimmtlich  aus ,  so  ergiebt  sich  uns ,  das^die  t^^  Colonne  von 
^  blos  noch  Elemente  enthält,  welche  sich  als  ganze  rationale  Functio- 
nen Tom  Grade  (fii^n^)  für  die  Grössen  m  darstellen.  Wir  deuten  für's 
Bnte  durch  das  Symbol 

5<*H«i»  «1+1,. ..«<-!),     5W  =  1 

die  Somme  aller  Combinationen  ohne  Wiederholung  an ,  welche  sich  aus 
den  Tennen  der  continuirlichen  Zahlenreihe  n^  ...  nt  —  l  zur  k^^^  Classe 
Ulden  lassen.  Indess  Iftsst  sich  dasselbe  auch  unschwer  auf  ein  gewöhn- 
hciiei  Snmmensymbol  reduciren;  es  ist,  wie  man  durch  unmittelbare  Aus- 
v^nuDg  findet,  gleich  der  Ar -fachen  Summe 


•i=«l  — *  — 2  a»=ii<  — jb— 1  OgS=H(  —  Ar    ak  =  fij  — 3 


isstn—k    Cfc  =  n^  —  a 
,=«,  +  2  «k='»i+*-l 


I^nd  inch  hierfür  kann  man  durch  Zusammen ziehung  der  Ar- fachen  Snm»* 
n>  eine  einfache  und  Verwendung  eines  einzigen  durchlaufendep 
*^*bea  Folgendes  schreiben: 

KHlMhilft  IMftllMiiiftlik  B.  Jtjgik  XXIV,  t 
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(k)^         YJai,     (Ä  =  1,2,  3,  ...Ar). 

Wenden  wir  diese  abgekürzte  Bezeichnnngsweise  nunmehr  auf  unsere 
Determinante  ^  an,  welche  zunächst  in  folgender  Form  erscheint: 

1,  ...5(ö)iw3".-"i  +  (-l)iS(«).m8*r»i-t+(-l)«S<'>.m3».-«i-2+...+  (-l^^^  S<".-"«-*), ... 

Gebilde  dieser  Art  lassen  sich  stets  nach  den  bekannten  Zerlegungssätzen 
des  Determinantencalculs  in  ein  Aggregat  von  Determinanten  verwandeln, 
deren  Elemente  ausschliesslich  Monome  sind.  Albeggiani  hat  in  einer 
eigenen  Monographie^)  diese  Zerföllung  einlässlich  studirt  und  gezeigt, 
dass  für  die  Determinante  vom  Allgemeinglied 

die  Producte  s&mmtlicher  Combinationen  von  Minoren  der  einzelnen  De- 
terminanten 

in  Summe  jener  Determinante 

gleich  sind ,  wenn  dieselben  alle  Reihen  des  Systems ,  keine  aber  gemein- 
sam enthalten. 

Berücksichtiget  wir  diesen  Satz  und  tragen  noch  dem  Umstände 
Bechnung,  dass,  weil  die  Gliederanzahl  der  Polynome  für  jede  Colonne 
von  6  eine  andere  ist,  viele  der  in  die  allgemeine  Zerlegungsformel  ein- 
gehenden Determinanten  in  unserem  Falle  verschwinden  müssen,  so  er- 
kennen wir,  dass  ein  beliebig  herausgegriffenes  Glied  nachstehende  Ge- 
stalt annehmen  wird: 

1,     (— l)"«-»»«-«i5("«-"»-«i).mi«t,  ... 


1,     (— l)"»-«»-«iS^«t-».-«,).m«s     ... 

Demgemäss    ist    auch    das  Allgemeinglied   der   J'   darstellenden   Summe 
dieses: 
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In  der  f^^°  Colonne  '(«>l<p)  lässt  sich  aasscheiden  der  Factor 

( — l)««— »1  — ««-1  5(n«— «i-««-!)  . 

vm  somit  das  Vorzeichen  zu  bestimmen,  haben  wir  von  der  Summe  der 
n  mit  Yersehiedenem  Index  die  Summe  der  n^  und  der  a  in  Abzug  zu 
bringen,  d.  h.  es  ist 

i=p  i^p-x  1,   ^1%   Wj«»,  ...  m^V-i 


^^  •**  i=P 


ai.x) 


1,   mg«»,   »ij«»,  ...  m/p-i 

1,   iWp«»,  iHp««,  ...  m|,*p-i 

Der  Exponent  von  5  kann   der   Grundbedingung  der  Aufgabe  gemäss 
swiBchen  0  und  (ni  —  n^)  schwanken;  es  ist  also  weiter 


-■-2    2    2-  2 

ai=0  as=0  fl^=0  aB_|=0 


^r. 


Dieae  (j>  —  l)- fache  Summe  ISsst  mit  besonderer  Leichtigkeit  die  Zusam- 
menziehung  in  eine  einfache  zu,  und  da  andererseits  /i  mit  d^  durch  die 
Gleichung  Js^zf  verbunden  ist,  so  resultirt  durch  Kücksubstitution  die 
SchloMformel 


nt 


X(F- 


-»2^  (-1)'= 


i^p  i=p-l 

t  <=i 


•i  —  "I  ■ 

u 


X-2  +  (WjO,  m^«.,  iiij«»,  ...  mp«p-i). 

« 

Dtnilt  ist  denn  das  eingangs  gestellte  Problem  vollständig  erledigt;  die 
Detenninante  ist  durch  eine  Verbindung  der  beiden  Operationszeichen 
der  eombinatorischen  Analysis  als  eine  Function  der  ungleich  einfacheren 
uid  bereits  genauer  bekannten  Determinante  ö  dargestellt. 

Selbstredend  werden  in  der  obigen  (p  —  1)- fachen  Summe,  wie  schon 

i^nierkt,  sehr  viele  Glieder  sich  annulliren,  sobald  nämlich  in  einer  der 

I^minanten  J"  einmal   ff|  =  crjt  wird.     Dieser  Umstand  tritt  besonders 

S^Mg  dann  hervor,  wenn  die  Terme  fi^,  n^,  ng,  ...  rip  irgend  consecu- 

^0  Glieder  der  natürlichen  Zahlenreihe  sind ,  indem  alsdann  nur  eine 

innige  Determinante  J**  übrig  bleibt.     So  leitet  sich  aus  unserer  Gene- 

alfonnel  unmittelbar  ein  eleganter,  von  V.  v.  ZeipeP)  gefundener  Satz 

•k-   Pttr  iij&sO,  ii<  =  t  — 1  findet  sich 

.    7* 
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r^i^v^»^^^^<^^^^»^^^^w^^p>^^^^<^>^ 


J  = 


("«■)■ 


("■). 

(7). 


-  (p-l) 

•  •   (p-l) 

•  •  (p-l) 


(vMv).(v)..-(?--o 


0I112I31...  (p-l)l 


0 


m 


1 « 


-1 
1 


oder,  wenn  man  den  bekannten  Ausdruck  ftr  das  Differensenproduct  in 
Anwendung  bringt  tind  im  Nenner  entsprechend  susammenfasst, 


=•-1  *=.-j 


^  = 


{Mi  —  mt) 


*=»-! 


,>-!-« 


wie  an  jenem  Orte  angegeben. 


In  einer  besonders  durch  ihre  schönen  geometrischen  Resultate  aus- 
geieichneten  Abhandlung')  hat  auch  Garbieri  mehrere  Specialfllle  re- 
gulärer Determinanten  behandelt;  doch  sind  dieselben  —  waa  ihm  ent- 
gangen lu  sein  scheint  —  bereits  in  t.  ZeipeFs  Studie  theOweise  ent- 
halten, so  insbesondere  die  Darstellung  von 

-±(i;)('t')('t")-('^:r-V">     . 

Mit  der  Determinante 

hat  sich  besonders  Naegelsbach  beschäftigt.  Er  behanddt  dieselbe^) 
vermittelt  eines  ron  ihm  mit  Geschick  und  Erfolg  Terwendeten  combi- 
natorischen  Ausdrucks ,  welcher  durch  die  Functionalglächung 

U':':^'«^=(.::':^V.)+-.,(C  O 

definiit,  im  Uebrig«!  aber  auch  aehr  leicht  In  entwickdter  Form  an- 
gMckiiebtti  weiden  kanm.*)  Naegelsbaeb  likit  nws*)  dem  Nackweia, 
ffer  t  mmcta/bAmim  Idwülil  eziilut: 


«   ■• 
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6  = 


±^0 


r  =  ji    «=i 


(mr— m,) 


^^tt,  J-i, ...  e-i+i  _Jf,  q^'Vj ...  l-p  +  i+i 


der  Factor  Jq  repräsentirt  die  allbekannte  Determinante 


m 


1  > 


m^^ 


m 


8  > 


mji, 

V» 

m,S 

IWg«, 

»»8^ 

»»8*» 

-1 


»»jP 


m^ 


m' 


m' 


»— 1 


r=|i  •£=«— I 


(m,.  — m,). 


r= 


•=: 


Angesichts  der  zuletzt  festgestellten  Thatsachen  dürfen  wir  sonach 
mit  Recht  behaupten,  es  sei  das  Problem,  eine  regulftre  Determi- 
nante aus  Binomialcoefficienten   (^j  lediglich  mittelst  der 

Operationszeichen   der  Summe    und   des  Productes  als  eine 
Function  der  Grössen  t  und  Ar  auszudrücken,  endgiltig  gelöst« 

In  der  Praxis  freilich  werden  meistentheils  die  auf  directe,  jedem 
einzelnen  Falle  besonders  angepasste  Weise  gefundenen  independenten 
Formeln  den  Vorzug  yerdienen,  wie  sie  in  überreicher  Fülle  in  der  Yor- 
genannten  Abhandlung  ▼.  ZeipeTs  angetroffen  werden. 

Anhangsweise  sei  noch  bemerkt,  dass  auf  unsere  Ergebnisse  in  mehr- 
facher Art  eine  explicite  Darstellung  der  Bern ou Hirschen  Zahlen  be- 
gründet werden  kann.  Am  Einfachsten  gestaltet  sich  der  immerhin  ziem- 
lich yerwickelte  üntersuchungsgang,  wenn  wir  von  der  unlängst  erst  von 
Hammond^)  gefundenen  Formel  ausgehen.  Es  ist,  wenn  wir  die  ge- 
bräuchliche BezeichnuDgsweise  beibehalten, 


Ä.= 


(2n+l)I 


0, 


0, 
0, 

ß). 
(I). 


0, 
0, 
0, 
0, 


0 
0 
0 
0 


-(2»+l)! 


/2n\         /2n\        /2«\         /2n\  /  2"   \    /'  2«  ^ 

\0)'       U/'      \2y'       VS/'       ■•■\,2n-2j'\ln-l) 

/2n+l\    /2«+l\    /2n+l\    /2«+l\         /2«+l\    /2n+l\ 
\    0    )>\    i    )'\    2    )'\    3    J"\2n-2)'\2n-l) 


.D. 


So  wenig  wie  irgend  eine  der  anderen  Determinanten,  welche  Ton 
den  Tenehiedenaten  Forschem  für  den  gleichen  Zweck  vaNotw^«^  ^^ 
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bracht  warden.|  '.ist  u  regalär,   da  mit  Ausnahme  der  beiden   nntersten^B 
Horizontalveihen' auf  das   Element    Ip^^j   ^^<^^^i   ^®   ^^®  Regel  will^ 

(    V,*-.8o;idem  gleich  {pj.i  )  folgt.     Dm  jedoch  D  in  ein  Aggregat  ygohh 
fiegÄhiren  Determinanten  überzuführen,  brauchen  wir  blos 


•  •  • 


2>  = 


-1, 

0. 

1-1, 

0,      ..• 
0,       ... 

(j).  (t).  ( 

/te\.                /  m  \                / 

ö)- 

1-1,  ... 

(5).  ©.  ( 

^). 

ö). 

G).  •  • 

• 

ZU  setzen  und  weiterhin  nach  den  Zerlegungsformeln  zu  verfahren,  wie 
sie  u.  A.  von  Albeggiani^)  eigens  für  binomische  Determinanten  an- 
gegeben worden  sind.  Man  wird  im  Allgemeinen  als  Endergebniss  dieser 
Zerfällung  2^("~^^   reguläre  Determinanten  erhalten.     Was  nun  den  AU- 

gemeincharakter  dieser  letzteren  anlangt,  so  leuchtet  ein,  dass,  wenn  Ij^j 
die  allgemeine  Form   des  Binomialcoefficienten  vorstellt,  die  Tenne  der 

ersten  Colonne  immer  gleich  (  a  )  f  die  der  zweiten  durch  (  i  j  ausgedrückt 
sein  werden,  während  andererseits  in  den  beiden  untersten  Zeilen  resp. 

nur   die  Elemente  (   ^  )  und  \      l      )  vorkommen  können.     Da  zudem 

das  positive  Vorzeichen  ausschliesslich  den  geraden,  das  negative  aus- 
schliesslich den  ungeraden  Unterdeterminanten  von 


/>'= 


©.  (?).  (ly  ß).  Q. . 

6).  (?).  ©.  ö).  (2).  ■ 
ö).  G).  G).  it).  G). . 

a).  (0.  «)■  (!)•  G)-  • 


zugehört,  so  ist  Z)^r)  selbst  unmittelbar  durch  folgende  Determinante  ge- 
geben, wenn  wir  unter  Z>tp)  eine  (2w— p)*«"  Partialdeterminante  von  D' 
verstehen : 
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+  A 


der  Factor  ^g  reprisentirt  die  allbekannte  Determinante 


m 


m 


8  > 


1  > 


•1  > 

'8  » 


Uli  •   ... 


fllo  •    .  • 


ITIa  «     •  •  • 


-1 


m/ 


m^p,    m^p,    m*p,  ...  iiipP-^ 


r=:f>  «s=:p— I 


«=1 


ADgesichts  der  zuletzt  festgestellten  Thatsachen  dürfen  wir  sonach 
mit  fiecht  behaupten,   es  sei  das  Problem,   eine   regnlftre  Determi- 

oaote  ans  Binomialcoefficienten   if^j  lediglich  mittelst  der 

Operitionszeichen   der  Summe    und   des  Productes   als  eine 
Fnnetion  der  Grössen  t  and  Ar  auszudrücken,  endgiltig  gelöst. 

In  der  Praxis  freilich  werden  meistentheils  die  auf  directe,  jedem 
MDielneQ  Falle  besonders  angepasste  Weise  gefundenen  independenten 
Fomeln  den  Vorzug  verdienen ,  wie  sie  in  überreicher  Fülle  in  der  vor- 
gentnnten  Abhandlung  v.  ZeipeTs  angetroffen  werden. 

Anhangsweise  sei  noch  bemerkt,  dass  auf  unsere  Ergebnisse  in  mehr- 
beher  Art  eine  ezplicite  Darstellung  der  Bernou lutschen  Zahlen  be- 
grfindet  werden  kann.  Am  Einfachsten  gestaltet  sich  der  immerhin  ziem- 
Beh  Terwiekelte  üntersuchungsgang,  wenn  wir  von  der  unlängst  erst  von 
Htmmond^)  gefundenen  Formel  ausgehen.  Es  ist,  wenn  wir  die  ge- 
briaehliche  Bezeichnungs weise  beibehalten, 


(2«+l)! 


C). 


0, 

6). 
Ö). 


0, 
0, 


0, 
0, 
0, 
0, 


0 
0 
0 
0 


>(-!)-+• 


/2n\         /2n\         /2n\         /2n\  /  2n    \    /  2«  \ 

\0)'  Vi/'  \2y'  \3j'  •'•\2n-2)^\2n-l) 
\  /2n+l\  /2n+l\  /2n+l\  /2n+l\  /2n+l\ 
/' \    i    /' \    2    )'\    3    )'  -\2n~2)'\2n~l) 


( 


2«+l 
0 


.D. 


(2«+l)! 

So  wenig  wie  irgend  eine  der  anderen  Detennl 
^  Tenehiedensten  Forschem  für  den  gleichen  i 


VIII. 

Zar  Theorie  der  drei  ellipsoidischen  Oleichgewichts- 
figuren  frei  rotirender  homogener  Flüssigkeiten. 

Von  • 

J.  Hagen,  S.  J. 


In  einem  Aufsätze  dieser  Zeitschrift  (XXI,  1),  betitelt:  „üeber 
eine  einfache  Behandlungsweise  derjenigen  Probleme  der 
Hydromechanik,  in  welchen  Ellipsoide  mit  kleinen  Exeen* 
tricitäten  vorkommen*',  hat  Herr  Dr.  Arnold  Giesen  eine  Reihe 
interessanter  Probleme  auf  höchst  einfache  Weise  gelöst,  indem  er  das 
Potential  eines  wenig  excentrischen  Ellipsoids  durch  eine  Näherungsfor- 
mel darstellte,  in  welcher  die  dritten  und  höheren  Potenzen  der  linearen 
Excentricitäten  vernachlässigt  sind.  Durch  eine  ähnliche  Näherungsrech- 
nung  müssen  sich  nun  auch  die  bekannten  drei  ellipsoidischen  Gleich- 
gewichtsfiguren frei  rotirender  homogener  Flüssigkeiten  finden  lassen, 
wenigstens  so  lange  ihre  Winkelgeschwindigkeit  klein  ist,  dieselben  also 
ihren  Grenzfiguren,  der  Kugel,  der  unendlichen  Kreisscheibe  und  dem 
unendlichen  Kreiscylinder,  nahe  kommen.  Wenn  auch  die  Ausführung 
dieser  Rechnung  keine  neuen  Resultate  liefert,  so  möchte  sie  doch  nicht 
ohne  alles  Interesse  *  sein ,  zumal  dieses  Problem,  wie  Herr  Schell  in 
seiner  „Theorie  der  Bewegung  und  der  Kräfte**  sich  ausdrückt,  einige 
Berühmtheit  erlangt  hat. 

Wie  Herr  Giesen  die  lineare  Excentricität  des  schwach  ab- 
geplatteten Rotationsellipsoids  als  kleine  Grösse  erster  Ordnung  betrach- 
tet, so  sollen  beim  stark  abgeplatteten  die  Rotationsaxe  und  beim 
dreiaxigen  der  reciproke  Werth  der  längsten  Axe  als  kleine 
Grössen  erster  Ordnung  gelten.  Ebenso  sollen  auch  hier  alle  Glieder 
von  der  dritten  und  höheren  Ordnung  vernachlässigt  werden.  Die 
Gleichung  des  Ellipsoids  sei  im  Folgenden 

x^       1/*       z^ 
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unter  ie  immer  die  Aze  verstanden,  um  welche  dasselbe  rotirt.  Sein 
Potentiil  in  einem  innem  Pnnkte  werde  mit  F,-,  das  in  einem  äussern 
mit  F«  bezeichnet,  seine  Masse  M  sei  eine  Grösse  von  der  0^®°  Ordnung. 

L  V&hernngsformeln  fttr  das  Potential. 

1.   Das    schwach    excentrische  Botationsellipsoid.     Herr 
Giesen  geht  in  dem  genannten  Aufsatze  aus  von  der  bekannten  Formel 

F^Tjf/°         ^  Fl ?! Jl !Lld/ 

9 

setst  a*s=:c*  +  «*,  Ä*  =  c*+f*,  wo  also  e  und  e  klein  von  der  ersten  Ord- 
nung Bind ,  und  gelangt  so  zu  den  beiden  Formeln 

wo  r'sor'-l-y'-l-z*  gesetzt  ist.     Speciell  für  ein  Rotationsellipsoid  folgt 
hienuu 

2.  Für  das  stark  abgeplattete  Rotationsellipsoid  haben  wir 


i^         1  (       a;*+y*        ^\ 


d< 


0 


Weiter  ist,  wenn  j/c*+/  =  »c=  w^a*— c*  gesetzt  wird, 


c 


J  (a»-e«+»«)»™(<«*-c*)'^' 
f^      du  1         /     M  \" 

1/  (T+ö*"(^^^^^/Ai+;?"'''''''^Vi 


e 
X 
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CO 


c 

00 


c 
wodurch  man  erhXlt 


Eis  sei  nun  c  klein  von  der  ersten  Ordnung;  es  ist  dann  z  ebenfalls 

von  der  ersten  Ordnung,  sowie  auch  -j,  wie  man  aus  M=^\€flc7SQ  er- 
kennt, worin  q  die  Dichtigkeit  bezeichnet.     Es  sind  also  zu  entwickeln 

J  bis  auf  Glieder  der  2.  Ordn.  incl. , 

B    „     „         „         „    3.     „         „       da  a?*+y*  von  der  (—!)*•"  Ordn.  ißt, 

^    i>      »>         11         1»    ^*     11         11        II        *  11      1»       ^»  II      11 

Mit  Rücksicht  hierauf  hat  man  zu  setzen 

c         c       c 


also 


r=T  =  —  ( 1  +  i  -¥  )=  —  1     «'•^^^  /  >       o  =  ^'^^^  T  =  T ' 
.       2  /^i       c\         „       1   /^      2c\         ^2 


Demnach  wird 


3)    ^'Mi^-'i)-'^{~'-s)-n 

Obwohl   diese  Formel  für  unsem  Zweck  hinreichte,   so  wollen  wir  doch 
der  Vollständigkeit  wegen  auch  diejenige  für   Va  entwickeln. 

Man    lege   durch   den  äusseren  Punkt   (or,  y^  z)   ein   dem   gegebenen 
confocales  Ellipsoid  mit  den  Halbaxen 


wo  I  zu  berechnen  ist  aus  der  Gleichung 

Das  Potential  des  confocalen  Ellipsoids  auf  den  Punkt  (x,  y^  z)  ist  dann 
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«<^^^/^>w<>A^/>^^^>^^>^^^^^^>^^>^^^^^»  , 


worin  die  ^,  B'^  [/  ans  A^  B^  D  hervorgehen,    wenn  man  in  letzteren 
a  and  e  durch  a   und  c   ersetzt. 

Nach  dem  M a el au ri naschen  Satze  hat  man  für  das  Potential  des 
gegebenen  Ellipsoids  auf  denselben  Punkt 


fl*C 


o    c 

Die  Berechnung  von  £,  i/,  B'y  D'  soll  unter  der  vereinfachenden 
Annihme  ausgeführt  werden ,  dass  der  Punkt  (x,  y,  z)  sehr  nahe  an  der 
Oberfllche  des  gegebenen  Ellipsoids  liegt.  Es  wird  dann  die  Halbaxe 
f  Ton  der  ersten  Ordnung,  folglich,  da  c'*  =  c*+|  ist,  |  von  der  zwei- 
ten Ordnung  sein ,  also 

-^-  +  ^,  =  h  folglich  c»  =  ^5-^j-p. 

Offenbar  ist  auch  hier  2*  von  der  zweiten  Ordnung,   da  es  kleiner  ist, 

ilic'».    Man  erhält  dann  weiter,  da  -r  =  — (l— 44l=~  "*» 

foldlieh  (fttr  Pankte  in  der  Nähe  der  OberflSche) 

/  az 

c  = 


Wobei  SU  beachten  ist,  dass  die  Wurzel  das  Zeichen  von  z  haben  muss. 
3.  Für  das  dreiazige  Ellipsoid  haben  wir  wieder 

0 
Wir  machen   nun'  die  Voraussetzung,  dass  —  klein  von  der  ersten 

^mmg  seL  Aus  der  Formel  M=^abc7tQ  folgt  dann,  dass  bc  eben- 
Wli  Ton  der  ersten  Ordnung  ist.  Wir  setzen  weiter  6*  =  c'  +  ^  und 
nehmen  an,   dass  e^  von  höherer  Ordnung  sei,  als  b*  und  c^     Es  sind 

demnach  b  und  c  von  gleicher  Ordnung  und  somit  —  ,  b\  c*  von  der 

^'Bten  Ordnung,  ^  von  der  zweiten  oder  von  höherer  Ordnung.  Dass 
^eie  Annahmen  fttr  die  in  Frage  stehende  Gleichgewichtsfigur  zulässig 
"ii^d,  wird  sich  aus  dem  zweiten  Theile  ergeben;  ~  <iber  dabei 

^di  zeigen,  dass  ^  infolge   der  Gleichgewiel  That 

^<tt  teberer  als  der  zweiten  Ordnung  f 
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die  Formeln  f  o  entwickeln  ^  als  ob  e'  von  der  zweiten  Ordnung  sei.    Man 
bat  demnach 


wobei  la  beachten ,  imu  •Yj~t  ^'  Ueine  (  von  der  ersten  Ordnung  ist; 
folglloh 

><!['-?qp--?4^J-^rp[-?qr,+(?qrj1i<''     • 

Setit  man  >''••+ /«»r  und  ordnet  nach  der  Gectalt  der  Integranden, 
•o  kommt 


• 


1  «- l-y^«*-^' 
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a 

l=/L_^f 1       i    ar         ^         /T— — J— 


''*^  =  4(^H^+?!' 


a 

r_  f       dv  E C  .  1 

y(i^_a«+c«)*~     a«_c«     8  (a*  -  c»)«  "*"  16  (a»-c«)» 

a 

w/f         1  .1  l- g  c 

a 

4fl^  — 3ac^ 

Aus  dem  zuletzt  angeftUirten  Ausdrucke  für  F^  erkennt  man  weiter, 
iw  n  berechnen  sind 

^  bis  anf  Glieder  2.  Ordn.  incl., 


E 


)i 


»» 


)i 


II 


It 

n          4.      „ 

weil 

sein 

Factor 

von 

der  (-2) 

.  Ordn.  ist. 

If 

»          1-      ,, 

99 

tf 

»       1- 

ff        ff 

»1 

>.       2-    ,. 

99 

99 

„       0. 

ff        ff 

19 

„    (-1).., 

99 

99 

„      3. 

ff        ff 

M 

0.     „ 

ff 

99 

»      2- 

99               99 

»» 

.,    (-3).,, 
überzeuirt 

man 

sich 

19             99 

leicht. 

dass  / 

9f 

99               99 

Bmer 

+  J^a*-c« 

▼on  der  nullten  Ordnung  ist,  wenn  —  klein  von  der  ersten  Ordnung  ist. 

^cnn  setzt  man  —  =  «,  so  wird 

a 


1  — ^1  — c*a*  l  —  yl  —  c^ct^       yl  —  c^a* 

tlio/'(0)  =  O,  /^(0)  =  +  oo,   woraus   die  Behauptung  folgt.     Man  findet 

ttbngens  -lg ^' ^^--Ig  .^_  ==  - -- /g^  _  M +  ^_  j 

^ — ^s-f  "^cil  to(  l  +  iT-^l^sr-«— •••  von   der  dritten  Ordnung  ist. 
c  '2a  ^  \       2a*/      2a*  ° 
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>'>\<^^>^^i^»»^»^^^^^M'^^S»^^>W»<MVW^^V^^>^^^W»»^^^^^»^^ 


Setzt  mao  also 


1   ,   a  +  T/a^^c^      ,        2   _   2a 
T^^ ly-s i  ^^«'  r^^"7=^» 

wo  also  Z  eine  Orösse  nnllter  Ordnung  bedeutet,  so  wird 

/=     ?0  +  ?)<^-^)  =  2i7- 

woraus  folgt 

*~*      J2       4«ic»     a»\2       a      4«cV      c»  \2a      8ac»/ 

c»  \2a     8ac*/j" 

Da  sich  im  zweiten  Theile  heransstellen  wird,  dass  e*  von  höherer 
als  der  zweiten  Ordnung  ist,  so  möge  hier  gleich  die  Formel  ftir  Vi  in 
ihrer  schliesslichen  Gestalt  folgen: 

,     .    ,=,„j.^_-(§-i)-»4ij]. 

Hieraus  erhält  man  leicht  das  Potential  in  einem  äussern  Punkte 
(o:,  yy  z).  Man  lege  durch  diesen  Punkt  ein  dem  gegebenen  confocales 
Ellipsoid  mit  den  Halbaxen 


«=^«*+«,     ft'=/^M=T,      c^j/c^+^, 
wo  I  zu  berechnen  ist  aus 


Das  Potential  des  confocalen  Ellipsoids  in  Bezng  anf  den  Punkt  (x,  y,  z) 
ist  dann 
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'*'y  »»(»•-a«+c«)»~a»-c«'^     ^'' 


g^f^Ji 1 |_o/7__l_  /r__J__ 

,    -      /*       dp ^ C  1 

'^^{»»-««  +  c»)*~     a«-c«     8(a«-c»)»'^16(«*— c>)* 

o 

Ati8  dem  zuletzt  angefahrten  Ausdrucke  für  F|  erkennt  man  weiter, 
^^^  lu  berechnen  sind 

^  bii  auf  Glieder  2.  Ordn.  incl., 
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weil  sein  Factor  von  der  (^—2).  Ordn.  ist, 
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99 
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99 
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99 
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99 

/1\       1       a  +  l/a*— c* 

Ferner    überzengt  man    sich  leicht,    dass  /"(  — )  =  — /gf 

\aj      a      a  —  j/a^—c* 

^^  der  nnllten  Ordnung  ist,  wenn  —  klein  von  der  ersten  Ordnung  ist. 
"•on  letzt  man  —  =  «♦  so  wird 


f{a)  =  alg—    '  f{a)  =  lg- — ;  7f=T=^' 

^/'(0)  =  0,  /^(0)s=  +  oo,   woraus  die  Behauptung  folgt.     Man  findet 
uy.         1  ,    fl  +  j/^rr?  2  ,  c  2  ,    c  A  ,   ,  c«\ 
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oder,  wenn  aj*+y*+z'=r*  gesetzt  wird, 

Setzt  man  diesen  Werth  in  Oleichnng  2)  ein,  so  erhält  man 

Demnach  geht  die  Gleichgewichtsbedingnng  über  in  die  identische  Gleichung 

'  welche  das  Verschwinden  des  CoefficioBten  von  (x'+y*)  erfordert;  folg- 
lich ist 

'^  5c6  ""2* 

Da  sich  hiernach  e*  durch  9'  eindeutig  bestimmt,  so  folgt,  dass  fftr  eine 
bestimmte  kleine  Winkelgeschwindigkeit  jedesmal  ein  and  nur  ein 
Rotationsellipsoid  mit  kleiner  Ezcentricität  der  Gleichgewichts- 
bedingnng genügt  Da  femer  Gleichung  7)  für  e*  einen  positiven  Werth 
liefert,  so  folgt  weiter,  dass  dieses  Ellipsoid  nur  ein  abgeplattetes 
sein  kann. 

2.  Für  das  Rotationsellipsoid  mit  grosser  Excentricität  hat 
man  dieselbe  Gleicbgewichtsbedingung,  wie  oben.     Setzt  man  den  Werth 


a^  c> 


in    die   Gleichung   3),    so    erhält  man    Fq,    folglich   als   Gleichgewichts- 
bedingung 

J«'j(f-^)-("-^')te-!l)-^^?('-^--'• 

Diese  identische  Gleichung  erfordert  das  Verschwinden  des  Coefficienten 
von  z\  also  ist 

Man  kann  dieser  Bedingung  auch  folgende  Gestalt  geben: 


»_<' 


Setzt  man  die  numerische  Excentricität 


/ 


a^^c^ 


c« 


•=  £ 


60  hat  man  mit  derselben  Genauigkeit 
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'^^^>^^rf">»^^^^,^rf»  ■ 


wo  jf^  B',  .,.  ans  J^  B^  ...  hervorgehen,  wenn  man  in  letzteren  a,  by  c 
re«p.  durch  a\  b\  e'  ersetzt. 

Nach  dem  Maclanrin* sehen  Satze  erhält  man  dann  wieder,  wie  oben, 

Die  Berechnung  Ton  £,  J^  ^,  ...  soll  wieder  nnter  der  Annahme 
tnsgefQhrt  werden,  dass  der  Punkt  (o:,  ^,  z)  sehr  nahe  an  der  Oberfläche 
dei  §[egebenen  Ellipsoids  liegt.  Es  sollen  also  6'^  und  c'^,  folglich  auch 
I  kleine  Grössen  erster  Ordnung  sein.     Dann  wird 

7+^(»-^+f!=l  oder  c'«[c'«^-(ff«+*«)]+jr«e«  =  0. 

Di8  iweite  Olied  der  linken  Seite  ist,  wenn  wir  das  später  über  die 
Ordnang  von  ^  sich  ergebende  Besultat  hier  schon  benutzen ,  wenigstens 
klein  von  der  vierten  Ordnung*  also  ist  das  erste  gleich  Null  bis  auf 
Glieder  dritter  Ordnung  einschliesslich ,  folglich  der  in  der  eckigen  Klam- 
mer stehende  Ausdruck  gleich  Null  bis  auf  Glieder  zweiter  Ordnung  ein- 
ichliesslich ,  also  9/  «  .    «\ 

Da  für  die  Berechnung  von  Ä^  B^^  ...  alle  früheren  Voraussetzungen 
^ten  und  da  überdies 

4=i(,_i4)=i, 

a        a  \        *  a^  J       a 

10  gehen  dieselben  aus  Ay  B^  ...  hervor,  wenn  man  einfach  c  durch  c' 
enetst.  Man  erhält  also  schliesslich  (für  Punkte  in  der  Nähe  der  Ober- 
fläche) 

n.   Oleichgewichtsbeding^gen. 

1.    Das  Rotationsellipsoid  mit  kleiner  Ezcentricität. 

Die  hier  zu  machende  Untersuchung  ist  in  einem  allgemeineren  Pro- 
blem,  das  Herr  Giesen  in  dem  erwähnten  Aufsatze  (II.  Th.,  §2)  ge- 
Idit  bat,  als  Specialfall  enthalten.  Für  unsern  Fall  gestaltet  sich  dieselbe 
Mhr  einfach  folgendermassen.  Bezeichnet  Vq  das  Potential  in  Bezug  auf 
Punkte  der  Oberfläche ,  f  die  Anziehungsconstante,  6  die  Winkelgeschwin- 
digkeit, so  besteht  die  Gleichgewichtsbedingung  einer  frei  rotirenden  Flüs- 
sigkeit bekanntlich  in  der  Gleichung 

▼eiche  für  alle  Punkte  der  Oberfläche  erfüllt  sein  muss.  Für  die  Ober- 
'^he  eines  wenig  excentrischen  Rotationsellipsoids  hat  man  nun,  wenn 
•^■"0*  =  ^  gesetzt  wird, 
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dass  ein  dreiaxiges  Ellipsoid  mit  kleiner  Winkelgeschwindigkeit  nur  dann 
Gleichgewichtsfigur  ist,  wenn  es  his  auf  Glieder  zweiter  Ordnung 
(incl.)  genau  als  verlängertes  Rotationsellipsoid  hetrachtet 
werden  kann,  wobei  als  Grösse  erster  Ordnung  der  reciproke  Werth  der 
längsten  Axe  vorausgesetzt  wird.  Würde  man  die  beiden  vorhergeben* 
den  ellipsoidischen  Gleichgewichtsfiguren  allgemein  behandeln  und  nicht 
von  vornherein  voraussetzen,  dass  es  Rotationsellipsoide  seien,  so 
würde  man  auf  eine  ähnliche  Bedingungsgleichung  stossen,  die  zwischen 
den  Axen  des  Ellipsoids  erfüllt  sein  muss. 


0 


fei^TiL^-i^Te-^-KÄy] 


ya*+t  c"+* 


oder 


><  |(a«-H)(c«+t)  U''?+«'^(?Ti)  J"cM=tH*-^ 


Setzt  man  nun  ^a'+<^«,  so  erhält  man 

wo  die  Cj  2>,  ...  (?  dieselbe  Bedeutung  haben  wie  früher  und  Hz=-^ — ^{G—F) 

ist.     Nun  erkennt  man  aus  den  früher  (I,  3)  für  (7,  D,  ...  Cr  aufgestellten  Nähe- 

rungswerthen,  dass 

C  von  der  0.  Ordnung, 

■^  »»  «      2.  „ 

-^  >»  »»  (— !)•  »> 

•*'  »»  >»      !•  »I 

^  j»  n  (-2).  „         und  folglich  auch 

ist.  Setzt  man  nun  in  obiger  Bedingungsgleichung  noch  5'  =  c*  +  e'  und  berück- 
sichtigt nur  die  Glieder  bis  zur  zweiten  Ordnung  einschliesslich,  so  geht  dieselbe 
über  in 

Die  von  e'  freien  Glieder  sind  von  der  ersten  Ordnung,  aber  ihre  algebraische 
Summe  ist  bis  auf  Glieder  zweiter  Ordnung  incl.  genau 

-c»C  +  o'c«2>  =  -^  +  i=0. 

2a     2a 

Die  Factoren  von  e'  sind  einzeln  von  der  nullten  Ordnung  und  ihre  algebraische 

Summe  von  derselben  Ordnung,  nämlich  =- — j.     Da  nun  alle  vernachlässigten 

Glieder  wenigstens  von  der  dritten  Ordnung  sind,  so  fordert  obige  Bedingungs- 
gleichung, dass  auch 

wenigstens  von  der  dritten  Ordnung  sei,  d.  h.  dass  bis  auf  Glieder  zweiter  Ord- 
nung einschliesslich  genau  e*  =  0  sei. 
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AuB  der  ersten  der  beiden  Oleichnngen,   aus  welchen  Gleichung  9) 
abgeleitet  wurde,  erhalten  wir  nun  bis  auf  Glieder  zweiter  Ordnung  genau 

10)  0*=!«/'^ 


oder,   wenn  man  die  lineare  Excentricitfit  ^a* — c*=  t  setzt,  mit  dersel- 
ben Genauigkeit 

10')  e«=f«/|. 

Da  sich  also  i?  durch  6'  eindeutig  bestimmt,  so  folgt,  dass  für  eine 
bestimmte    kleine   Winkelgeschwindigkeit  jedesmal    ein    und    nur    ein 
dreiaxiges  (näherungsweise:  verlängertes  Rotations-)  Ellip- 
•  oid  mit  grosser  Excentricität  der  Gleichgewichtsbedingnng  genügt. 
Schliesslich  möge  noch  erwähnt  sein,  dass  die  vorhergehenden  Ent- 
wickelungen  streng  genommen  nicht  erweisen,  dass  es  drei  ellipsoidische 
Gleichgewichtsfiguren  frei  rotirender  homogener  Flüssigkeiten  giebt,  son- 
dern nur,    dass    es   drei  verschiedene   Gleichgewichtsfiguren 
frei  rotirender  homogener  Flüssigkeiten  giebt,   welche  bei 
kleiner  Winkelgeschwindigkeit  annähernd  als  ellipsoidisch 
betrachtet  werden  können. 


Ä» 
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Vn.   Flächen  zweiter  Ordnung  als  Erzengniise  projeetivisoher  BikBohel 

von  Engeln. 

1.  Der  geometrische  Ort  des  Schnittkreises  der  entsprechenden  Ku- 
geln zweier  projectivischen  Kngelnhüschel  K  und  L  ist  eine  die  heiden 
Grundkreise  der  Büschel  enthaltende  Fläche  vierter  Ordnung  F^,  Da  die 
Mittelpunktsreihen  k  und  /  von  A'  und  L  projectivisch  sind,  so  sind  es 
auch  ihre  orthogonalen  Projectionen  X  und  Y  auf  einer  beliehigen  Ge- 
raden g.  Irgend  zwei  entsprechende  Punkte  A,  und  7^  dieser  Reihen 
sind  Mittelpunkte  der  Strecken  entsprechender  Punktepaare  ^ix\  und 
yil/i  in  denjenigen  Punktsystemen  x  und  ^,  welche  von  g  mit  K  und 
L  erzeugt  werden.*  Die  Punkte  x^^  y^  können  nur  gleichzeitig  mit  den 
Punkten  X^y  V^  im  unendlich  fernen  Punkte  von  g  zusammenfallen,  und 
es  sind  unter  dieser  Voraussetzung  die  Punkte  x\ ,  y\  die  Schnittpunkte 
der  g  mit  den  Potenzebenen  von  K  und  L^  welche  einander  darum  ent- 
sprechen müssen;  die  Reilien  A',   /  sind  ähnlich ,  und  es  folgt: 

Die  F^  zerfällt  in  eine  F^  und  die  unendlich  ferne  Ebene,  sobald 
die  Mittelpunktsreihen  A*  und  /  ähnlich  sind. 

2.  Die  F^  kann  verschiedenartig  in  Flächen  niedrigerer  Ordnung 
zerfällt  werden. 

a)  Die  Potenzebenen  von  K  und  L  fallen  in  eine  Ebene  E  zusam- 
men. Dann  ist  x\^=y\  ein  Doppelpunkt  auf  g  und  es  zerfällt  die  F^ 
in  eine  Fläche  zweiter  Ordnung  (Kugelfläche)  und  die  Ebene  E. 

b)  Die  Büschel  h\  L  besitzen  eine  sich  selbst  entsprechende  Kugel 
Kq-==  L^.     Dann  besteht  die  F^  aus  dieser  Kugel  und  einer  Ebene. 

c)  Der  in  das  Endliche  sich  erstreckende  Theil  der  F^.soll  aus  einer 
einfachen  Fläche  zweiter  Ordnung  F'^  bestehen.  —  Aus  der  Verlegung 
der  g  in  eine  der  zwei  Potenzebenen  erhellt  zunächst  die  Nothwendigkeit 
des  Parallelismufl  der  Träger  von  k  und  /.  Soll  ferner,  bei  beliebiger  Lage 
von  <7,  in  zwei  anderen  einander  entsprechenden  Punktepaaren  x^x ^  und 
y^iVfi  "^>^  d^n  zugehörigen  Halbirungspunkten  X,  und  Y^^  der  Punkt  x^ 
mit  ^2  ^™  unendlich  fernen  Punkte  von  g  zusammenfallen,  so  geschieht 
gleichzeitig  dasselbe  mit  \^  und    Y^,     Die  Reihen  X  und   Y  haben  zwei 


Von  J.  Haobm. 


109 


OD 


e*y 


1 


""^  =  4(^1-3^+^' 


a 

.1  r*       dp  E  C  1 

"  J  (pt-a>  +  e»)*~     ^-(»     SCa'-c*)»"*"  16 (a»—c«)» 

a 

a 

« 
Ans  dem  zuletzt  angeführten  Ansdracke  für  F|  erkennt  man  weiter, 

dan  SU  berechnen  sind 

•<<  bis  auf  Glieder  2.  Ordn.  incl., 
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▼on  der  nullten  Ordnung  ist,  wenn  —  klein  von  der  ersten  Ordnung  ist. 

Denn  setzt  man  —  =  o ,  so  wird 

a 


...  .     l  +  ^l~c>a«  l+j/T^^  2 

tbo /'(0)  =  0,  /^(0)  =  +  <>09   woraus  die  Behauptung  folgt.     Man  findet 

ftlnngens  —Ig .  ^  = /^ ,= 'Pö-U  +  i-f) 

i       e  /         c*  \       c* 

= ^Ä-»  weil  '^(  l  +  ö-ä)«=5—«""  •••  ^^'^   ^®'  dritten  Ordnung  ist. 
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Durchläuft  rt  die  Reihe  r,  so  beschreibt  der  Grundkreis  den  Asymptoten- 
kegel, und  da  das  Dreieck  or^O  seine  Winkel  nicht  verändert,  so  folgt, 
dass  auf  einer  Kegelfläche  zweiter  Ordnung  alle  nicht  verschwindenden 
Kreise  des  einen  und  somit  auch  des  andern  Systems  gleichzeitig  ent- 
weder reell  oder  imaginär  sind.  Für  den  zweiten  Grundkreis  gilt  das- 
selbe; seine  Construction  ergiebt  sich  aus  dem  Texte  durch  Vertauschung 
von  k  mit  /.  ^ 

5.  £s  giebt  mit  Bezug  auf  die  Fläche  F*  in  zweifacher  Anordnung 
unendlich  viele  Paare  verschwindender,  die  Fläche  doppelt  berührender 
Kugeln.  Sie  sind  die  Grenzpunkte  jener  Kreisbüschel,  die  von  den  zur 
Fläche  F  gehörigen  Kugelnbüscheln  mit  der  Ebene  2^  erzeugt  werden. 
Wir  bezeichnen  nun  mit  K  und  L  die  den  gleichbezeichneten  Kugeln- 
büscheln entsprechenden  Kreisbüschel  in  der  Ebene  £,  mit  IC'  und  L' 
die  Orthogonalkreisbüschel,  mit  n    die  zu  n  senkrechte  Parallelschaar. 

Die  Schnittpunkte  1,  1  der  entsprechenden  Kreise  A^j,  L^  bestimmen 
ein  fünftes  Büschel,  dessen  Grenzpunkte  1\  1'  die  Schnittpunkte  eines 
sechsten,  zum  fünften  orthogonalen  Büschels  sind.  Ein  gewisser  Kreis 
J^\  (resp.  L\)  des  sechsten  Büschels  hat  seinen  Mittelpunkt  im  Schnitt- 
punkte des  Strahles  1 1  der  Schaar  n  mit  der  Potenzlinie  von  K  (resp.  L). 
Dieser  Kreis  gehört  als  Orthogonalkreis  von  IC^  (resp.  L^)  dem  Büschel 
E'  (resp.  L')  an.  Es  sind  somit  die  Grenzpunkte  1',  1'  die  Schnitt- 
punkte entsprechender  Kreise  der  Orthogonalbüschel  IC\  L\  welche  mit- 
telst der  Schaar  n    auf  einander  bezogen  sind.     Daraus  folgt: 

I»  der  zu  den  Kreisschnittebenen  senkrechten  Hauptebene  einer 
Fläche  zweiter  Ordnung  liegt  ein  Kegelschnitt,  welcher  als  der  geo- 
metrische Ort  einer  die  Fläche  doppelt  berührenden  Kugel  mit  ver- 
schwindendem Radius  angesehen  werden  kann.  Es  ist  derjenige  Fo- 
calkegelschnitt ,  welcher  die  Fläche  orthogonal  in  den  vier  Kreispunkten 
durchschneidet. 
Und  dieser  Satz  ist  th  eil  weise  in  dem  folgenden,  allgemeineren  Satze 
enthalten : 

Der  geometrische  Ort  des  Berührungspunktes  einer  festen  Ebene 
mit  einer  eine  Fläche  zweiter  Ordnung  doppelt  berührenden  Kugel  ist 
ein  Kegelschnitt,  welcher  orthogonal  in  vier  Punkten  geschnitten  wird 
von  dem  Schnitte  der  Fläche  und  Ebene. 

6.  Der  sphärische  Schnitt  c^  der  Fläche  F  mit  der  Kugel  $  hat, 
entsprechend  den  beiden  Kreissystemen  /?,  R'  auf  F,  zwei  Systeme  91,  91' 
paralleler  sphärischer  Sehnen. 

Die  Curve  c^  ist  das  Erzeugniss  zweier  projecti vischen  Kreisbüschel 
aufß,  deren  sphärische  Mittelpunktsreihen  in  perspectivischer  Lage  sind, 
also  (auch  bei  vereinigten  Trägern)  einen  Punkt  und  seinen  Gegen punkt 
entsprechend  gemein  haben.  Die  beiden  Mittelpunkte  der  Projection 
beseichnen   wir  mit  )>|  p;  die  beiden  sich  selbst  entsprechenden  PnaMe. 
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der  Mittelpnnktsreihen  mit  p\  p']  den  Mittelpunkt  von  j?  mit  o.  Dann 
ist  die  Gerade  pop||7r,  und  die  Gerade  t>'op'{|^{|/.  Die  den  Sehnen  9t 
(resp.  SR')  entsprechenden  geradlinigen  Sehnen  sind  die  Erzeugenden  des 
einen  (resp.  des  andern)  Systems  eines  die  Curve  c^  enthaltenden  hyper- 
bolischen Paraboloids  F^. 

Die  den  Sehnen  beider  Systeme  entsprechenden  Hauptbögen  sind 
Tangenten  eines  sphärischen  Kegelschnittes,  welcher  dem  der  Fläche  F^ 
aus  0  umschriebenen  Kegel  angehört;  und  je  zwei  in  einerlei  Durch- 
messerebene  liegende  geradlinige  Sehnen  schneiden  sich  in  Punkten  jenes 
ebenen  Kegelschnittes,  längs  dessen  das  Paraboloid  /\  von  dem  erwähn- 
ten Kegel  berührt  wird. 

Ein  zweites  (resp.  drittes)  Paraboloid  M  (resp.  iV)  ist  bestimmt  durch 
die  beiden  Leitlinien  p'opy  r  (resp.  pop^  r)  und  die  Richtungsebene  q 
(resp.  q')*  Der  Schnitt  von  $  mit  M  (resp.  mit  N)  ist  die  dem  sphäri- 
schen Sehnensystem  di  (resp.  dt')  entsprechende  Durchmessercurve.  Der 
Schnitt  von  F^  mit  3/  (resp.  mit  N)  ist  die  dem  geradlinigen  Sehnen- 
system 9i  (resp.  9i')  entsprechende  Durchmessercurve. 

Die  Ebene  ))0lp'||2?  ist  die  gemeinschaftliche  Kichtungsebene  derPara- 
boloide  M  und  iV,  deren  Schnittcurve  daher  in  die  unendlich  ferne  Gerade 
von  £  und  in  eine  Raumcurve  dritter  Ordnung  zerfällt;  letztere  ist  der 
Ort  der  Centra  aller  die  Curve  c^  enthaltenden  Flächen  zweiter  Ordnung. 

Jede  Erzeugende  von  F^  bestimmt  mit  ft  die  Schnittpunkte  eines 
sphärischen  Kreisbüschels,  dessen  Greuzpunkte  die  Schnittpunkte  des 
Orthogonalbüschels  und  zugleich  die  Schnittpunkte  der  reciproken  Pola- 
ren jener  Erzeugenden  mit  der  Kugel  ß  als  der  Directrix  der  .Recipro- 
cität  sind.  Der  Ort  aller  der  Grenzpunkte  ist  eine  Curve  e^"*"  als  Schnitt- 
curve von  ft  mit  der  zu  f\  reciproken  Regelfläche  zweiter  Ordnung  F^*' 
und  diese  ist  ein  Hyperboloid  mit  den  Erzeugenden  po)>,  p'o))',  als  den 
reciproken  Polaren  der  Stellungen  von  q\  q.  Die  Curve  c**  ist  die  Re- 
ciproke  der  gemeinschaftlichen  Developpablen  von  /\  und  ß;  und  all- 
gemeiner, für  eine  beliebige  Fläche  F  des  durch  c^  bestimmten  Flächen- 
büschels  zweiter  Ordnung  ist  sie  der  Ort  des  Berührungspunktes  der 
festen  Kugel  S  mit  einer  veränderlichen,  die  Fläche  F  doppelt  berühren- 
den Kugel.  —  Für  das  Paraboloid  F^  in  jenem  Büschel  geht  die  veränder- 
liche Kugel  in  eine  berührende,  die  Developpable  erzeugende  Ebene  über. 

Brunn.  Ferdinand  Röllneb. 


VnL   SynthetUoher  Beweis  der  Identität  einer  Tripelcnrve  mit  dem 
Enengniss  eines  Kegelschnittbüschels  und  eines  ihm  progectivisohen 

Btrahlenbüschels. 

Herr  Hilino  wski  hat  in  dieser  Zeitschrift  (23.  Jahrg.  5.  Heft)  einen 
•fiitbelliehen  Beweis  M'  ^^^m^  Identität  gegeben.    Ic\i  YAu  nxm  ^Odlqtsl 
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länger  im  Besitz  eines  solchen,  der  sich  dadurch  auszeichnen  mag,  dass 
er  geringerer  Hilfsmittel  bedarf,  und  auch  dadurch,  dass  er  wirklich 
synthetisch  ist.  Denn  den  von  Herrn  Milinowski  möchte  ich  nicht 
als  solchen  anerkennen,  wenn  anders  Herr  Milinowski  mit  mir  unter 
einem  synthetischen  Beweise  einen  solchen  versteht,  der  keine  alge- 
braischen Principien  zu  Hilfe  nimmt.  Dies  thut  aber  Herr  Milinowski 
bei  der  Definition  der  Polaren  der  Curve  dritter  Ordnung.  Denn  nur 
auf  Grund  algebraischer  Sätze  darf  man  schliessen,  dass  eine  Curve,  die 
mit  jeder  durch  einen  festen  Punkt  gehenden  Geraden  je  zwei  Punkte 
gemein  hat,  ein  Regelschnitt  ist;  der  Synthetiker  muss  zeigen^  dass  sie 
sich  durch  projectivische  Strahl enbüschel  oder  sonstwie  erzeugen  lässt. 
Auch  wird  in  der  rein  synthetischen  Geometrie  der  Begriff  der  Projec- 
tivität  auf  den  der  Perspectivität  gegründet,  nicht  auf  gegenseitig  ein- 
deutiges Entsprechen;  solche  sich  gegenseitig  eindeutig  entsprechende 
Gebilde  auch  ohne  Weiteres  projectivisch  zu  nennen,  berechtigen  auch 
wieder  nur  algebraische  Principien.  —  Endlich  will  ich  noch  erwähnen, 
dass  der  Beweis  von  Herrn  Reye  (Geometrie  der  Lage)  doch  wohl  all- 
gemein ist.  Allerdings  sind  drei  der  Basispunkte  des  Kegelschnitt- 
btischels  immer  ein  Tripel  sich  selbst  entsprechender  Punkte  zweier  col- 
linearen  Systeme;  Herr  Reye  zeigt  aber  auch,  dass  irgend  drei  Punkte 
der  Curve  dritter  Ordnung  solch  ein  Tripel  sind.  Wie  könnte  sonst  auch 
Herr  Reye  schliessen,  dass  diese  durch  neun  Punkte  bestimmt  ist!  Man 
könnte  sich  mit  diesem  Beweise  höchstens  deshalb  nicht  zufriedenstellen, 
weil  er  Sätze  der  Raumgeometrie  zu  Hilfe  nimmt. 

Ich  werde  zuerst  folgenden  Satz  beweisen: 

I.  „Ist  eine  Curve  dritter  Ordnung  c^^^  durch  ein  Kegelscbnittbüschel 
und  ein  ihm  projectivisches  Strahlenbüschel  erzeugt,  so  bilden  die  Kegel- 
schnitte, welche  drei  beliebige  Punkte  r,  ^,  3  von  c<^^  mit  den  Punkte- 
paareu  verbinden,  welche  die  durch  einen  andern  willkürlichen  Punkt  m 
von  c<^^  gehenden  Geraden  noch  mit  c^^  gemein  haben ,  ein  zu  dem  Strah- 
lenbüschel durch  m  projectivisches  Kegelscbnittbüschel,  welches  mit  die- 
sem ebenfalls  c^*^  erzeugt.** 

Hiermit  ist  dann  die  Identität  der  Tripelcurve  mit  dem  Erzeuguiss 
irgend  eines  Kegelschnittbüschels  und  eines  ihm  projcctivischen  Strahlen  - 
büschels bewiesen.  (Vergl.  Schröter,  Kegelschnitte,  S.  507.)  Ich  zeige 
zweitens  direct,  dass  das  Erzeugniss  eines  Kegelscbnittbüschels  und  eines 
ihm  projectivischen  Strahlenbüschels  sich  durch  zwei  in  halbperspecti- 
vischer  Lage  liegende  Strahleninvolutionen  erzeugen  lässt,  und  habe 
somit  gezeigt,  dass  unsere  Curve  dritter  Ordnung  auch  eine  Tripelcurve 
ist.  (Vergl.  Ueber  Curven  dritter  Ordnung  von  H.  Schröter,  Math. 
Ann.  von  Clebsch  und  Neumann  Bd.  V,  S.  50;  Bd.  VI,  S.  85). 

J.  Ein  Strahlenbüschel  durch  p  erzeuge  also  mit  einem  ihm  projec- 
tivischen Kegelscbnittbüschel  durch  a,  b,  C,  b  eine  Curve  dritter  Ordnung 
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der  Mittelpnnktsreihen  mit  p\  )>';  den  Mittelpunkt  von  j?  mit  o.  Dann 
iit  die  Gerade  {>o)>||7r,  and  die  Gerade  )>'o))'||A^||/.  Die  den  Sehnen  91 
(re«p.  9t')  entsprechenden  geradlinigen  Sehnen  sind  die  Erzeugenden  des 
einen  (resp.  des  andern)  Systems  eines  die  Curve  c^  enthaltenden  hyper- 
yificben  Paraboloids  /\. 

Die  den  Sehnen  beider  Systeme  entsprechenden  Hauptbögen  sind 
Tangenten  eines  sphärischen  Kegelschnittes,  welcher  dem  der  Fläche  F^ 
ans  0  umschriebenen  Kegel  angehört;  und  je  zwei  in  einerlei  Durch- 
messerebene liegende  geradlinige  Sehnen  schneiden  sich  in  Punkten  jenes 
ebenen  Kegelschnittes,  längs  dessen  das  Paraboloid  /\  von  dem  erwähn- 
ten Kegel  berührt  wird. 

Ein  zweites  (resp.  drittes)  Paraboloid  M  (resp.  N)  ist  bestimmt  durch 
die  beiden  Leitlinien  p'op\  r  (resp.  pop,  r)  und  die  Richtungsebene  g 
(resp.  q').  Der  Schnitt  von  S  mit  91  (resp.  mit  N)  ist  die  dem  sphäri- 
scben  Sehnensystem  9t  (resp.  9t')  entsprechende  Durchmessercurve.  Der 
Schnitt  von  F^  mit  3/  (resp.  mit  iV)  ist  die  dem  geradlinigen  Sehnen- 
system 91  (resp.  9t')  entsprechende  Durchmessercurve. 

Die  Ebene  pop' II 27  ist  die  gemeinschaftliche  Richtungsebene  derPara- 
boloide  M  und  N,  deren  Schnittcurve  daher  in  die  unendlich  ferne  Gerade 
Ton  £  und  in  eine  Raumcurve  dritter  Ordnung  zerfällt;  letztere  ist  der 
Ort  der  Centra  aller  die  Curve  c^  enthaltenden  Flächen  zweiter  Ordnung. 

Jede  Erzeugende  von  F^  bestimmt  mit  ft  die  Schnittpunkte  eines 
sphärischen  Kreisbüschels,  dessen  Greuzpunkte  die  Schnittpunkte  des 
Orthogonalbtischels  und  zugleich  die  Schnittpunkte  der  reciproken  Pola- 
ren jener  Erzeugenden  mit  der  Kugel  ß  als  der  Directrix  der  .Recipro- 
citlt  sind.  Der  Ort  aller  der  Grenzpunkte  ist  eine  Curve  c**  als  Schnitt- 
curve von  St  mit  der  zu  f\  reciproken  Regelfläche  zweiter  Ordnung  F^*; 
und  diese  ist  ein  Hyperboloid  mit  den  Erzeugenden  pop,  p'op\  als  den 
reciproken  Polaren  der  Stellungen  von  q\  q.  Die  Curve  c**  ist  die  Re- 
ciproke  der  gemeinschaftlichen  Developpablen  von  /\'und  $;  und  all- 
gemeiner, für  eine  beliebige  Fläche  F  des  durch  c^  bestimmten  Flächen- 
büschels  zweiter  Ordnung  ist  sie  der  Ort  des  Berührungspunktes  der 
feiten  Kugel  St  mit  einer  veränderlichen,  die  Fläche  F  doppelt  berühren- 
den Kugel.  —  Für  das  Paraboloid  F^  in  jenem  Büschel  geht  die  veränder- 
liehe Kugel  in  eine  berührende,  die  Developpable  erzeugende  Ebene  über. 

Brunn.  Ferdinand  Röllneb. 


Tin.  Synthetischer  Beweis  der  Identität  einer  Tripelcnrve  mit  dem 
beogniss  eines  Kegelschnittbttschels  und  eines  ihm  projectivisclien 

StrahlenbtlBchels. 

Herr  Milinowski  hat  in  dieser  Zeitschrift  (23.  Jahrg.  5.  Heft)  einen 
TothetiBchen   Beweis   für  diese  Identität  gegeben.     Ich  bin  nun  schon 
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Halten  wir  nun  einen  Strahl  ef  fest  und  lassen  g  auf  c^'  variiren, 
80  ergiebt  sieb  folgender  Satz:  Die  Verbindungslinien  der  Punktepaare 
g,  1^,  welcbe  die  Kegelschnitte  durcb  a,  b,  c,  f  aus  c^^^  aussebneiden, 
geben  durcb  einen  festen  Punkt  m  von  c^^K  Man  zeigt  nun  leicbt,  dass 
die  Punkte,  die  von  m  durcb  g,  1^  barmoniscb  getrennt  sind,  einen  durcb 
m  gebenden  Kegelschnitt  bilden;  er  wird  nämlich  erzeugt  durcb  die  bei- 
den projectivischen  Polaren büschel  von  m  in  Bezug  auf  die  beiden  pro- 
jectivischen  Kegelscbnittbüscbel  durch  a,  b,  c,  b  und  a,  b,  g,  ^,  wenn 
man  g,  1^  wiederum  festlegt.  Daraus  scbliesst  man  dann  wie  oben,  dass 
das  Strablenbüscbel  durcb  m  so  projectivisch  auf  das  Kegelscbnittbüscbel 
durcb  Q ,  b,  e ,  f  bezogen  werden  kann ,  dass  es  mit  ihm  c^^^  erzeugt  Da 
nun  nach  III  m  ein  beliebiger  Punkt  von  c^^  ist,  so  ist  Satz  I  be- 
wiesen. 

2.  Zu  irgend  vier  Punkten  a,  b,  C,  )>  von  c^'^  finden  wir  einen  Punkt 
q,  in  dem  sich  die  Verbindungslinien  der  Punktepaare  schneiden,  in 
denen  c^^^  von  den  durch  a,  b,  C,  p  gelegten  Kegelschnitten  noch  ge- 
troffen wird.  Betrachten  wir  andererseits  a,  b,  C  als  drei  Basispunkte 
.eines  Kegelscbnittbtlscbels ,  das  mit  einem  Strablenbüscbel  in  p  die  c^^ 
erzeugt,  so  erhalten  wir  einen  vierten  Basispunkt  q'.  Kann  nun  q  mit 
q'  zusammenfallen?  Dem  Kegelschnitt  durch  a,h,  C,  p,  q  muss  in  q  die 
Tangente  von  c^^^  entsprechen ,  d.  b.  dieser  Kegelschnitt  muss  durch  den 
Punkt  t  gehen ,  welchen  die  Tangente  von  q  an  c^^^  noch  mit  c^^^  gemein 
bat.  Sollen  daher  a,  b,  C,  q  Grundpunkte  eines  Kegelscbnittbüscbels 
sein,    das   mit   einem  Strablenbüscbel    durch   p  die  c^^  erzeugt,    so  muss 

offenbar  die  Gerade  pt  die  c^^  in  p  berühren.  Und  umgekehrt:  schnei- 
den sich  die  Tangenten  von  p  und  q  in  t  auf  c^^\  so  ist  p  Gegenpunkt 
von  a,  b,  c,  q  und  auch  q  Gegenpunkt  von  a,  b,  c,  p.  Solche  Punkte 
können  wir  auf  c^^^  immer  construiren.  Denn  schneidet  die  Tangente  in 
p  die  c(^)  noch  in  t,  so  muss  von  t  aus  noch  mindestens  eine  Tangente 
geben,  die  c<''  in  p  berühren  mag;  man  beweist  dies  leicht  mit  Hilfe  des 
Polarkegelschnittes.  Legt  man  nun  durch  p,  q,  t  und  zwei  beliebige 
Punkte  a,  b  von  c^^  einen  Kegelschnitt,  so  schneidet  dieser  c^^^  noch  in 
einem  sechsten  Punkte  c.  Die  Punkte  a,  b,  c,  p,  q,  t  haben  dann  die 
verlangte  Lage. 

Schneiden  die  Geraden  bc  und  aq  die  c'^^  noch  in  m  und  n,  so 
müssen  diese  Punkte  mit  p  auf  einer  Geraden  liegen.     Schneidet  ferner 

pa  die  c<^^  noch  in  r,  so  muss  r  mit  m  und  q  auf  einer  Geraden  liegen. 
Da  a  ganz  beliebig,  so  können  wir  diesen  Satz  so  aussprechen: 

rV.  ,,Sind  p  und  q  zwei  Punkte  von  c^''^\  deren  Taugenten  sich  auf 
c^^  schneiden,  und  verbindet  man  irgend  einen  Punkt  a  von  c<^J  mit  q 
durch  eine  Gerade,  die  c^^^  noch  in  m  schneiden  mag,  diesen  mit  p  durcb 
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eine  Gertde,    die   c^'^  noch   in   n   schneiden  mag,    diesen  endlich  mit  q 

dureb  eine  Gerade,  die  c^^^  noch  in  r  schneidet,  so  geht  ar  durch  p,^ 

Die  Geraden  paare  p  ax  und  p  nm  bilden  hierbei  eine  Involution. 
Denn  sie  schneiden  den  Polarkegelschnitt  x  von  p  jedesmal  in  zwei 
Punkten,  welche  mit  q  auf  einer  Geraden  liegen.     Ebenso  bilden  auch 

die  Geradenpaare  q  a  m  und  q  n  r  durch  q  eine  Involution  und  beide  In- 
Tolutionen  sind  so  projectivisch  aufeinander  bezogen ,  dass  sie  c^^^  erzeu- 
gen. Denn  die  Involution  in  p  ist  projectivisch  auf  das^  Büschel  von 
Gertden  durch  q  bezogen ,  welche  die  Punktepaare  verbinden ,  in  denen 
die  Stnhlenpaare  der  Involution  den  Polarkegelschnitt  x  schneiden;  die- 
sei  Strahlenbüschel  ist  aber  wiederum  auf  die  Involution  in  q  projecti- 
visch bezogen,  da  es  aus  den  vier  harmonischen  Strahlen  von  pq  in  Be- 
zug Inf  die  Strahlenpaare  dieser  Involution  besteht.     Dem  Strahlenpaar 

pq,  l^t  entspricht  o£fenbar  das  Paar  pq,  tq,  so  dass  also  pq  sich  selbst 
entspricht.  Hiermit  ist  also  gezeigt,  dass  c^'^  durch  zwei  in  halbperspec- 
tiriseher  Lage  liegende  Strahleninvolutionen  erzeugt  wird,  also  auch,  dass 
c^  eine  Tripelcurve  ist. 

Berlin.  F.  Schur. 


DL   YeraUgemeinemng  eines  geometrischen  Paradoxons.* 

(Hierzu  Taf.  I  Fig.  6  u.  7.) 

Zieht  man  zu  einer  Seite  eines  Quadrats  eine  Parallele,  welche  zwei 
Gegenseiten  im  Verhältniss  3:5  theilt  (Fig.  6),  theilt  m&n  femer  das 
klemere  Rechteck  durch  eine  Diagonale  in  zwei  rechtwinklige  Dreiecke, 
und  das  grössere  durch  eine  Strecke,  welche  seine  grösseren  Seiten  in 
den  Verhältnissen  5:3  und  3:5  theilt,  in  zwei  Trapeze,  so  kann  man 
bekanntlich  diese  vier  Theilfiguren  zu  einem  Rechteck  zusammenlegen 
(%•  7),  dessen  Fläche  sich  nur  durch  ein  schmales  Parallelogramm  (1) 
Ton  der  des  Quadrates  unterscheidet,  so  dass  anscheinend  beide  Flächen 
gleich,  also  64  =  65  ist. 

Verallgemeinert  man  diese  Eigenschaft  der  beiden  Figuren,  indem 
nun  statt  der  Zahlen  3  und  5  die  Zahlen  a^  und  a^  setzt  und  die  Be- 
dingung festhält,  dass  der  Flächenunterschied  des  Quadrats  und  des 
Bechtecks  +1  sein  soll,  so  gelangt  man  zu  Resultaten  von  zahlentheo- 
retischem Interesse,  die  im  Folgenden  dargelegt  werden  sollen. 

Soll  das  Quadrat  (oi  +  o^Y  sich  nur  um  eine  Einheit  von  dem  Rechteck 
^{'^Of+Oj)  unterscheiden,  so  muss  sein 

Ode,  K  +  «2)'  +  l=«2(2«2  +  «i) 


*  Yergl.  Jahrg.  XUI,  S.  162. 
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1)  V  +  ''i<^±l  =  V- 

Seien  a^  und  ^3  zwei  Zahlen  von  gleicher  Beschaffenheit  mit  a^  und 
rij,  nur  dass  in  1)  die  Zahl  1   das  entgegengesetzte  Vorzeichen  hat,  so  ist 

2)  «2^  +  «2  ^8  H"  1  = ''s*- 
Durch  Addition  von  1)  und  2)  erhält  man 

«i*  +  ^2*  +  «2  («1  +  «3)  =  «2*  +  «3* 
oder 

«2  («1  +  «3)  =  V  —  «1* 

oder,  nach  Division  durch  03  + flu 

3)  a3  =  ''i  +  ^2- 

Es  kommt  also  nur  darauf  an ,  zwei  Zahlen  a^  und  a^  zu  finden ,  welche 
der  Bedingung  1)  genügen,  um  aus  ihnen  mittelst  3)  beliebige  neue 
Paare  abzuleiten.     Nun  genügen  offenbar  die  Werthe 

fli==li     «2  =  1 
für  das  untere  Zeichen  von  1 ,  mithin  haben  je  zwei  aufeinander  folgende 
Zahlen  der  Reihe 

4)  l.lT2.3T5.8Tr3.2lT34.55  ... 

die  Eigenschaft  der  Zahlen  a^^  und  a^.  Für  die  durch  den  oberen  Bo- 
gen verbundenen  Zahlen  ist  das  Rechteck  grösser,  für  die  durch  den 
unteren  Bogen  verbundenen  Zahlen  kleiner  als  das  Quadrat. 

Eigenschaften  der  Reihe  4). 

1.  Alle  ihre  Differenzreiben  sind  mit  ihr  identisch;  sie  kann  also  als 
arithmetische  Reihe  der  Ordnung  00  betrachtet  werden. 

2.  Aus  1 )  folgt  , 

«1—  2 

Demnach  haben  alle  Zahlen  x  der  Reihe  die  Eigenschaft,  dass  sie,  in 
die  Gleichung 

5)  5a-^±4  =  f/2 

eingesetzt,  für  y  einen  ganzzahligen  Wertli  geben.  (Die  Reihe  der  Zahlen 
y   ist   die  mit  3  und  4  beginnende  Reihe  von  gleichem  Bildungsgesetz.) 

3.  Die  Identität 

giebt,   wenn  man  aus   I) 
darin  einsetzt, 

und,   wenn  man  auf  beiden  Seiten   S^/^^^/g^  +  4«!«^,  addiit, 

(a,*  +  (/g^jS  _|_  4  a^^a/  +  4  «^  ^g  =  9  «i^^/g^  +  6  «i  ^g  +  1 
Also  =  (3''i<'2i  ^)*' 
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•    6)  +4ai«,  =  K«+V)'  +  (2«i«2)'-(3flifl2+l)'. 

Demnach  haben  die  Zahlen  von  der  Form  ^^id^  die  Eigenschaft,  dass 
sie  sieh  in  der  durch  6)  angegebenen  Weise  ans  drei  Quadratzahlen  zu- 
nrnmensetsen  lassen.  Dabei  gilt  das  obere  oder  untere  Zeichen,  je  nach- 
dem die  för  a^  und  a^  gesetzten  Zahlen  in  der  Reihe  4)  durch  einen 
oberen  oder  einen  unteren  Bogen  verbunden  sind. 

4.  Bezeichnet  man  die  Glieder  der  Reihe  4)  der  Reihe  nach  als  das 
nnllte,  erste,  zweite,  ...,  und  versteht  nun  unter  /?r  das  r^^  Glied,  so 
zeigt  die  Betrachtung  der  Reihe  4) ,  deren  erste  20  Glieder  folgende  sind : 


1 

13 

144 

1597 

2 

21 

233 

2584 

3 

34 

377 

4181 

5 

55 

610 

6765 

8 

89 

987 

10946, 

das8  allgemein 

7) 

"tn—l 

=  einer  ga 

inzen  Z; 

Ist  Dan  kn=p^  wo  p  eine  Primzahl  bedeutet,  so  ist  entweder 

ks=p^  «  =  1  oder  n=^p^  A*=l. 

Im  ersten  Falle  erhält  man    -^^^  =  einer   ganzen   Zahl,   was  selbstver- 

«0 

«tändlich  ist,    da  a^^=l.     Im   zweiten  Falle   folgt   -^^^^  =  einer  ganzen 

Zth],  also  1.  —  Aus  beiden  Fällen  aber  entnimmt  man  das  Resultat, 
dtss  a^_]  durch  keine  andere  Zahl  der  Reihe  theilbar  ist. 
Die  Zahlen  Op.i  haben  also  für  die  Reihe  4)  dieselbe  Bedeutung,  wie 
die  Primzahlen  für  die  Reihe  der  natürlichen  Zahlen. 

5.  Auf  die  Reihe  4)  reducirt  sich  auch  die  allgemeine,  aus  den  An- 
fangsgliedem  u  und  v  (statt  1  und  1;  gebildete  Reihe,  deren  Bildungs- 
gesetc  durch  3)  ausge^rfickt  wird.     Ihre  successiven  Glieder  sind  nämlich 

II,     M  +  p,  2i/  +  r,  3M  +  2r,  5m  +  3p,  

^cnn  also  ihr  erstes  Glied  durch  X|,  ihr  allgemeines  Glied  durch  i«^i 
l^^iehnet  wird,  so  ist 

6.  Da  der  Unterschied  zwischen  den  Flächen  des  Quadrates  und 
des  Rechtecks  beständig  durch  die  Zahl  1  ausgedruckt  ist,  in  welchem 
der  ans  4)  entnommenen  Verhältnisse  man  auch  immer  die  Quadratseite 
tneilen  mag,  so  folgt,  dass  das  Verhältniss  dieses  Unterschiedes  zu  einer 
der  beiden  Flächen  um  ho  kleiner  wird,  je  grösser  die  gewählten  Ver- 
hiltnisszablen  sind.  Denn  denkt  man  sich  dieselbe  Quadratseite  der 
K^e  nach  in  den  durch  \j  ausgedrückten  Verhältnissen  gotheilt,  so 
ninunt  die  Längeneinheit  des  Masses  beständig  ab,  mithin  auch  die  Flä- 


m 
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chepeinheit,  welche  jenen  Unterschied  darstellt.  —  Es  werden  sich  daher 
jene  VerhSltnisse  einer  festen  Grenze  nähern,  für  welche  der  Unterschied 
heider  Flächen  gleich  Null  ist. 

Bezeichnen  wir,  um  diese  Grenze  zu  finden,  die  Qnadratseite  mit  x 
und  ihren  grösseren  Abschnitt  mit  y,  so  soll  (vergl.  d.  Figur)  sein 

a:*  =  tt(a:+y)  oder  —  = 

y         X 


x—y     y 


oder 

9) 

^  y        X' 

d.  h.:    Damit   die  Zusammensetzung  eines  Rechtecks  aus  den 

Stücken    eines    Quadrats    (Fig.  6)    genau    vollzogen    werden 

kann,    muss    die    Quadratseite    nach    dem    goldenen    Schnitt 

getheilt  sein.  * 

Aus  9)  erhält  man  _ 

X  _l±yh      a--y_  — 1 +?/5 

y""       2       '       y     "■         2 

oder  _  

«      ^5  +  1  3?--y_/5  +  l 

-y"'2'~y~2- 

»^=^  +  4  +  1     ' 

4. 

mithin  die  successiven  Näherungswerthe  von 

2     9    38   161 


Nun  ist 


2 

j/5  +  1 


1  •  AlT  72  •  ■ 
1     5    21    89 
2'  8  •34'144" 

3    13  55  233 


2  •  8  •34"144"' 

d.  h.:    Bezeichnet  man  den  /r*^°  Näherungswerth  von  j/b  mit  ^it,   so  is^ 

«3*        rik  +  l       a3fc-2      wa— 1 


10) 


«3*-! 


OZk—l 


Die  eben  angegebenen  Näherungswerthe  von         ~     enthalten  noch  nicht 

alle  aus  zwei  successiven  Zahlen  der  Reihe  4)  darstellbaren  Verhältnisse; 
es   fehlt   noch   die   Reihe  -^,  ^^,   ...,    oder   allgemeiner   das   Verhältniss 

Ö3Ar+l 


ff  3k 


Nun  ist  aber  nach  3)  «3fc  +  i  = ''3it- i  +  "st,  also 


*  Ueber  den  Zusammenhang  der  Reihe  4)  mit  dem  Verhilltnisse  des  goldenen 
Schnittes  s.  u.  A.  Zeising,  Neue  Lehre  von  den  Proportionen  des  menschlichen 
Körpers  etc.,  Leipzig  1854. 
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a^k  «3*  Wjt  +  l 

oder 

7.  Independente  Bestimmung  der  Glieder  der  Beihe  4). 
Die  Anwendung  der  Formel  3)  erforderte,  um  ein  Glied  der  Reihe  4)  zu 
finden,  die  Kenntniss  der  beiden  vorhergehenden  Glieder.  Die  Formeln 
10)  ond  XI)  gestatten  die  Berechnung  eines  Gliedes,  wenn  nur  das  un- 
mittelbar vorhergehende  bekannt  ist.  Es  ist  sogleich  zu  übersehen ,  dass 
diese  Formeln  auch  zur  independenten  Bestimmung  eines  Gliedes  der 
Reibe  4)  dienen  können.  Diese  Aufgabe  soll  im  Folgenden  gelöst 
werden. 

Fährt  man  statt  des  Näherungsbruches  n^^  seinen  Zähler  und  Nenner 
ein,  nnd  setzt 

12)  «*  =^ . 

■0  gehen  die  Formeln  10)  und  11)  über  in 

«34-1  2^jt      '      03*-!  2^4      '         «Sit  P*  +  9t' 

Die  iweite  dieser  Formeln  lautet,  wenn  man  Ar  +  l  für  k  setzt: 

''3t+2  2^jt  +  i 

Nun  haben  nach  dem  Bildungsgesetz  der  Reihe  4)  keine  zwei  auf- 
einanderfolgenden Glieder  derselben  einen  gemeinsamen  Factor;  also  sind 

die  linken  Seiten  der  letzten  Formeln  irreducible  Brüche«     Femer  bt  — 

tl«  Nlberungsbruch  irreducibel,  folglich  auch  ,  und,  dapi^und^A 

nicht  gleichzeitig  ungerade  sind ,  auch  — ^ .    Mithin  folgt  aus  der  ersten 

der  Formeln  13) 


14) 

08*=*/'*  +  ^i» 

15) 

a3*-i  =  2y*; 

femer  aus  der  dritten 

16) 

ös*+i=Pit +  3ö'j| 

In  den  drei  Formeln  14) — 16)  ist  nun  die  independente  Bestimmung  der 
Glieder  der  Reihe  4)  vollständig  enthalten. 

Ausserdem  folgt   noch   durch  Vergleichung   der   dritten  und  vierten 
Formel  13) 

17)  P*+i  — 7*  +  i=P*  +  37*. 

Setst  man  endlich  in   15)  A  +  l   für  k  und  wendet  3)  an,  so  folgt 
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18)  y*+i=Pfc+2^ifc. 

Und  eliminirt  man  gu-^x   zwischen  17)  und  18),  so  folgt 

19)  Pk+i  =  ^Pk  +  ^qk. 

Durch  die  Formeln  18)  und  19)  ist  das  Bildungsgesetz  der  zur  Bestim- 
mung der  Glieder  der  Reihe  4)  nöthigen  Näherun gsb räche  in  kürzester 
Weise  ausgedrückt. 

8.    Setzt    man    die  Reihe   4)    nach    links   fort,    so   erhält   man   der 
Reihe  nach 

a_l,    fl«2,    fl_3,    0—4,    fl— 5,    o— 6»  ••• 

^=        U  ,  1  ,  ~  X  y  Z  ,  "-"  O  ,  Ö  I  •  •    >    . 

Demnach  ist,  wenn  n  positiv  und    >1  ist, 

20)  ^         a-,  =  (-l)».«„_2. 

Indem  man  die  durch  20)  gegebene  Bedeutung  der  negativen  Indice^ 
festhält,  findet  sich  weiter 

21)  l     ^    J      ^  ^  2  '        ^ 


(!^)"=(-.r. 


Waren,  im  November  1878.  V.  Sohlegel. 


IX. 

üntenaohimg  der  Bewegung  ähnlich -veränderlicher 

Systeme. 

Von 

Dr.  L.  Geisenheimeb, 

*    Bergaohiildir«etor  in  Tamowiis. 


ffierzu  Taf.  II  Fig.  1—  5. 


Die  BewegüDg  eines  ähnlich  •  veränderlichen  Systems  wurde  in  den 
letsten  Jahren . in   verschiedenen  Ahhandlnngen   von  Bnrmester*   und 
Oronard**  untersucht.  .  Die  Burmester^schen  Arheiten  zeichnen  sich 
dnreh  die  elegante  Anwendung  der  Methoden  der  neueren  Geometrie  auf 
die  behandelten  Prohleme  aus,  während  Grouard's  Aufsätze  nicht  nur 
die  Gesetze  eines  stetig  hewegten  veränderlichen  Systems,  sondern  auch 
diejenigen  über  den  Zusammenhang  dreier  discreten  Lagen  eines  solchen 
Sjttems  zu  ermitteln  suchen.     Diese  verschiedenen  Untersuchungen  haben 
Dicht  nur  ein  theoretisches  Interesse,  indem  sie  eine  Reihe  nicht  unwich- 
tiger Sätze  ftir  ähnliche  ebene  Systeme  liefern ,  sondern  können  auch  für 
rein  praktische  Probleme  von  Vortheil  werden. 

Die  vorliegende  Arbeit  will  die  von  Burmester  und  Orouard  ver- 
öffentlichten Resultate  weiter  führen;  insbesondere  wird  die  Exümmung 
der  zu  beliebigen  bewegten  Curven  gehörigen  Enveloppen  einer  ein- 
gehenden Betrachtung  unterworfen,  die  bekannte  Savary^sche  Formel 
auf   ähnlich -veränderliche   Systeme   erweitert  und   für   den   Krümmungs- 


*  Burmester,  Kinematisch  -  geometrische  Theorie  der  Bewegung  der  afQn- 
Teränderiichen,  ähnlich-veränderlichen  und  starren  räumlichen  oder  ebenen  Systeme. 
Zettftchrift  f.  Math.  u.  Phys.  1878,  Bd.  XXIII  S.  108.  Ferner:  Ueber  den  Beschleuni- 
gongtsostand  3^h"1i>>i  veränderlicher  und  starrer  ebener  Systeme.  Civilingenieur, 
Bd.  XXIV. 

•♦  Orouard,  L'Institut,  Journal  universel,  1869  S. 84;  1870  S.  27, 84, 124, 171. 
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radins  der  Hüllbabn  eine  einfache  zusammenhftngende  Constmction  ent* 
wickelt  werden.  Ferner  wird  anf  die  Herleitang  derjenigen  Gesetse, 
welche  für  getrennte  Lagen  ähnlicher  Systeme  gelten,  Rücksicht  genom- 
men. Die  Ableitung  der  Resnltate  wird  hauptsächlich  mit  Hilfe  der  neue- 
ren Geometrie  erfolgen.  Dieselben  stellen  zum  Theil  bereits  bekannte 
oder  neue  Gesetze  für  die  Bewegung  eines  stetig  bewegten  ähulich  ver- 
änderlichen Systems  dar,  zum  Theil  zeigen  dieselben,  dass  mehrere,  bis- 
her nur  für  die  unendlich  nahen  Lagen  ähnlicher  Systeme  bekannte 
Gesetze  für  beliebige  discrete  Lagen  ihre  Geltung  beibehalten. 


§  1. 

Aus  der  momentanen  Lage  eines  stetig  bewegten,  ähnlich -veränder- 
lichen Systems  greifen  wir  (Fig.  1)  eine  geradlinige  Punktreihe  AB 
heraus;  die  Geschwindigkeiten  der  Punkte  A  und  B  seien  bezüglich  v 
und  m.  Wird  dem  System  eine  Geschwindigkeit  — v  ertheilt,  gelangt  i# 
zur  Ruhe  und  B  erhält  die  in  Bezug  auf  A  relative  Geschwindigkeit  r. 
Aus  der  Grundeigenschaft  eines  ähnlich -veränderlichen  Systems,  dass  die 
Grenze  des  Verhältnisses  zwischen  der  Drehung  und  der  linearen  Aen- 
derung  einer  Geraden  für  alle  Geraden  des  Systems  einen  constanten 
Werth  habe,  folgt,  dass  r  und  AB  ein  nur  durch  die  Natur  der  betrach- 
teten Bewegung  bestimmtes  Verhältniss  und  ebenso  einen  constanten 
Winkel  bilden.  Die  Form  des  aus  AB  und  r  gebildeten  Dreiecks  ist 
also  von  der  Lage  des  Punktes  B  unabhängig. 

Der  constante,  von  r  und  Ah  gebildete  Winkel  heisse  der  momen- 
tane Geschwindigkeitswinkel  des  Systems  und  werde  im  Verlaufe 
dieser  Untersuchung  mit  Kp  bezeichnet. 

Aus  Fig.  1  ergiebt  sich  sofort,  dass  die  Endpunkte  der  Geschwin- 
digkeiten einer  Geraden  AB  abermals  in  einer  Geraden  liegen,  welche 
mit  AB  einen  constanten 'Winkel  bildet.     Hieraus  folgt: 

1)  Die  Endpunkte  der  Geschwindigkeiten  der  System- 
punkte einer  Phase  S  eines  in  einer  festen  Ebene  beliebig 
bewegten  ähnlich-veränderlichen  Systems  bilden  ein  mit  S 
ähnliches  System.* 

Wird  die  Geschwindigkeit  w  des  beliebig  gewählten  Punktes  B  in 
zwei  Componenten  BH^  und  BJ^  parallel  zur  Geraden  AB  und  zur  Rich- 


*  Vergl.  Burmester,  Zeitechrifk  f.  Math.  u.  Phys.,  Bd.  XXIII  S.  111.  Wir 
werden  nach  der  am  angefShrten  Orte  von  Burmester  gebrauchten  Bezeichnung 
das  System  der  Endpunkte  der  Geschwindigkeiten  als  „Geschwindigkeitsphase** 
einführen. 
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tttDg  TOD  r  lerlegt,  so  zeigt  sich  BHy^  als  die  schiefe  Parallelprojectiou 
▼Ol  9  coDstant.  Bezeichnen  wir  die  Componente  BH^^  entsprechend  der 
bei  tUnren  Systemen  üblichen  Benennung,  als  Gleit.nngsgesch win- 
digkeit der  Geraden  AB^  so  erhalten  wir  die  Sätze: 

2)  Die  Gleitangsge%chwindigkeit  ist  für  alle  Punkte  längs 
einer  Geraden  AB  constant;  die  Endpunkte  der  unter  dem 
Geaehwindigkeitswinkel  wirkenden  Componenten  bilden 
eine  Gerade,  welche  mit  AB  einen  unveränderlichen  Winkel 
bildet 

Der  Punkt  Af,  in  welchem  die  letzterwähnte  Gerade  AB  schneidet, 
betitit  nur  die  Gleitungsgeschwindigkeit  Mli.  In  diesem  Punkte,  wie  in 
^  tragen  wir  den  Geschwindigkeitswinkel  9  nach  entgegengesetzter  Rich- 
tung, wie  in  B^  an  10  und  M'N\  die  neuen  Schenkel  mögen  sich  in  P 
icbneiden.     Aus  der  Aehnlichkeit  der  Dreiecke  PBBi  und  rvBH^  folgt: 

PMiBH^^MB'.BJ^.' 

BH^  ist  constant,  ebenso  das  Verhältniss  MB:  BJ^^  daher  P  ein  fester 
Fukt;  and  da  sich  aus  der  Aehnlichkeit  der  ebengenannten  Dreiecke 
neb  die  Proportionalität  von  PB  und  w^  welche  den  constanten  Ge- 
lebwindigkeitswinkel  einschliessen ,  ergiebt ,  folgt,  dass  PderAehnlich- 
keitspol  des  Systems  Aß  und  der  zugehörigen  Geschwin- 
'igkeitsphase  ist. 

Ohne  hier  näher  auf  die  Gesetze  affin -veränderlicher  Systeme  ein- 
ngeben,  bemerken  wir,  dass  die  bisher  entwickelten  Sätze  für  diese 
Byiteme  ihre  Geltung  beibehalten ,  wenn  das  System  in  eine  einzige  Ge- 
nde  ausartet.  Daher  bleibt  ftir  affine  Systeme  speciell  die  im  Vorstehen- 
'ea  entwickelte  Construction  zur  Bestimmung  des  Punktes  äf  einer  Ge- 
nden,  dessen  Geschwindigkeit  in  diese  Gerade  fällt,  bestehen.  Diese 
Bemerkung  kann  dienlich  sein,  wenn  die  Enveloppe  einer  affin -veränder- 
Keben  Geraden  aufgesucht  werden  soll;  denn  M  ist  der  Berührungspunkt 
d«r  Geraden  mit  ihrer  Enveloppe. 

Da  bei  der  Bewegung  eines  ähnlich  •veränderlichen  Systems  die  Ge* 
Kbwiodigkeiten  zweier  Punkte  beliebig  gewählt  werden  können,  gelten 
die  Torherigen  Entwickelungen  für  beliebige  ähnliche  Systeme.  Findet 
^oe  unendlich  kleine  Bewegung  des  ähnlich -veränderlichen  Systems  um 
den  Getehwindigkeitspol  P  statt,  rücken  also  die  beiden  Lagen  uncnd- 
fieb  nahe  aneinander,  so  erhalten  wir  in  den  Verbindungslinien  der  homo- 
^tt  Punkte  die  von  diesen  Punkten  beschriebenen  Wege.  Bezeichnen 
^  die  Bichtnngsänderung  (Drehung)  des  Systems  mit  ^,  die  ^ntfer- 
anig  PB  eines  Punktes  B  vom  Pole  mit  r,    den   beschriebenen  Bogen 

"A  I,  10  folgt 

r  r  ' 

d$^=—, —  dO  oder  v^=— — .w, 
sm  <p  sm  q> 

9* 
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Mittelpunkt  des  dem  Dreieck  OiOtOs  nmschriebenen  Kreises.  Die  in  den 
Ifitteo  der  Dreiecksseiten  Q^  Q^  nnd  Q^  Os  errichteten  Sen'krechten  schnei- 
den rieh  in  festen  Pnnkten  G^  nnd  G^, 

Wir  sind  demnach  zn  folgenden  Sätzen  geführt: 

4)  Der  Contingenzwinkel  aller  Punkte  eines  durch  die 
Pole  /\|  nnd  P^s  gelegten  Kreises  ist  constant.  Die  Verbin- 
dnngelinien  der  Punkte  dieses  Kreises  mit  den  homologen 
gehen  durch  feste  Punkte  dieses  Kreises.  Die  festen  Punkte 
rücken  auf  geraden,   durch   die  Pole  laufenden  Linien  fort. 

5)  Die  Krümmungsmittelpunkte  M  aller  Kreise,  welche 
den  drei,  einem  Kreise  k^  angehörigen  Punkten  Qu  0^^  0^  nm- 
lekrieben  sind,  bilden  eine  Kreislinie  m. 

Aus  der  Constmction  des  Kreises  m  folgt,  dass  das  System  seiner 
Punkte  demjenigen  der  Punkte  in  den  Kreisen  k^ ,  Ar,  oder  k^  ähnlich  ist. 

unsere  Figur  zeigt  drei  eigenthümliche,  ähnlich  -  verwandte  Kreis- 
Miehel.  Die  Gmndpunkte  des  Büschels  in  S|  sind  P^^  tind  P^23i 
£e  des  Büschels  in  S,  sind  Pj,  und  P^j  und  die  des  Büschels  in  S^ 
/g  und  /^is*     I^i®  Punkte  G^  und  G^  rücken  auf  zwei  festen  Linien  fort, 

nimHch  auf  den  in  der  Mitte  von  Pjs^^ss  °°^  ^12  ^\%  ^^  diesen  Linien 
eniehteten  Senkrechten  ^^3  ^^^  ^*  ^^^  ^^°  Eigenschaften  der  Kreis- 
bflichel  folgt,  dass  die  Punkte  G^  und  ^3  auf  diesen  Geraden  ähnliche 
Pnoktreihen  bilden. 

Der  Kreis  der  Mittelpunkte,  m,  geht  nur,  wenn  das  System  ein 
ittnes  ist,  durch  die  Pole  P^^  und  P^.*  Fällt  Q^  in  P^^,  so  rückt  der 
Hittelpunkt  M  in  den  zweiten  Schnittpunkt  der  Geraden  t^  mit  m;  für 
indere  Kreise  m  rückt  der  zu  P^^  gehörige  Mittelpunkt  auf  der  Geraden 
^fort.  Das  Entsprechende  findet  statt,  wenn  Q  nach  ^,3  rückt.  Während 
ilio  im  Allgemeinen  jedem  Punkte  Q^  im  System  S,  nur  ein  Mittelpunkt 
entiprieht,  entsprechen  den  Punkten  P^i  und  P^  bezüglich  die  Linien 
^nnd  /„. 

Wird  der  Radius  des  Kreises  Ar,  unendlich,  artet  also  dieser  Kreis 
in  eine  durch  P^  und  P^  gelegte  Gerade  ^2  ^^^^  S^^^  ^1  ^°  ^^®  Gerade 
^a/*„  =  ^1 ,  Atj  in  die  Gerade  P^  P^^^  =  g^  über.  Ferner  gehen  die 
Stniilenbflschel  S^^{Q^ . . .)  und  ^23(^3  * ")  ^^  Parallelstrahlenbüschel  über, 
dlher  auch  die  Strahlenbüschel  der  in  der  Mitte  von  102^1  ^^^  OiOa 
errichteten  Senkrechten.  Da  diese  letzten  Parallelstrahlenbüschel  die  un- 
endlieh  ferne  Gerade  gemein  haben ,  folgt  als  Ort  der  Mittelpunkte  eine 
Gerade  m^. 


*  Vergl.  Bittershaas,  Kinematisch -geometrische  Theorie  der  Beschleimi- 
gnng  Ar  die  ebene  Bewegung,  Civilingenienr,  XXIY.  Bd.  I.Heft,  wo  sich  eine 
^Wefae  Untenochnng  fOr  starre  Systeme  findet. 
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fertignBg  dieser  Bezeichnung  wird  sieb  im  Laufe  unserer  Untersuchung 
eigeben.  Dieser  Elreis  hat  für  die  Betrachtudg  der  von  einem  ähnlich- 
Tirinderlichen  System  vollführten  Bewegungen  gleiche  Wichtigkeit,  wie 
der  Wendekreis. 

Der  Rfickkehrkreis  x  geht  durch  die  drei  Aehnlichkeitspole  P,, ,  P^ 
indPn;  der  Wendekreis  durch  die  Funkte  P^j«  ^28  ^^^  ^^^f  ^^^  dritten 
Pole  P|j  in  8,  entsprechenden  Punkte  P^^^ .     Bei  starren  Systemen  liegen 

P^ujki  /*3|  symmetrisch  zur  Geraden  Pi^P^-     Hieraus  folgt: 

14)  In  starren  Systemen  sind  der  Wendekreis  und  Rüc*k- 
kehrkreis  zur  Verbindungslinie  zweier  Pole  symmetrisch. 

Hierans  ergiebt  sich  nach  einem  bekannten  Satze  über  die  Lage  des 
HSbensehnittpnnktes  eines  Dreiecks  zum  umschriebenen  Kreise  desselben 
die  Folgerung: 

15)  In  starren  Systemen  schneiden  sich  alle  Geraden, 
welche  drei  homologe  Punkte  enthalten,  im  Höhenschnitt- 
punkte  des  aus  den  drei  Polen  der  Systeme  gebildeten 
Dreiecks. 

Rücken  die  drei  Lagen  Sj ,  Sg  und  S3  unendlich  nahe  zusammen ,  so 
^eken  die  Sätze  in  solche  Über  die  Krümmungen  der  von  den  Geraden 
emei  stetig  bewegten,  ähnlich -veränderlichefi  Systems  beschriebenen  En- 
fdoppen  über.     Die  Formulirung  dieser  Sätze  wird  später  erfolgen. 

Das  ans  drei  homologen  Strahlen  der  Punkte  0^,  Q^^  Q^  gebildete 
Dreieck  bildet  also  mit  den  Verbindungslinien  seiner  Ecken  je  mit  P^^^ 
^u«  ^»1  welche  sich  alle  drei  in  einem  Punkte  V  des  Rückkehrkreises 
lekneiden,  ein  der  Form  nach  unveränderliches  System.     Hieraus  folgt: 

16)  Die  Seiten,  und  daher  auch  die  Radien  des  Berührungs- 
kreises sind  der  Verbindungsstrecke  einer  Ecke  (^)  mit  die* 
lern  Punkte  ü  proportional. 

Die  Strecke  MP^^Ü  und  der  nach  M  gehende  Radius  des  Berüh- 
nngdireises  bilden  also  ein  in  den  Winkeln  unwandelbares 
Dreieck,  dessen  dritte  Seite  demnach  du^ch  einen  festen  Punkt  B  des 
K&ekkehrkreises  geht.     Hieraus  folgt: 

17)  Alle'  Kreise  E„  gehen  durch  ff,^ 

CoDStruiren  wir  zu  drei  Punkten  Q  des  Systems  S  die  zugehörigen 
Kreise  IToi,  so  sind  diese  mit  den  entsprechenden  Kreisen  IC^  ähnlich. 
Bckneiden  sich  aber  drei  Kreise  (iTm)  in  einem  Punkte  {H),  so  lassen 
nek  nach  einem  bekannten  planfmetrischen  Satze  beliebig  viele  Dreiecke 
conitmiren,  deren  Seiten  durch  die  zweiten  Schnittpunkte  der  Kreise 
S^en,  deren  Ecken  auf  den  Kreislinien  liegen  und  welche  alle  zum 
Dreieck  der  Kreismittelpnnkte  ähnlich   sind.     Demnach  ist  das  Dreieck 


*  Vergl.  Burmester,  Einematiich  -  geometrische  Untersuchungen  etc.,  Zeit- 
Nknft  fttr  liathematdk  und  Physik,  Bd.  XIX  S.  166figg. 
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ifl  «ben  nachgewiesene  Verwandtschaft  der  Affinität  in  die  der  Aeho- 
liehkeit  flhergeht.     Wir  bezeichnen  zn  dem  Zwecke  (Fig.  4)  den  Radins 

▼aetor  Pi^O^  mit  r^,  ^23^8  ™^^  '*2i  ^^^^^i'  bezeichnen  wir  die  Grösse  der 
eoutiBten  Verhältnisse  ■  ^  ^-  nnd  ^  ^   bezüglich  mit  c^  nnd  c^ .    Weiter 

"12  ^2  ^23  ^2 

uH  in  Fig.  4   die  Strecke  —  Q^  Q^  mit  v   benannt  worden.     Die  Gerade 

/\iPg  werde  nach  dem  Verhältniss  c^ic^  harmonisch  getheilt  nnd  über 
die  Theilpnnkte  ein  Halbkreis  /  geschlagen;  derselbe  schneidet  den 
Wendekreis  w^  orthogonal.  Für  einen  der  Schnittpunkte  beider  Kreise 
btben  die  Verbindnngsstrecken  mit  den  homologen  Punkten  in  S|  und 
8|  entgegengesetzte,  für  den  andern  gleiche  Richtung;  für  den  ersteren 
mit  P^  bezeichneten   ist  die  Beschleunigung  also  Null.     Für  das  Kreis- 

▼iereek  ^12 ^28 ^v ^2  ergiebt  sich,  die  festen  Strecken  /^i2^v'  '^^^  ^23 ^v 
mit  f|  and  s^  bezeichnend , 

M2M8  •  ^^Q%  =  ''2*1 "~  ''l  *2 
oder,  wie  sich  durch  leichte  Umformung  ergiebt, 


s^ 


20)  Pu^P^'Prf,Q^^^.{i)^Q^-QM' 


FSr  die  auf  dem  Wendekreise  gelegenen  Punkte  ist  Q^Q^  —  Q^Qi  die  Be- 
leUennigang.     Da   ferner  die  Richtung  dieser  Beschleunigung,   mit  der 

der  Verbindnngsstrecken  zusammenfallend,  mit  der  Geraden  PxpQ^  einen 

eonstanten  Winkel  bildet,  ergiebt  sich,  dass  der  beliebige  Strahl  P^^g 
Ton  8|  mit  dem  entsprechenden  Strahl  im  Systeme  der  Beschleunigungs- 
endpnnkte  einen  unveränderlichen  Winkel  bildet;  und  dies  Ist  nur  mög- 
lidi,  wenn  das  System  der  Endpunkte  der  Beschleunigung  dem  System 
8,  IhnHeh  ist. 

Nennen  wir  mit  Burmester  das  System  der  Endpunkte  der  Be- 
icUennigangen  die  Beschleunigungsphase,  so  erhalten  wir  folgen- 
des Resultat: 

21)    Die  Beschleunigungsphase  bildet  ein  zum   System  Sj 
der  Punkte  ähnliches  System. 

Der  vorgeführte  Beweis  bleibt  giltig,  wenn  wir  die  Be- 
•ehlennigan^en  aller  Punkte  nach  einem  bestimmten  Ver- 
kiltniss  vergrössern. 

Pnnkt  P^,  dessen  Beschleunigung  Null  ist  und  den  Aehnlichkeits- 
M  dee  Systems  S^  und  der  Beschleunigungsphase  bildet,  heisst  der 
Beiehleunigungspol  des  Systems  S^.  Aus  Fig.  4  und  Gleichung  20) 
^ben  sich  die  zur  Bestimmung  der  Beschleunigungsphase  nöthigen 
Cömttnten. 

Legt  man  durch  den  Beschleuuigungspol  und  einen  der  Geschwin- 
^eitipole  (etwa  Z',,)  Kreise,  so  gehen  für  alle  auf  dieser  Kreislinie 
^*^de  Punkte  Q^    die  Verbindungsstrecken    mit    dem   entsprechenden 
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du 

24)  ^=r~.— -,  wo  C:=- — . 

'  ^       2     de  smq> 

dt 

Ferner  ergiebt  sich  aus  Fig.  4  der  Winkel  d,  welchen  die.Verbin- 
diogslinie  des  Beschlennigungspols  mit  dem  Oescliwindigkeitspol  und  die 
Poltingente  bilden, 

coig 8  =  lim  -  -.—  , 

S^StflK 

wo  K  der  yom  Wendekreise  über  du  gefasste  Peripberiewinkel, 

de 

«.V  ^       de         dt     ^ 

J5)  cotg8  =  —  =  ■— j--®!» 

c.x  du      * 

dt 

wenn  2)^  der  Durchmesser  des  Wendekreises.     [Vergl.  §  5,  32).] 

Hieraus  ergiebt  sich  der  Beschleunigungswinkel  if;,  d.  h.  der  con- 
itante  Winkel,  welchen  die  Beschleunigung  eines  Punktes  mit  dem  aus 
doD  Beschleunigungspol  laufenden  Radius  vector  bildet, 

26)  ^  =  g)  —  a. 

Endlich  ergiebt  sich  aus  20)  für  das  unveränderliche  Yerhältniss  der 
BeieUeunigung  zum  Radius  vector  aus  dem  Beschleunigungspol,  die  Be- 
Khlennigang  mit  p  bezeichnend, 

mmx  C      du     - — rr- 

VI)  ^^T-rfi-^V'Ö,. 

f  bedeutet  hier  die  Entfernung  von  Geschwindigkeits  -  und  Beschleuni- 
guigtpol. 

Durch  die  Gleichungen  24) — 27)  ist  das  System  der  Beschleuni- 
gnngiphase  bestimmt. 

In  der  Entwickelung  der  vorstehenden  Sätze  ist  nur  vorausgesetzt 
worden,  dass  8^,  S^  und  83  ähnliche  Systeme  seien.  Und  da  das  System 
dei  Beschleunigungsphase,  mögen  die  genannten  Lagen  discret  oder  un- 
endlich nahe  sein,  dem  System  der  Funkte  wieder  ähnlich  wird,  lassen 
lieh  die  vorstehenden  Erörterungen  unverändert  auf  zwei  getrennte  oder 
uiendlich  nahe  Beschleunigungsphasen  anwenden,  deren  Ergebniss  die 
tttiprechenden  Sätze  für  die  Beschleunigungen  dritter  Ordnung  u.  s.  w. 
nnd.  In  dieser  Weise  fortfahrend,  gelangen  wir  zur  Aufstellung  der 
folgenden,  sowohl  für  getrennte,  wie  für  unendlich  nahe  Lagen 
gdtenden  Gesetze:^ 


*  Für  beliebige  Lagen  eines  starren  Systems  von  Rittershaas,  für  die 
VM&dBch  nahen  Lagen  einee  ähnlich -veränderlichen  Systems  von  Grouard  nach- 
l^wieien.  •  Yergl.  die  angefahrten  Orte. 
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^^^^»^^i^^^^^  ^^^^^»»^^A<^/^^.»Si^^^i^^^»^»»^»»^>^«^»  ^  .#^^rf^^^^^^^»»M»<»«^^MMM<»M^^M^<M<*M»<M^^»^» 


28)  Die  Endpunkte  für  die  Beschleunigungen  beliebiger 
Ordnung  der  Punkte  eines  äbnlich-^verftnderlichen  Systems 
S  bilden  ein  zu.S  ähnliches  System. 

Aus  diesem  allgemeinen  Satze  ergiebt  sich: 

29)  Der  geometrische  Ort  aller  Punkte,  für  welche  die 
Beschleunigungen  zweier  gleicher  oder  verschiedener  Ord- 
nungen einen  bestimmten  Winkel  bilden,  ist  ein  Kreis  durch 
die  Pole  dieser  Beschleunigungen.  Der  Schnittwinkel  zweier 
derartiger,  durch  die  beiden  gleichen  Pole  gehenden  Kreise 
ist  gleich  der  Differenz  der  zu  diesen  Kreisen  gehörigen, 
von  den  Beschleunigungen  gebildeten  Winkel. 

§5. 

Im  Folgenden  soll  die  Krümmung  der  durch  einen  Punkt  des  ähn- 
lich-veränderlichen Systems  beschriebenen  Trajectorie  bestimmt  werden. 
(Fig.  2.) 

Ein  Punkt  Q  des  ähnlich -veränderlichen  Systems  habe  in  drei  auf- 
einanderfolgenden Zeitmomenten  die  Lagen  iß^,  Q^^  Q^  angenommen.  Die 
Geschwindigkeitspole  zur  Ueberführung  von  Q^  nach  Q^^  und  von  Q^  nach 
^3  seien  wieder  Py<^  und  P^^  die  zugehörigen  Drehungen  ^,2  und  ^^s* 
Femer  werde  L  Pi%OiO%  mit  q>i^^  L  PisOiOs  i^i^  T'ss  bezeichnet.  Die  Radii 
vectores  Pi^Oi  ntid  P^Oi  seien  r^  und  r^. 

Die  Verbindungslinien  QiQ^  tind  ^2  03  gehen  in  der  Grenzlage  in 
eine  Gerade  über^  welche  mit  dem  Radius  vector  des  Punktes  Q2  den 
momentanen  Gescbwindigkeitswinkel  bildet  und  die  Tangeute  der  von 
diesem  Punkte  beschriebenen  Trajectorie  ist.  Nennen  wir  diesen  mo- 
mentanen Geschwiudigkeitswinkel  <p,  so  ergiebt  sich  für  das  Grenzver- 
hältniss  der  linearen  Aenderung  des  Systems  — coigq>,dd^^  wenn  rfO  die 
zugehörige  unendlich  kleine  Drehung,  also  die  Grenze  der  aufeinander- 
folgenden Drehungen  ^^^  ^^^  ^28  bedeutet. 

Hiemach  folgt  ans  Dreieck  Pjg  Q^  Q^  bis  auf  Grössen  höherer  Ordnung 

"    *    *  Tj  sin  O-jg 

oder 

coig  /^, j  Ö2  Ol  =  '^  -#  —  coig  gpjg  •       ^^ 


2  shi  {>jjj 

Für  unendlich  kleine  Drehungen  ist  ^^1202^1  ^^^  *^^  unendlich  kleine 
Grössen  gleich  180  — g^jg;  es  sei 

^^20201=  180-912  +  ^1, 
so  müsste  sein 

coig  Pig  02  öl  =  -  coig  tp^^  -  -^-|i— , 

stn  (p.^ 

demnach 
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Wvi  LP^Q^Q^  gleich  9>2s"^^a  gesetzt,   ergiebt  sich  durch  eine  entspre- 
ehende  Bechnang 

HieruB  folgt  für  die  Grösse  des  von  O1O2  tind  Q^Os  gebildeten  Contin- 
geoswinkels  dx^  wenn  die  Grenze  für  L  Pi%Q%P%^  mit  du  bezeichnet  wird, 

und  da  sich,  statt  O^,  ^^^  ^28  ^^^  Differential  dd^  einführend, 

eigiebt,  folgt 

30)  dT^^d^—dfp  —  dn. 

d%  ist  für  alle  Punkte  in  der  Peripherie  eines  die  Poltangente  P^j  ^2s  ^^ 
Pol  berührenden  Kreises  constant.     Demnach  folgt: 

31)  Für  alle  Punkte  einer  die  Poltangente  im  Pol  berüh- 
renden Kreislinie  ist  der  Contingenzwinkel  der  beschriebe- 
nen Trajectorie  constant. 

Der  Satz  gilt  auch  für  discrete  Lagen;  vergl.  §  2,  4. 
Diejenige  Kreislinie,  für  welche  der  Contingenzwinkel  verschwindet, 
bildet  den  Wendekreis  des  Systems.     Für  diesen  ist  also 

dx  =  d^  —  dg>. 

Wird  die  Fortschreitung  des  Geschwindigkeitspoles,   ^12  ^28«   ™^^  ^^  ^^~ 
leiehnet,  folgt  für  den  Durchmesser  des  Wendekreises 

«Av  ^  du 

Für  die  Punkte  der  Poltangente  wird  rfx  =  0,  daher  dT.s=d^  — dy. 

Die  zur  Trajectorie   des   Punktes  Q2   errichtete  Normale   bildet  mit 

dem  Radius  vector  dieses  Punktes  einen  constanten  Winkel,  nämlich  das 

Complement  des  Geschwindigkeits winkeis.     Der  Krümmungsradius  q  der 

Trajectorie  wird* 

33)  a . 

hgdsss— — .d^,  also  ds  mit  r  proportional  ist,  folgt,  dass  die  Krüm- 
mt (p 

iDQngsmittelpunkte    für   die   Trajectorien ,    welche   die   Punkte   eines   die 

Poltangente    im    Pol    berührenden    Kreises    beschreiben,    ein    zu    diesen 

unkten  ähnliches  System  bilden.     Einer  dieser  Kreise  degenerirt  in  die 

PolUngente  P^^P^:  ** 


*  In.  ähnlicher  Form  zuerst  von  Grouard  aufgestellt.     Vergl.  L^ Institut, 
IWÄ8.84. 

^  Von  Bnrmester  gefonden.    Vergl.    Civilingenieor,  XXIV.  Bd.  2.Hr 
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Wir  werden  zanächst  zeigen,  dass  in  jedem  beliebig  veränderlichen 
System  die  Enveloppe  einer  Curve  C  mit  der  Enveloppe  der  Bahnen, 
welche  die  Pnnkte  von  C  beschreiben,  zusammenfällt. 

Einem  Punkte  ti,  rv  der  festen  Ebene  entspreche  in  jeder  Lage  des 
veränderlichen,  bewegten  Systems  ein  Punkt  xy  derart,  dass 

X  =  F(m,  w,  /),  y  =  G{u,  rv,  i), 
wo  t  ein  die  Lagenänderung  des  Systems  bestimmender  Parameter  sei. 
Einer  beliebigen  Curve  tp  (u,  it;)  =  0  entspricht  in  jedem  Augenblicke  eine 
Curve  in  dem  sich  ändernden  System  der  xy,  deren  Gleichung  implicite 
durch  die  vorstehenden  Ausdrücke  für  x  und  y  dargestellt  wird,  um  die 
Einhüllende  dieser  sich  ändernden  Curve  zu  finden ,  sind  die  Gleichungen 
partiell  nach  dem  Parameter  t  zu  differentiiren ;  x  und  y  sind  also  als 
constante,  ti  und  it;  als  variable  Grössen  zu  behandeln.  Die  abgeleiteten 
Gleichungen  lauten 

dF  dF  dF  ^       dG  dG  9G 

^.du  +  ^.dw  +  ^.dtr=.0,       l^,du+^.dw+^.di=:0, 

du  cw  dt  du  ow  dt 

du  drv 

Diese  drei  Gleichungen  liefern  durch  die  Elimination  der  Differentiale 
eine  neue  Gleichung  zwischen  ti,  w,  t,  welche  in  Verbindung  mit  den 
Gleichungen  für  x  und  y  und  q>{u,rv)  =  0  die  Gleichung  der  Enveloppe 
zwischen  x,  y  finden  lässt. 

Die  vorstehenden  Gleichungen  stellen  jedoch  auch  die  Enveloppe  der 
von  einem  beliebigen  Punkte  urv  der  C  beschriebenen  Curve  dar.  Die 
von  sämmtlichen  Punkten  der  Linie  <jp(m,  w)  =  0  beschriebenen  Curven 
bilden  eine  Cnrvenschaar,  deren  Enveloppe  sich  also  durch  genau  die- 
selbe Rechnung   ergiebt,    wie  vorhin  ausgeführt  wurde.     Demnach  folgt: 

38)  Die  Enveloppe  einer  gleichzeitig  bewegten  und  ge- 
änderten Curve  ist  auch  die  Enveloppe  der  Bahnen,  welche 
die  Punkte  einer  eingehüllten  Curve  beschreiben.  Der  Be- 
rührungspunkt und  die  Tangente  zwischen  der  Enveloppe 
und  einer  Lage  der  veränderlichen,  sich  bewegenden  Curve 
fällt  mit  dem  Berührungspunkte  und  der  Tangente  der^ahn 
dieses  Berührungspunktes  zusammen. 

Indem  dieser  allgemeine  Satz  auf  das  ähnlich -veränderliche  System 
angewendet  wird,  ergiebt  sich: 

39)  Eine  ähnlich-veränderliche  Curve  wird  in  irgend  einer 
Phase  von  ihrer  Enveloppe  in  Punkten  berührt,  deren  Tan- 
genten mit  den  zugehörigen,  aus  dem  Geschwindigkeitspol 
gezogenen  Kadii  vectores  den  momentanen  Geschwindig- 
keitswinkel bilden. 

Hiernach  lässt  sich  dieser  Berührungspunkt,  wenn  die  bewegte  Curve 
eine  Gerade,  in  sehr  einfacher  Weise  construiren.     Die  Auffindung  dieses 
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/Jden  constanten  Winkel  QMV  an,   so  dass  ^QJB(sj  ^QMV  wird; 
ei  findet  also  die  Proportion  statt 

QJ:OB=OJif:Oy. 
Nach  der  Savarj' sehen  Formel  ist 

dther 
37)  r^  =  Q.QB. 

Da  LQJB  constant,  schneidet  BJ  den  Wendekreis  in  einem  festen 
Pnnkte  (B),  q  lässt  sich  demnach,  falls  dieser  Punkt  ff  gegehen,  als 
dritte  Proportionale  zn  r  nnd  QB  construiren. 

Ans  dem  Vorstehenden  ergiebt  sich  auch  eine  Lösung  der  Aufgabe, 
die  Bahnelemente  für  die  Trajectorie  eines  beliebigen  vierten  Punktes  in 
einem  ähnlich -veränderlichen  System  zu  bestimmen,  wenn  diese  Elemente 
f&r  drei  Punkte  gegeben  sind.  Der  momentane  Pol  der  Geschwindigkeit 
ergiebt  sich  zunächst  in  bekannter  Weise  durch  die  Bedingung^  dass  von 
ihm  ans  die  drei  gegebenen  Bahntangenten  unter  gleichem  Winkel  er- 
Mheinen.  Ist  P  gefunden,  so  ergeben  sich  mit  Hilfe  von  37)  die  drei 
Punkte  B  und  wir  suchen  denjenigen  Punkt  ff^  von  welchem  aus  gesehen 
die  drei  Strecken  0  B  in  B  mit  den  Sehstrahlen  gleiche  Winkel  bilden. 
Dieser  Punkt  H  liegt  im  Wendekreise;  die  Verbindungslinie  von  ff  mit 
B  schneidet  den  entsprechenden  Radius  vector  ebenfalls  in  Punkten  dieses 
Kreises.  Die  Umkehrung  des  letzten  Theiles  unserer  Construction  liefert 
tn  einem  beliebigen  vierten  Punkte  den  Krümmungsradius. 

Aus  Formel  37)  ergiebt  sich  übrigens,  dass  QB  eine  zur  Besohlen* 
nignng  des  Punktes  Q  proportionale  Grösse  darstellt. 

Die  den  Punkten  des  Wendekreises  entsprechenden  Erümmungsmit- 
telpankte  fallen  unendlich  weit;  dieselben  bilden  die  unendlich  fernen 
Pnnkte  eines  Strahlbüschels,  dessen  Mittelpunkt  auf  dem  Wendekreise 
liegt.  Ebenso  entsprechen  den  unendlich  entfernten  Punkten  des  ähnlich- 
▼erinderlichen  Systems  im  Allgemeinen  Krümmungsmittelpunkte,  welche 
die  mündlich  entfernten  Punkte  eines  Strahlbüscbels  bilden ,  dessen  Mit- 
telpunkt auf  einem  Kreise  liegt,  welcher  in  Bezug  auf  die  Poltangente 
nn  Wendekreise  symmetrisch  ist. 

§  6. 
Hit  dem  ähnlich -veränderlichen  System  S  bewege  sich  (Fig.  5)  eine 
Cirre  C^  deren  Dimension  und  Lage  sich  also  nach  den  Gesetzen  der 
Bewegung  von  S  ändere.  Die  aufeinanderfolgenden  Lagen,  welche  C 
eJOBimmty  werden  von  einer  Enveloppe  umhüllt,  deren  Elemente  sich,  wie 
^  nachweisen  werden ,  in  jedem  Augenblicke  durch  die  Elemente  be- 
*ättien,  welche  zum  berührten  Punkte  der  eingehüllten  Cuive  ^eXilSif^v 

tii^ätoifl  LMaihmamtik  u,  JPbf»£k  XXIV,  3. 
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h  dieser  Gleichnng  sind  bei  Bestimmung  von  dy  r^,  ^  und  y  als  Va- 
riible,  fe  als  eine  Constante  anzusehen. 

Wird  der  Krümmungsmittßlpunkt  der  Enveloppe  mit  M,^  die  Strecke 
MfO^  mit  R  bezeichnet,  folgt  also 

^^  ds^.siny 

i«  42)  folgt  d^^dg>^d.,^dy 

'      fj  siny  8tny  r^  '^      stnq>  *  ''i 

dther 

4ax      »  ^« {r,siny)Kd& 

•   r^stny{d^'-dqf)'-QcSmq>d{p'-cos{a^  —  y).du 
Ef  ist 

cosia^—y)  =  cos(a  — (90  —  O^PO))  =  5t>i(ai  +  0,  Pß)  =  m«, 

5ma .  du=sr,dnj 

wo  ds  der  Winkel,  unter  welchem  die  unendlich  nahen  Pole  P^^  ^^^  ^23 
▼OB  0,  aus  erscheinen.     Daher 

n    ..„^ {r,siny)Kd& 

r^8my(d&  —  dq>)  —  Qe*^*^fpdq)  —  r  d% 
Ans  APOfOi  folgt 

Tj  .  siny  +  Qe.sin(p  =  r, 
daher 

44)  Ä.lfnq[)=— — ^^  '     ^   / : tt-. 

Ffir  den  Krümmungsradius  q  der  vom  Punkte  Q^  beschriebenen  Tra- 
jeetorie  folgt  nach  §  5,  33)  oder  nach  44) 

r.d^ 

daher 

R.  sin  (per:  -5 — Li L^ . 

r*      1 

— .  -T Pc  •  stn  w 

Q    stng> 

Die  Grösse  —  ist  die  vorhin  betrachtete  Strecke  Q^  B.  also 
9 

Die  Ermittelung  von  B  nach  vorstehender  Formel  stellt 
^iDe  einfache,  zusammenhängende  Construction  dar. 

Aus  Formel  44)  folgt  noch  ein  allgemeiner  Satz  Über  die  Krüm- 
Bugsmittelpunkte  der  Enveloppen.  Für  die  Punkte  einer,  die  Poltan- 
gente  im  Pol  berührenden  Kreislinie  wird  dx  con staut.  Falls  daher  alle 
Dteiecke  PQ^O^^  welche  mit  ihrer  Spitze  Q^  in  einer  solchen  Kreislinie 
'i'gni,  Ihnlich  sind,  folgt  aus  Formel  44),  dass  R  und  daher  auch  R  +  Qc 
■tt  r  proportional  iat.     Da  femer  LP^  ^    --»"«tunt,  ergiebt  sich: 


.»m^m 
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46)  Bilden  die  Berührungspunkte  der  eingehüllten  Cur- 
ven  mit  ihren  Enveloppen  eine  die  Poltangente  im  Pol  be- 
rührende Kreislinie,  und  sind  die  Krümmungsradien  der  ein- 
gehüllten Curvenelemente  den  Radii  vectores  der  Berüh- 
rungspunkte proportional,  jso  fallen  die  Krümmungsmittel- 
punkte der  einhüllenden  Curven'  in  eine  durch  den  Ge- 
schwindigkeitspol gehende  Kreislinie. 

In  diesem  Falle  bilden  auch  die  Krümmungsmittel  punkte  der  ein- 
gehüllten Curvenelemente  einen  durch  den  Pol  laufenden  Kreis. 

Für  starre  Systeme  folgt,  da  für  diese  dq>.=  Oj  7^  =  90^  aus  43)  der 
bekannte  Satz,  dass  der  Krümmungsmittelpunkt  der  £!nveloppe  zusam- 
menfällt mit  dem  Krümmungsmittelpunkte  derjenigen  Trajectorie,  welche 
der  momentane  Krümmungsmittelpunkt  der  eingehüllten  Gurre  beschreibt. 

m 

Der  durch  0,,  ^2  ^^^  ^  gelegte  Kreis  ist  der  geometrische  Ort  für 
die  Berührungspunkte  aller  um  0^  gelegten  concentrischen  Kreise  mit  ihren 
Enveloppen;  der  geomet-rische  Ort  der  Krümmungsmittelpunkte 
der  einhüllenden  Gurvenelemente  soll  gefunden  werden.  Zu 
diesem  Zwecke  gehen  wir  auf  Formel  43)  zurück.  Ersetzt  man  in  der- 
selben Qc  durch  r.  — r  ,  so  ersieht  sich 
^  ^cos<p  ° 

A  cos  y  -f  B  siny^ 

wo  A  und  B  constante  Grössen  bedeuten,  welche  von  der  Lage  des  ähn- 
lich-veränderlichen Systems  und  des  Punktes  0^  gegen  den  Pol  P  ab- 
hängen. Wählt  man  die  nach  rückwärts  verlängerte  Bahntangente  des 
Punktes  0^  zur  ^-Axe  eines  rechtwinkligen  Coordinatensystems,  ergiebt 
sich  für  die  Gleichung  der  Curve  der  Krümmungsmittelpunkte 

x^  +  y^ 

47)  Die    Mittelpunkte    bilden    also    im    Allgemeinen    eine 
Curve  dritter  Ordnung. 

Für  starre  Systeme  degenerirt  diese  Curve  in  einen  Punkt. 

Die  Formel  43)  erlaubt  eine  specielle  Anwendung  zur  Bestimmung 
des  Krümmungsradius  der  Polcurve.  Nennen  wir  diesen  S^x?  ^^^  gleich- 
gerichteten Halbmesser  der  Polbabn  dtjt  ^^  ergiebt  sich  nach  der  erwähn- 
ten Formel 

.^_5^v. SR,«5i>iV.rf^ 

^Jts      Ji^stfitp^^  5,>,y(d^  -  dfp)  -  %  sinq>dg>  +  du  ' 

da  a  =  3  ^ .  Da  femer  für  diesen  speciellen  Fall  Z.  (^g  ^j  ^  =  y  +  9  =  0, 
folgt  y.zsz^gf^  und  es  ergiebt  sich  nach  einigen  leichten  Umforman^f 
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^v  sintp      J 1^ 

^  du  ^yi,     % 

Diese  Formel  bildet  eine  Ergänzung  zu  der  §  5 ,  36)  entwickelten  Er- 
weüeraiig  der  Savary' sehen  Formel  für  ähnlich -veränderliche  Systeme. 
Dieselbe  kann  demnach  auch  geschrieben  werden 

Wirdd9s=0,  nimmt  diese  Gleichung  die  bei  Aufstellung  der  Savary- 
lehen  Formel  ftir  starre  Systeme  gewöhnliche  Gestalt  an. 

Damit  d9>  =  0,  ist  übrigens  nicht  nöthig,  dass  das  bewegte  System 
eio  starres,  also  9>  =  90^  sei;  es  genttgt,  dass  4p  constant  bleibe,  also 
die  linearen  Dimensionen  des  bewegten  Systems  proportional  zur 
Drehiing  desselben  wachsen. 

§7. 

Ans  Formel  44) 

(rj  sinyydd- 


R  •  sin  q>  = 


r{d^^dg>^dx)  —  Qe.sinq)  d^ 

ergiebt  sich  für  den  Krümmungshalbmesser  ^#  =  ^  +  ^o  der  einhüllenden 

Cnrve 

r .  ^fl  (rf^  —  rfg)  —  dx)  sin  <p  +  (r^*  sin^y  —  g^c  *««*  (p)'dd^ 

^..sintp  ;  r  (dd-  —  dq)--  dn)  -  g^.sin tp  d&  ' 

Es  ist  nach  42) 

Tj*  sin^y  —  ^*o  sin^  (p  =  r^^  —  p*c  =  ''^  —  2  ^c  •  '*  •  sin  q>. 
Beut  man  diesen  Werth  in  die  für  Qe  gefundene  Gleichung  ein  und  lässt 
fei  unter  Beibehaltung   der  einmal  gewählten  Richtung,   ins  Unendliche 
nnehmen,  die  eingehüllte  Cnrve  also  zu  einer  Geraden  werden,  folgt 

r(d^  — rfg)  — rfx)  — 2rrf^  r      d'&  +  dip  +  dx 

—  d9  sinq>  d^ 

oder,  das  Bogendifferential  der  vom  Berührungspunkte  beschriebenen  Tra- 
jectorie  mit  ds  bezeichnend, 

«)         «•=^;•{'+^^S)• 

1^0  Toratehende  Formel  liefert  den  Krümmungsradius  Qe  der  zu  einer 
Oenden  des  ähnlich -veränderlichen  Systems  gehörigen  Enveloppe.  -Die- 
selbe ISsst  sich  auch  ohne  Kenntniss  der  allgemeinen  Formel  durch  die 
^^tnehtung  dreier  sich  folgender  Lagen  der  eingehüllten  Geraden  er- 
fflitteh.* 


*  In  der  zuletzt  erwähnten  Weise  wurde  die  Formel  von  Grouard  her- 
tPUki.   VergL  VInstüut,  1869  S.  84. 
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._.    -  _  _       ,        du.smet 

Aus  49)  folgt,   da  rf«= , 

r 

^d»  l      ,      d» 

...  y    ,^._. 

du  du 

.  sin  a  bedeutet  die  Sehne,  welche  ein  mit  dem  Durchmesser 


^d&  ^rfO 

geschlagener  und  die  Poltangente  im  Pol  berührender  Kreis  auf  dem 
Radius  vector  des  Berührungspunktes  abschneidet.  Diese  Sehne  werde 
mit  e  bezeichnet ;,  schlagen  wir  den  Kreis  nach  entgegengesetzter  Rich- 
tung wie  den  Wendekreis  ( j^<l  vorausgesetzt  j «  so  bildet  sich  in  der 

Figur  auf  dem  Radius  vector  die  Strecke  r  +  e.    Eis  ist  ^e= — : (''  +  ^)i 

stn  (p 

daher  erhält  man,  den  neugefundenen  Kreis  als  Rückkehrkreis  ein- 
führend, den  Satz: 

50)  Die  Dreiecke,  welche  der  Krümmungsradius  (0ife)  der 
zu  einer  Geraden  gehörigen  £nveloppe  und  die  von  der  ein- 
gehüllten Geraden  und  dem  zweiten  Schnittpunkte  des 
Rückkehrkreises  {ü)  begrenzte  Strecke  {QU)  des  Radius  vec- 
tor bilden,  sind  einander  ähnlich. 

Dieser  Satz  erlaubt  eine  sehr  einfache  Construction  für  den  Krüm- 
mnngsmittelpunkt  M,  der  betrachteten  Enveloppe.  Die  dritte  Seite  des 
eben  betrachteten  Dreiecks,  nämlicli  die  Verbindungslinie  ihres  Krüm- 
mungsmittelpunktes Mg  mit  dem  Punkte  (^),  in  welchem  der  Radius  vec- 
tor den  Rückkehrkreis  trifft,  schneidet  letzteren  Kreis  in  einem  festen 
Punkte  (J7i). 

Aus  Satz  50)  fliesst  folgender  specielle  Satz: 

51)  Diejenigen  Enveloppen,  welche  die  von  ihnen  ein- 
gehüllten Geraden  in  einem  Punkte  des  Rückkehrkreises 
berühren,  bilden  in  diesem  einen  Rückkebrpunkt  ((>^=0). 

Diese  Eigenschaft  rechtfertigt  die  Bezeichnung  des  Rückkehrkreises. 

Die  Berührungspunkte  aller  Strahlen  eines  Büschels  bilden  einen 
durch  den  Pol  und  den  Mittelpunkt  des  Büschels  laufenden  Kreis.  Daher 
bilden  auch  die  Krümmungsradien  der  zugehörigen  Enveloppen  {QMg) 
ein  Strahlbüschel.     Und  da  LQMgU  constant  ist,  folgt: 

52)  Die  Krümmungsmittelpunkte  der  Enveloppen  aller 
durch  einen  Punkt  laufenden  Geraden  bilden  eine  Kreisliniei 
welche  durch  den  festen   F^unkt  H^  des  Rückkehrkreises  geht. 
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53)  Die  Krümmangsmittelpunkte  der  Enveloppen  paral- 
leler Geraden  liegen  auf  einer  Geraden,  welche  durch  den 
feiten  Punkt  H^  des  Bückkehrkreises  geht. 

Die  Sätze  51)— 53)  sind  die  Grenzfälle  der  in  §  3,  11)  und  17) 
flir  eodliefae  Systeme  hergeleiteten  Sätze.  Aus  diesen  ergiebt  sich  auch, 
din  der  Bückkehrkreis  die  Grenze  des  durch  P^,,  P^^  und  P^  gelegten 
Kreises  ist. 

Der  Krümmungsradius  für  die  Trajectorie^  welche  der  momentane 
Berfihnmgspunkt  einer  Geraden  beschreibt,  ist 

ds  1 


^  = 


rf^*         dq>      dx 


Dt  für  alle  Punkte  einer  die  Poltangente  im  Pol  berührenden  Kreis- 
linie  •--  constant,  folgt  durch  Vergleichung  der  für  q  und  q,  geltenden 

Audrficke-: 

54)  Die  Krümmungsradien  der  Enveloppen  aller  Geraden, 
welche  ihre  Enveloppe  in  der  Peripherie  eines,  die  Poltan- 
gente  im  Pol  berührenden  Kreises  tangiren,  haben  zum 
Krflmmungsradius  der  von  diesem  Berührungspunkte  be- 
lehriebenen  Trajectorie  ein  festes  Verhältniss. 

Dieser  Satz  ist,  wie  man  sich  leicht  überzeugt,  nur  der  Specialfall 
des  in  §  6,  46)  entwickelten  allgemeinen  Satzes  für  ^«  =  00.  Die  zu 
einer  Kreislinie  gehörigen  Geraden  bilden  ein  Strahlbüschel ,  dessen  Mit- 
telpunkt in  den  Schnittpunkt  dieser  Kreislinie  mit  der  Beschleunigungs- 
riebtong  des  Pols  Hlllt.  Der  diesem  Strahlbüschel  entsprechende  Kreis, 
vekher  die  Krümmuugsmittelpunkte  der  zugehörigen  Enveloppen  enthält, 
geht  in  diesem  speciellen  Falle  durch  den  Pol.  Für  das  constante  Yer- 
^^ies  der  Krümmungsradien  ergiebt  sich 


Q 

Wird  rfx=a  —  dq>y  folgt  ^«s=p.  Bei  gehöriger  Berücksichtigung  der 
Voiseichen  folgt,  dass  dieser  Über  du  gespannte  Winkel  —d(p  das  arith- 
OMtitche  Mittel  der  durch  den  Wendekreis  und  den  Rückkehrkreis  Über 
'v  gespannten  Winkel  ist.  Und  da  diese  über  du  liegenden  Winkel  sich 
^to^kehrt  wie  die  Durchmesser  der  zugehörigen  Kreislinien  verhalten, 
•'gJebt  sich: 

55)  Für  die  Punkte  derjenigen,  die  Poltangente  im  Pol 
»erfihrenden  Kreislinie,  deren  Durchmesser  das  harmo- 
Biiehe  Mittel  zu  den  Durchmessern  des  Wende-  und  Bück- 
^ekrkreises    bildet,    fallen    der  Krümmungsradius'    ''        ^-a- 
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jectorie  und   der  in   diesem  Punkte   die   erzeugende  Gerad»^ 
berührenden  Enveloppe  zusammen.* 

Wir  bezeichnen  diesen  Kreis  als  den  ausgezeichneten  Kreis  de 
Bewegungsphase.     Bei  starren  und  denjenigen  ähnlich -veränderlichen  Sy — 
stemen,  für  welche  dg>=^0^  fallt  dieser  Kreis  mit  der  Poltangente  zusammen-a 

Die  Krümmungsradien   für   die  Punkte    dieses  Kreises   drücken  sie 
in    einer    bemerkenswerth    einfachen   Weise    aus.     Es   ergieht   sich,    d 

ds         r 

Q=Qe  = 


dd'      sin  g> 

Die  Krümmungsmittelpunkte  fallen  in  die  im  Pol  zum  Radius  vector 
errichtete  Senkrechte. 

Ebenso  ergieht  sich  für  die  Krümmungsradien  "(ler  Enveloppen  der- 
jenigen Geraden,  welche  ihre  Enveloppe  in  der  Peripherie  des  Wende- 
kreises berühren  (rf  x  =  rf  ^  —  ^9>) : 


d^         sing> 

Für  den  Krümmungsradius  derjenigen  Trajectorie,  welche  ein  Punkt 
des  Rückkehrkreises  beschreibt,  wird  {dx=^  —  d^  —  dg>) 

ds  r- 


d^       *  sinq> 

Wenn  sich  die  Bewegung  des  ähnlich -veränderlichen  Systems  um- 
kehrt, bleibt  das  System  der  Polcurve  fest,  während  die  Ebene  der  Pol- 
babn  sich  um  den  momentanen  Geschwindigkeitspol  dreht  und  sich  die 
vom  Pol  gemessenen  Dimensionen  in  umgekehrter  Weise  wie  vorhin 
ändern.  Da  die  momentane  Vergrösserung  der  Längeneinheit  bei  der 
directen  Bewegung  — coigq>.d^  betrug,  folgt,  dass  bei  Umkebrung  der 
Bewegung,  durch  welche  die  Systeme  der  Polcurve  und  Polbahn  in  eine, 
einer  früheren  Lage  ähnliche  zurückgeführt  werden,  statt  (p  (180  —  qp), 
also  statt  d^>  —dq>  zu  setzen  ist.  Ferner  ist  statt  du  — du  einzuführen 
fvergl.  auch  §  6,  48),  wo  sich  SR^  und  SRg  vertauschen].  Hieraus  ergieht 
sich  mit  Hilfe  der  für  die  Durchmesser  des  Wende-  und  Rückkehrkreises 
gefundenen  Ausdrücke: 

56)  Wird  die  Bewegung  des  ähnlich-veränderlichen  Sy- 
stems umgekehrt,  so  dass  die  ähnlich-veränderliche  Polbahn 
auf  der  fest  bleibenden  Polcurve  rollt,  vertauschen  sich 
Wende-  und  Rückkehrkreis;  der  ausgezeichnete  Kreis  bleibt 
ungeändert. 


*  Die  Eigenschaften  dieses  Bpecieilen  Kreises  wurden  durch  Grouard  erkannt. 
Vergl.  rinstitut,  1869  S.  124. 
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'•••«'•^^< 


Ist  <f 9  =  0,  sind  Wende-  und  Rückkehrkeis  zwei  in  Bezug  auf  die 
Pohtngente  symmetrische  Kreislinien.  Für  starre  Systeme  ist  dies  ein 
ip«eieller  Fall  des  in  §  3,  14)  entwickelten,  für  drei  getrennte  Lagen 
rinef  ähnlich -veränderlichen  Systems  giltigen  Satzes. 

§8. 

Nachdem  in  den  vorhergehenden  Abschnitten  die  Ausdrücke  und 
wichtigsten  Gesetze  für  die  Krümmungsradien  der  Enveloppen,  welche 
beliebige  Curven  eines  stetig  bewegten,  ähnlich -veränderlichen  Systems 
besehreiben,  entwickelt  wurden,  betrachten  wir  noch  einige  projectivische 
Eigenschaften,  zu  welchen  die  gefundenen  Constructionen  Anlass  geben. 

Derjenige  Punkt  einer  Geraden,  in  welchem  diese  momentan  ihre 
Htlllbahn  berührt,  werde  „Gleitpunkt*^  der  Geraden  genannt.  Die 
Gleitpunkte  eines  Strahlbüschels  liegen  auf  einem  durch  den  Pol  und 
seinen  Mittelpunkt  gehenden  Kreise,  welcher  mit  K^,  während  der  von  den 
zugehörigen  Krümmungsmittel  punkten  der  Hüllbahnen  gebildete  Kreis  mit 
Kn  bezeichnet  werde.  Ein  die  Poltangente  im  Pol  berührender  Kreis 
heiisei^tt  der  ähnliche  durch  P  gehende  Kreis,  welcher  die  Krümmungs- 
mittelpunkte der  Trajectorien  enthält,  welche  seine  Punkte  beschreiben, 
ij.    Femer  werde  das  System  der  bewegten  Punkte  mit  E  bezeichnet. 

Zunächst  folgt  durch  eine  Betrachtung,  wie  sie  schon  in  §  3  durch- 
gefthrt  wurde: 

57)    Die  Mittelpunkte  der  Kreise  K^  und  K»,  bilden  ein  zum 
System  der  bewegten  Punkte  ähnliches  System. 

Eine  durch  den  Pol  gezogene  Gerade,  welche  mit  der  Poltangente 
den  Oeschwindigkeitswinkel  q>  bildet,  schneide  den  Wendekreis  in  K^ 
den  Bückkehrkreis  in  S,  Der  Gleitpunkt  jeder  durch  ^S*  gehenden  Ge- 
nien fiült  mit  dem  zugehörigen  Krümmungsmittelpunkte  der  von  dieser 
beschriebenen  Hüllbahn  in  dem  zweiten  Schnittpunkte  der  Geraden  mit 
dem  Rückkehrkreise  zusammen.  Der  sich  selbst  entsprechende  Schnitt- 
punkt Z  der  zwei  zum  Punkte  Q  gehörigen  Kreise  K^  und  Km  liegt  daher 
^^  dem  Rflckkehrkreise  in  der  Geraden  QS,  Sollen  sich  diese  Kreise 
beriihren,  also  ihre  Schnittpunkte  zusammenfallen,  muss  sich  Q  wieder 
*vf  einem  Kreise  befinden ,  dessen  Punktsystem  dem  des  Rückkehrkreises 
ttnlich  ist.  (Vergl.  §  3.)  Dieser  Kreis  lässt  sich  jedoch  im  Falle  der 
•*^gen  Bewegung  näher  bestimmen.  Die  Punkte  ö>  ^  und  P  müssen 
nSolich  ein  Dreieck  bilden,  dessen  Winkel  bei  Z  gleich  q>y  bezüglich 
(180^9),  bei  P  ein  rechter  ist.  Da  also  Dreieck  PQZ  bei  P  einen 
'Mhten  Winkel  enthält,  folgt,  dass  der  Mittelpunkt  von  Kg  in  die  Ge- 
^^  OZ  fällt.  Diese  Gerade  muss  demnach  auch  den  Mittelpunkt  von 
^«  enthalten  und,  als  Verbindungslinie  von  Q  mit  Z,  durch  S  gehen. 
^M  Letztere  ergiebt  sich  übrigens  auch  daraus,  dass  L  OZP=  ISO —  q) 
''^i  weiter  folgt  hieraus,  dass  die  an  den  P  *^kt  d^i  Kx^vä^ 
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K^  und  Kjw  gelegten  Tangenten  ein  Strahlbüschel  bilden,  dessen  Mittel- 
punkt der  Gegenpunkt  von  S  auf  dem  Rtickkehrkreise  ist. 

Da  also  in  diesem  Falle  sich  auf  jeder  durch  S  gehenden  Geraden 
drei  homologe  Punkte  der  drei  besprochenen  ähnlichen  Systeme  finden, 
folgt : 

58)  Der  Kreis  derjenigen  Punkte  in  2^,  deren  zugehörige 
Kreise  K»,  und  K^  einander  berühren,  ist  der  Wendekreis  der 
drei  ähnlichen  Systeme,  welche  ^  und  die  Mittelpunkte  yon 
JS^g  und  Km  bilden;  und  Punkt  S  ist  der  Träger  derjenigen 
Geraden,  welche  drei  homologe  Punkte  dieser  Systeme 
enthalten. 

Befindet  sich  der  Mittelpunkt  eines  Strahlbüschels  auf  der  Geraden 
SPK ^  so  berührt  der  Kreis  der  Gleitpunkte  K^  die  Poltangente,  und  die 
Normale  der  von  einem  Strahl  beschriebenen  Enveloppe  fällt  mit  der 
Normalen  der  vom  Gleitpunkte  dieses  Strahls  beschriebenen  Trajectorie 
zusammen.  Der  Kreis  K^,  welcher  in  diesem  Falle  auch  als  Kt  bezeich- 
net werden  kann,  ist  also  sowohl  dem  durch  P  gehenden  Kreise  Km« 
welcher  die  Krümmungsmittel  punkte  der  Enveloppen ,  wie  zum  Kreise  if«, 
welcher  die  Krümmungsmittelpunkte  der  Trajectorien  enthält,  ähnlich, 
und  diese  beiden  Krümmungsmittelpunkte  fallen  mit  dem  bewegten  Punkte 
in  eine  Gerade.     Hieraus  folgt: 

Der  Mittelpunkt  eines  jeden,  die  Poltangente  im  Pol  berührenden 
Kreises  Kt  fällt  mit  den  Mittelpunkten  der  Kreise  K^  und  Ko  in  eine 
Gerade,  welche  mit  der  Poltangente  den  Geschwindigkeitswinkel  tp  bildet. 

Das   Verbältniss  zwischen    den    Entfernungen    der  Mittelpunkte   von 

Km    nnd    Ko    vom    Mittelpunkte    des   Kreises   Kt    ist    nach    §   7    gleich 

(dq>      (ixV 
1  — (  —  +—).     Wird  Kt   zum   ausgezeichneten  Kreise,    fallen  K«,  und 

Ko  zusammen. 

Die  Mittelpunkte  der  den  Kreisen  Kt  entsprechenden  Kreise  K^ 
fallen  nach  §  7  in  eine  Gerade,  welche  den  Mittelpunkt  des  Rückkehr- 
kreises enthält. 

Nach   §  5   ist  für  die  Trajectorien,    welche   die   auf  Kt  befindlichen 

Punkte  beschreiben, 

r 
9^ 


(         il(p       dy^y 
^ \        d%      d&J 


Für  den  Winkel  /n,  welchen  die  Verbindungslinie  des  Mittelpunktes  von 
Ko  und  P  mit  der  zur  Poltangente  Senkrechten  bildet,  findet  eich 
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du 


nnd  da  tt  =  — 7^,  wo  D  den  DnrAimesser  von  Kt  bezeichnet,  folgt 


du_ 
coigii  =  \y^+  -TT- 1  igtP' 


ldq>       d&] 


Am  der  Fonn  dieser  Gleichung  folgt: 

59)    Die  Geraden,  welche  P  mit  den  Mittelpunkten  von  ICo* 
Terbinden,  bilden  ein  Strahlbüschel,  welches  zur  Reihe  der 
Mittelpunkte  von  A^f  projectivisch  ist. 

Speeiell  finden  wir,  dass  entspricht: 
dem  Mittelpunkte  des  Wendekreises  die  Linie  SPK\ 
dem  Qsendlich   fernen  Punkte  eine  Senkrechte  zu   derjenigen  Geraden, 
welche   die  Krümmungsmittelpunkte    derjenigen  Trajectorien    enthält, 
die  Pnnkte  der  Poltangente  beschreiben ; 
dem  ausgezeichneten  Kreise  die  Poltangente; 
dem  Pole  P  die  Senkrechte  zur  Pol  tan  gen  te. 

Die  Mittelpunkte  der  Kreise  Kq  bilden  nach  dem  gefundenen  Satze 
die Schnittcnrve  zweier  projectivischen  Strahlenbüschel,  nftmlich  des  eben 
entwickelten  und  eines  durch  die  Mittelpunkte  der  Kreise  Et  bestimmten 
Parallelstrahlenbüschels ,  dessen  Strahlen  parallel  zu  SPK  laufen.  Da 
Air  den  Mittelpunkt  des  Wendekreises  und  für  ein  unendlich  grosses  D 
der  Mittelpunkt  von  Kq  unendlich  weit  fällt,  finden  wir: 

60)  Der  geometrische  Ort  für  die  Mittelpunkte  der  Kreise 
A«  ist  eine  Hyperbel,  welche  im  Pol  normal  zur  Poltan- 
gente steht. 

Die  Asymptoten  dieser  Hyperbel  sind  nach  dem  Vorstehenden  be- 
stimmt. Der  zweit£  Schnittpunkt  dieser  Hyperbel  mit  der  Poltangente 
ut  der  Mittelpunkt  desjenigen  Kreises  A^o  oder  Km^  welcher  dem  aus- 
geseichneten  Kreise  entspricht.  Durch  diese  Hyperbel  ist  die  Bewegung 
des  ihnlich -veränderlichen  Systems  völlig  bestimmt,  und  die  verschiede- 
nen Aufgaben ,  welche  durch  verschiedene  Angaben  zur  Bestimmung  eines 
lolcben  gestellt  werden,  sind  mit  der  Construction  der  eben  gefundenen 
Hyperbel  gelöst. 

Ist  das  betrachtete  System  ein  starres,  also  die  Bewegung  beständig 
eine  drehende  (9  =  90^),  fällt  diese  Hyperbel  mit  der  Senkrechten  zur 
Poltangente  zusammen. 

Wird  q>  momentan  gleich  Null,  also  die  Bewegung  augenblicklich 
^6  rein  gleitende ,  so  treten  die  in  den  letzten  Abschnitten  entwickelten 
Formeln  für  die  Krümmungsradien  in  der  Form  0 .  oo  auf.  Um  diese 
Unbestimmtheit  zu  heben,  kann  inan  die  in  §  1  erwähnte  lineare  Yer- 
indening  des  Systems  dA  =  —  cotgtp.dQ'  statt  dd^  in  die  Formeln  ein- 
ÄreiL 
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Ist  g>  beständig  gleich  Null ,  die  Bewegung  also  eine  beständig  glei- 
tende, so  fallen  die  beschriebenen  T^jectorien  momentan  in  die  zngeböri- 
gen  Verbindnngsstrahlen  mit  dem  Pol.     Für  den  KrQmmangsradius  einer 

Trajectorie  erhält  man 

dl  r« 

-stna 

derselbe  wird  also  für  eine  bestimmte  Lage  des  Leitstrahls  dem  Quadrat 
desselben    proportional.      Der    Rückkehr-,    der    Wende-    und    der    aus- 
gezeichnete Kreis  reduciren  sich  in  diesem  speciellen  Falle  auf  die  Pol 
tangente.     Die  Hyperbel,  welche  die  Mittelpunkte  der  Kreise  ifo  enthält, 
geht  in  eine  Parabel  Über,  deren  Axe  die  Poltangente  bildet  und  deren 

du 
Parameter  l.-rr  ist. 
*    dX 


X. 

Die  Involution  auf  einer  Baumearve  dritter  Ordnung 
und  der  daraus  entstehende  Complex. 

Von 

Dr.  Weiler 

In  Zttrlch- Hottingen. 


Die  Punkte  einer  Ranmcnrve  dritter  Ordnung  C^  lasseu  sich  zu  In- 
volutionen gruppiren.  Legt  man  nämlich  durch  eine  ihrer  Secanten  ein 
involutorisches  Ehenenbüschel,  so  schneiden  dessen  Ebenenpaare  die  C^ 
in  Punktepaaren  einer  Involution.  Umgekehrt  erzeugt  jede  Involution 
auf  der  C^  mit  jeder  ihrer  Secanten  ein  involutorisches  Ebenenbüschel. 

Die  C^  wird  aus  irgend  einem  Raumpunkte  auf  eine  beliebige  Ebene 
als  Curve  C^  dritter  Ordnung  mit  Doppelpunkt  D  projicirt.  Die  Bilder 
der  Involutionspaare  91,  91';  35,  83'  etc.  auf  der  C^^  sind  Paare  A^  Ä\ 
B^  ß  etc.  einer  Involution  auf  der  C^,  Die  Yerbindungsstrahlen  dieser 
letzteren  Paare  mit  D  bilden  ein  involutorisches  Strahlbüschel. 

In  den  Paaren  91,  91'  etc.  auf  der  C{  ziehe  man  an  sie  die  Tan- 
genten a,  a'  etc.  Diese  bilden  die  developpable  Fläche  D^'  der  C^  und 
sind  ebenfalls  in  Involution.  Eine  beliebige  Ebene  schneidet  D^  in  einer 
Curve  C^  dritter  Classe  mit  Doppeltangente  d,  Ihre  Punkte  sind  zu 
Paaren  gruppirt,  desgleichen  die  Tangenten.  Die  Punktepaare  sind  die 
Schnitte  mit  a,  a'  und  die  Tangentenpaare  die  Schnitte  mit  den  Schmie- 
gungsebenen  A,  A'  der  C{  (in  91,  91').  Auf  d  entsteht  durch  die  Tan- 
gentenpaare eine  Involution. 

Nun  lassen  sich  a,  a';  b,  b'  etc.  als  Directricen  von  linearen 
Congruenzen  auffassen.  Solcher  Congruenzen  sind  einfach  unendlich 
viele;  ihre  Oesammtheit  ist  ein  Complex  und  dieser  soll  hier  näher 
untersucht  werden. 

Der  so  definirte  Complex  ist  reducibel,  denn  für  jede  der  beiden 
sieh  selbst   entsprechenden  Tangenten   f^,  \^  erhält  man  alle  sie  schnei- 


"^  Die  Doppelpunkte  der  Involution  werden  mit  $| ,  ^  \>eMiäui«^ 
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denden  Geraden  des  Raumes  an  Stelle  einer  linearen  Congmenz.     Diese 
beiden   speciellen    linearen  Complexe   werden   in  Zukunft  ausgeschieden. 

Der  Complexkegel  des  Raumpunktes  P  hat  in  einer  Ebene  E  eine 
Leitcurve,  die  auf  folgende  Weise  bestimmt  wird.  Aus  P  wird  die  C^ 
auf  E  als  C^  projicirt,  deren  Punkte  zu  der  Involution  A^  A\  B^  B'  etc.- 
gruppirt  sind.  Die  Tangenten  a,  a\  b,  b'  etc.  in  diesen  Punkten  sind 
die  Bilder  von  a,  a'  etc.  Die  Gerade  von  P  nach  dem  Schnittpunkte 
an  ist  eine  Complexgerade ,  d.  h.:  Der  Ort  des  Schnittpunktes 
entsprechender  Tangentenpaare  der  C^^  ist  die  Leitcurve  des 
Complexkegel s.  —  Da  sich  wieder  zwei  Tangenten  f^y  f^  selbst  ent- 
sprechen, so  gehören  diese  (einfach  zählend)  zum  Ort,  sie  sind  nach 
Ausschluss  der  linearen  Complexe  ebenfalls  auszuschliessen. 

Sei  nun  g  irgend  eine  Gerade  in  E.  Sie  wird  von  a,  a  in  A*^  A*' 
geschnitten.  So  oft  in  ihr  zwei  derartige  Punkte  zusammenfallen,  trifft 
g  die  Leitcurve.  Nun  gehen  aber  von  A*  vier  Tangenten  0^,  Oj,  Oj,  a^ 
an  die  ^3^  und  es  treffen  die  ihnen  entsprechenden  a'^,  a\y  a\^  a\  die 
Linie  g  in  A^\  A^\  A^\  A^\  Ebenso  gehören  zu  gegebenem  ^'  vier 
Punkte  A^y^^y  A^^  A^,  In  g  stehen  somit  die  Punkte  A^^  A^'  in 
[4,  4]  -  deutiger  Beziehung.  Somit  kommt  es  achtmal  vor,  dass  zwei  ent- 
sprechende Punkte  zusammenfallen.  Der  Ort  des  Punktes  aa  scheint 
nun  von  der  achten  Ordnung  zu  sein,  nach  Ausschluss  von  /*!,  f^  noch 
von  der  sechsten.  Infolge  des  vertauschbaren  Entsprechens  bei  der  In- 
volution wird  nun  der  Ort  zweimal  beschrieben,  wenn  die  als  a  auf- 
gefasste  Tangente  die  C^  in  ihrer  Bewegung  ganz  einhüllt.  (Die 
Punkte  aa\  bb'  fallen  zusammen,  sobald  a  =  6'  ist.)  Es  entsteht  somit 
als  Leitcurve  des  Complexkegels  eine  Curve  dritter  Ord- 
nung C*, 

Der  Punkt  aa  kann  nun  auf  die  C^  selbst  fallen.  Vom  Punkte  A 
der  C^  gehen  an  sie  noch  zwei  Tangenten  a^,  a,,  deren  entsprechende 
die  C3*  in  A\y  A^  berühren  und  ausserdem  in  A^\  A^'  schneiden.  Da 
nun  die  Beziehung  der  Punkte  A^  A*'  eine  [2,  2]  -  deutige  ist,  so  tritt  das 
Zusammenfallen  viermal  ein.  Schneiden  sich  aber  zwei  entsprechende 
Tangenten  auf  C/,  so  fallen  daselbst  A  mit  A*\  A^'  und  A*'  mit  A^ ,  A^ 
zusammen,  d.  h.:  in  unserer  Zählung  erhält  man  jeden  solchen  Punkt 
vierfach.  So  ergiebt  sich  nur  ein  Schnittpunkt  von  C^  mit  C^, 
Zwei  weitere  sind  /\,  F^  selbst,  wie  die  geometrische  Anschauung  er- 
giebt. 

So  oft  eine  Tangente  a  von  der  entsprechenden  d  in  ihrem  Berüh- 
rungspunkte A  getroffen  wird,  berührt  daselbst  die  C^  die  C^,  Bezeich- 
net man  im  Allgemeinen  den  Schnittpunkt  von  d  mit  C^  mit  ^*,  so  soll 
A  mit  A*  zusammenfallen.  A^  A*  sind  in  [1 ,  2]  -  deutiger  Beziehung, 
fallen  also  dreimal  zusammen,  wobei  jeder  Punkt  einfach  zählend  er* 
scheint.     Die  C^^  und  C^*  berühren  sich  dreimal. 
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Die  Tangenten  im  Doppelpunkte  D  ron  C^  ergeben  keine  beson* 
deren  Punkte  von  C^*,  dagegen  wird  C^  von  den  Inflexionstangenten  der 
Q^^berfihrt  (und  getrennt  davon  geschnitten). 

Hitte  C^  einen  Doppelpunkt,   so  müssten   die  vier  von  ihm  an 
C^*  gehenden  Tangenten   zwei  Involutionspaare  bilden.      Sei  diesmal  A 
der  Punkt  aa   von  C^.    Von  ihm  gehen  an  C^  noch  die  Tangenten  a^, 
^  mit  i#|,   J^  als  Berührungspunkten,     jf^   auf  C^  entspreche  A^,     Es 
wird  verlangt,   dass  A^  mit  A\  zusammenfalle.     Zu  jf^  gehören  nur  ein 
^1»  ^11  *ber  zwei  Punkte  A*  (die  Schnittpunkte  von  a^  mit  C^^  ausgenom- 
men ^a'i)*     Ebenso  gehören  zu  A^  zwei  Punkte  ^.     Die  Beziehung  A^A\ 
itt  somit  [2,  2] -deutig,  d.  h.  es  findet  viermal  Zusammenfallen  statt.    Für 
den  Fall,  dass  C^  einen  Doppelpunkt  besitzt,  kann  jede  von  ihm  aus- 
feilende Tangente  der  C^  als  a^  aufgefasst  werden,   er  führt  auf  vier- 
nudiges  Zusammenfallen   von  A^Ä^.     C^*  hat   nur  einen  Doppelpunkt. 
£ine  Spitze  würde  sie  nur  dann  enthalten ,  wenn  die  Involution  auf  C^^ 
in    Bezug  auf  ihre   Singularitäten  specialisirt  wäre,    worauf  später  ein- 
l^egtngen  wird. 

Indem  wir  in  den  Raum  zurückkehren,  dürfen  wir  den  Satz  aus- 
sprechen: Der  Complezkegel  des  Punktes  P  ist  von  der  drit- 
^^nOrdnnng,  er  besitzt  stets  eine  Doppelerzeugende,  schnei- 
d  «t  und  berührt  die  C/  je  dreimal.  Der  Complex  ist  dritter 
rdnung  und  besitzt  ^^^  ^^  ^^  einfachen  Ausnahmepunk- 
»B.  Die  Schmiegungsebenen  von  C/  berühren  die  Complex 
«gel  aus  den  in  ihnen  liegenden  Punkten  je  einfach. 

Die  Complexcurve  in  irgend  einer  Ebene  ist  dritter  Classe,  vier- 

fc^ei  Ordnung,   hat  eine  Doppeltangente   und  drei  Spitzen.     Die  Schmie- 

S^uigiebenen  <Pj ,  O^  der  C^^  in  %j^ ,  |$2  schneiden  die  Ebene  stets  in  Com- 

plexgeraden,   sie  sind  Ausnahmeebenen.     Die  Schnittpunkte  der  C/  mit 

Aer  Ebene  liegen  auf  der  Complexcurve. 

Da  der  Rang  der  C^^  gleich  vier  ist,  so  sind  drei-  oder  mehrfache 
^^plexgerade  nicht  denkbar.  Eine  solche  müsste  nämlich  mehr  wie 
^ei  entsprechende  Tangentenpaare  der  C/  treffen. 

Jeder  Complexkegel  besitzt  16  besondere  Erzeugende,  vor  Allem 
^ne  doppelte.  Um  Einiges  über  die  von  ihnen  gebildeten  Congruenzen 
^  erfahren,  lasse  man  P  in  besondere  Lagen  rücken.  Genau  das  Duale 
S^lt  jeweilen  für  die  Complexcurve  und  deren  Ebene. 

Bei  P  in  der  Geraden  5i52»  ^^  projicirt  sich  die  C/  als  C^\  deren 
^ppelpunkt  die  Vereinigung  von  F,,  F^  ist.  Die  jetzt  entstehende  63* 
(Uitcnrve  des  Complexkegels)  ist  aber  63^  selbst.  Seien  nämlich  aj,  a^ 
^e  Tom  Punkte  A  der  C3*  an  sie  gezogenen  Tangenten,  A^,  A^  ihre  Be- 
^Wttigspunkte ,  so  sind  DA^^  DA^  vertauschbar  entsprechend,  also  ein 
^it^ohtioDspaar.     Die  Doppelstrahlen  dieser  Involution  sind  d\^  Ttoi^^Ti- 
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ten  der  C^  in  D,^  Diese  Involution  stimmt  mit  der  Torigen  überein, 
womit  die  Behauptung ,  dass  C^  =  ^3*,  erwiesen  ist  —  Hieraus  ergiebt 
sich  nun:  Für  jeden  Punkt  der  Verbindungslinie  der  IutoIu« 
tionsdoppelpunkte  ^j,  %^  auf  C^  ist  der  Kegel  nach  der  C^^ 
selbst  der  Complexkegel. 

Die  Congruenz  erster  Ordnung  dritter  Classe  der  Trefigeraden  von 
C^  und  ihrer  Secante  ^^  ^$1  gehört  dem  Complez  an.  Für  den  Complex- 
kegel aus  P  folgt  daraus:  Die  drei  Strahlen  des  Complexkegels, 
welche  die  C^^  treffen,  liegen  stets  in  einer  Ebene  und  da- 
her die  sechs  paarweise  benachbarten  Eraeugenden  des 
Kegels,  welche  ebenfalls  die  C/  treffen,  auf  einem  Kegel 
zweiten  Grades.** 

Seien  X*  S9f  Si  t$  die  Schnitte  von  E  mit  C/  und  ihrer  Secante 
9i9t>  ^^  S^^^  ^^^  ^^  ^  gehörige  Complexcurve  durch  %,  93i  S.  Von 
ihnen  gehen  an  die  Complexcurve  die  Tangenten  9$,  9$,  S^,  von 
denen  zu  bemerken  ist,  dass  sie  sich  im  selben  Punkte  begegnen. 

Die  duale  Uebersetzung  des  Vorigen  ergiebt:  Die  Congmena  der 
Geraden,  welche  die  Linie  O^O^  treffen  und  zugleich  die  developpable 
Fläche  der  C{^  berühren,  gehört  zum  Complex.  Weil  O^O^  Doppeltan- 
gente der  Developpabeln  ist,  so  ist  diese  Congruenz  dritter  Ordnung 
erster  Classe  (wobei  von  den  Complexgeraden  in  den  Ausnahmeebenen 
0  abgesehen  wird).  —  Wir  fanden  oben,  dass  der  Complexkegel  des 
Punktes  P  die  drei  von  ihm  ausgehenden  Schmiegungsebenen  A,  B,  C 
der  C^  sowohl  berühre,  als  schneide.  Nach  dem  eben  Gesagten  ge- 
schiebt das  Schneiden  nach  drei  Erzengenden,  die  aus  den  Ebenen  A, 
B,  C  durch  die  von  P  nach  CPj  O^  gehende  Ebene  ausgeschnitten  wer- 
den: Die  drei  Erzeugenden  des  Complexkegels,  die  einzeln 
in  den  von  P  an  C^  gehenden  Schmiegungsebenen  sich  be- 
finden, liegen  stets  in  einer  Ebene.  (Die  Schnittpunkte  von  ^3* 
mit  den  Inflexionstangenten  von  C^  liegen  in  einer  Geraden.) 

Sei  E  die  Ebene  einer  Complexcurve ,  so  schneidet  sie  aus  der  De^ 
veloppabeln  D4^,  die  zur  C^  gehört,  eine  C^^  welche  die  Complexcurve 
in  drei  Punkten  (mit  einem  Kegelschnitte)  berührt.  Die  übrigen  drei 
einzelnen  gemeinsamen  Tangenten  von  C^  und  der  Complexcurve  gehen 
durch  einen  Punkt;  zwei  von  ihnen  sind  in  den  Ausnabmeebenen. 

Jeder  Complexkegel  und  jede  Complexcurve  enthalten  eine  Doppel- 
erzeugende.    Der  Complex  bat  somit  eine  Congruenz  ersten  Grades  von 


*  Sind  z.  B.  «/j,  «7j,  J,  die  Inflexionsstellen  einer  6V,  «i*»  «t*,  i*  die  von 
ihnen  an  Cj*  gehenden  Tangenten,  Ji*,  */t*»  *f%*  deren  ßerülirungspunkte,  so  sind 
Z>Jjk,  DJk^  drei  Paare  der  Involution,  deren  Doppelstrahlen  die  Tangenten  im 
Doppelpunkte  der  Cj*  sind. 

**  Vergl.  Salmon,  Analyt.  Geometrie  d.  höh.  ebenen  Curven,  deutsch  von 
Fiedler,  1873,  Art  81. 
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doppelten  Linien.     Zn  ihr  gehören  insbesondere  die  Geraden  SitJfs  und 
^d^,  Ausserdem  die  je  anendlich  vielen  %%\  AA^     Von  den  letzteren 
kielet  jede  Omppe  eine  Regelschaar  zweiter  Ordnung ,  beiden  sind  f^ ,  f 
gSDsiB.     Das   Vorhandensein    einer    solchen  Regelschaar    zeigt   schon, 
dasi  die  Congmena  ersten  Grades  irredacibel  ist. 

Die  eine  Erzeugung  einer  Fläche  zweiten  Grades  besteht  ans  den 
Linien  jf«  =  9  9L^  Seien  la «  la'  die  Strahlen  zweiter  Erzeugung  derselben 
Fttebe,  die  vonS,  9t'  ausgehen.  Alsdann  kommen  unter  den  ga  vor  f^ 
nnd  ^  als  Tangenten  der  C/  in  $j,  %^.  Die  /a>  'a'  bilden  eine  Involu- 
tion, deren  Doppelstrahlen  Z^,  /^  durch  $|,  ^^  gehen.  Das  windschiefe 
^neit  fit  fsf  ^9  ^  ^^  beiden  Regelflächen  %%\  AA'  angehörig.  Die 
Seiten  fj,  f,,  sowie  die,  das  genannte  Vierseit  zum  Tetraeder  ergänzen- 
den Kanten  i$iSs>  ^1^2  ^'"^  doppelte  Complexgerade,  somit  l^  und  /^ 
die  Directrieen  der  Congrnenz  der  Oomplexdoppelgeraden. 
Hierbei  kann  /|  leicht  gefunden  werden  als  die  Linie  in  0^  von  ^|  nach 
dem  Punkte  CP^  f,  etc. 

Befindet  sich  P  auf  der  Developpabeln  D^^  der  C/,  so  zerfällt  der 

Complexkegel.     Die  Projection  von  der  C^^  aus  P  ist  nunmehr  eine  Gurre 

dritten  Grades  C^^  mit  der  Spitze  S,     Sie  ist  Träger  einer  Involution  mit' 

den  Doppelpunkten  /\,  F^,     Diese  Involution   gilt  ebenso   gut  für   die 

Stuhlen  um  5,  hierbei  entspreche  a   der  Spitzen tangente  er,  a   treffe  6^3' 

in  ^.    Die  C^*  zerfällt  nun  in  die  Tangente  /  der  6*3^  in  Punkt  S'  und 

eben  Kegelschnitt,    der    die   C^^  in   zwei   Punkten   berührt,    in   F^y  F^ 

lelmeidet  und  der  durch  den  Schnittpunkt  von  a=8  mit  5'  geht.    Hierbei 

bejepien  sich  /  und   F^F^   auf  der   6^3^     Andererseits  berührt  die  In- 

iexionitangente  t  der  C^^  die  C^*  und  schneidet  sie  ausserdem  im  Punkte 

^(.   Die  zweite  Tangente  von  diesem  Punkte  an  den  Kegelschnitt  (der 

■it  I  die  C^*  bildet)    hat  ihren  Berührungspunkt    auf  der  Tangente  s 

(welche  zwei  vereinigte  Inflexionstangenten  repräsentirt).     Durch  Zusam- 

nenrficken  der  Inflexionstangenten  der  C^^  mit  ihren  Berührungspunkten 

kann  man  sich  das  Auftreten  eines  weiteren  Knotens  in  C^*  leicht  deut- 

feh  machen.     Aus  diesem  Verhalten  der  zerfallenen  C^*  ergiebt  sich  z.  B. 

^  Satz:    „Eine  Curve   dritten  Grades  mit   der  Spitze  S^   der 

Spitientangente  s  enthalte  die  Punkte  F^,  F^.    Ist  0  der  vierte 

^»rnonische  Strahl    für  s  in  Bezug  auf  SF^,  SF^,  so  trifft  er 

die  ^i'  in  einem  Punkte,    dessen  Tangente  nach  dem  dritten 

Schnittpunkte  von  F^F^  mit  derC3*  geht.*'     Der  duale  Satz  bezieht 

•ich  wf  dieselbe  Curve. 

P  liege,  wie  vorhin,  auf  der  Developpabeln  D^'  in  der  Tangente  a 
^  €/.  Alsdann  zerfällt  der  Complexkegel  in  die  Ebene  Pa  und 
^nien  Kegel  zweiten  Grades.  Es  sind  zwei  Doppelerzeugende  am  Com- 
P^xkegel  vorbanden.  Die  eine  ist  die  Transversale  zu  /|,  /^t  ^^® 
*>dere  ist  nach   dem  Vorigen   die  Schnittlinie  der  Schm\egnng«^\^^ii«  K 

1\* 
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längs  a  mit  der  Ebene  Pa\  Um  die  Oesammtheit  dieser  letzteren  Linien 
zu  erhalten,  schneiden  wir  alle  Schmiegungsehenen  mit  den  Tangenten 
der  C^  in  den  zu  den  Osculationspunkten  entsprechenden  Punkten.  Der 
entstehende  Schnittpunkt  Aa'  ist  der  Scheitel,  A  die  Ebene  eines  Bü- 
schels derartiger  Geraden.  Der  Ort  des  Scheitels  ist  nun  eine  Raum- 
curve  dritter  Ordnung  C^*^  die  auf  der  Regelfläche  A A' gelegen  ist 
und  durch  ^j,  ^2  g^l^^*     (Der  Beweis  des  Dualen  folgt.) 

Die  so  entstehende  Congruenz  hat  C^*  als  Brenncunre,  D4^  als 
Brennfläche  und  ist  ohne  Zweifel  dritten  Orades.  (Von  P  gehen  an  C^^ 
drei  Schmiegungsehenen;  in  jeder  hat  man  ein  Büschel,  von  denen  jedes 
einen  Strahl  nach  P  sendet.  Andererseits  trifft  E  den  Ort  C^*  des  Bü- 
schelscheitels ebenfalls  dreimal,  enthält  somit  auch  drei  von  den  Strahlen.) 
—  Für  einen  beliebigen  Complexkegel  liefert  diese  Con- 
gruenz die  drei  Erzeugenden,  in  denen  er  die  von  seiner 
Spitze  an  C^  gehenden  Schmiegungsehenen  berührt.  Rückt 
der  Scheitel  des  Complexkegels  anf  die  Developpable  D^^  so  liegt  er  in 
zwei  benachbarten  Schmiegungsehenen  der  C^,  Es  vereinigen  sich  dann 
zwei  Geraden  der  Congruenz  zu  einer  Doppelgeraden. 

In  der  Folge  mag  der  Complexkegel  für  einen  Punkt  9[  der  Cg** 
selbst  betrachtet  werden.  Zunächst  gehört  ihm  das  Büschel  aus  9  nach 
l$ii$2  ^°*  Ausserdem  treten  zwei  vereinigte  Büschel  Po!  auf.  (In  S  sol- 
len sich  die  consecutiven  Tangenten  ql^ol^  treffen,  ihnen  entsprechen  Ci\a'2; 
die  beiden  Büschel  /^a^,  Pql^  bestehen  aus  Complexgeraden  und  sind  in 
der  That  consecutiv.) 

Bilden  wir  auch  hier  die  Leitcurve  des  Complexkegels.  An  Stelle 
der  ^3^  tritt  der  Kegelschnitt  A'  mit  seiner  Tangente  a  in  A.  Auf  K  ist 
die  Involution  mit  den  Doppelpunkten  /\,  F^,  Dem  A  entspricht  At  von 
K^  die  Tangente  daselbst  ist  a.  Die  Tangente  a  doppelt  zählend  nebst 
der  Geraden  F^  F^  bilden  nun  die  C^.  Hierbei  treffen  sich  nothwendiger- 
weise  a  und  a    in  F^F^, 

An  dieser  Stelle  ist  die  dem  Complex  an  gehörige  Congruenz  der 
Büschel  %^  zu  betrachten.  Eine  Brenncurve  von  ihr  ist  C^  selbst, 
ausserdem  bilden  die  Ebenen  91  a'  eine  Brennfläche,  die  developpabel 
sein  wird.     Diese  letztere  ist  noch  unbekannt. 

Projicirt  man  C^  von  einem  beliebigen  Raumpunkte,  so  entstehen 
,A  und  a  als  Bilder  von  91  und  a'.  Es  wird  verlangt,  dass  a  durch  A 
gehe.  Das  geschieht  aber  nach  S.  160  dreimal:  die  Developpable 
ist  dritter  Classe  D/*.  —  Im  Bilde  treten  die  Punkte  auf,  in  denen 
Tj*  und  C3*  sich  berühren.  —  Die  Congruenz  dieser  Strahl- 
büschel 9la'  ist  dritten  Grades  und  liefert  für  jeden  Com- 
plexkegel die  drei  Erzeugenden,  in  denen  er  die  C^  berührt. 
Für  die  Complexcurve  liefert  diese  Congruenz  die  drei  Tangenten  in  den 
Bcbnjttj)unkten  Ay  B^  C  mit  C^^,     Die  so  entstehenden  sechs  paarweise 
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beuehlMurten  Elemente  der  Complexcunre  gehören  nach  Früherem  eben- 
Mli  dnem  Kegelschnitt  an. 

Wir  fanden,  dass  für  P  auf  D^  der  Complexkegel  zwei  doppelte 
Enen^nde  enthalte.  P  sei  speciell  auf  der  Tangente  a,  der  die  Schmie- 
gingiebene  A  von  C^  zukommt.  Die  beiden  Doppelgeraden  sind  die 
'htoireisale  aus  P  nach  Z^,  Z^,  sowie  die  Linie  aus  P  nach  dem  Punkte 
Aa'  (der  auf  der  C^*  gelegen  ist).  Würden  beide  sich  vereinigen ,  so 
wfirde  der  Complexkegel  in  einen  Kegel  zweiter  Ordnung  nebst  einer 
wioer  Tangentialebenen  ausarten.  Für  einen  Punkt  auf  a  findet  diese 
Vereinigung  allerdings  statt.  Die  Schnittlinie  AA'  trifft  nämlich  /|,  Z^, 
ft,  a.  FEllt  also  P  nach  3l*  =  aA'  (auf  die  C{*),  so  fällt  die  Transver- 
file  nach  l^^  l^  mit  der  nach  kc!  gehenden  Geraden  zusammen.  Es 
ergiebt  sich  hieraus:, Für  jeden  Punkt  der  C^*^  welche  der  Ort 
des  Schnittpunktes  A'a  ist,  zerfällt  der  Complexkegel  in 
einen  Kegel  zweiter  Ordnung  und  eine  seiner  Tangential- 
ebenen.^ Die  letztere  ist  die  von  diesem  Punkte  aus- 
gebende, nicht  mit  A'  vereinigte  Schmiegungsebene  A  der 
C{,  Die  Strahlen  des  Kegels  nach  fj[j,  fj,  ^^^  dem  Oscula- 
tionspunkte  von  A  liegen  in  einer  Ebene.  —  Auf  jedem  Strahle 
AA'  giebt  es  zwei  solche  Punkte.  Zu  der  von  diesen  AA'  gebildeten 
Begelichaar  gehören  nun  auch  /|,  l^\  für  diese  fallen  die  genannten 
Punkte  in  ^j,  g,  zusammen,  d.  h.:  Die  Directricen  /^,  l^  der  Con- 
grneni  der  Complexdoppelgeraden  berühren  Cj^*  in  |$|,  ^^^  — 
Die  Schnittpunkte  der  Geraden  AA'  mit  Z^,  Z^  liegen  harmo- 
niieh  zu  den  Schnittpunkten  mit  a,  a'  (den  Scheiteln  der  vorhin 
gentnnten  speciellen  Complexkegel).  —  Befindet  sich  die  Spitze  des  Com- 
plexkegels  in  ^Jfi  selbst,  so  zerfällt  derselbe  in  zwei  Büschel.  Das  eine 
liblt  doppelt,  seine  Ebene  ist  <P^.  Die  Ebene  des  andern  ist  i^^fi* 
Die  Transversalen  aus  einem  Doppelpunkte  der  Involution 
auf  C,'  nach  den  entsprechenden  Tangentenpaaren  bilden 
ein  Bflschely  dessen  Ebene  einerseits  durch  die  Tangente 
der  C,'' in  diesem  Doppelpunkte,  andererseits  durch  den  an- 
dern Doppelpunkt  geht.  Die  Bichtigkeit  hiervoif  ergiebt  sich  uu- 
nittelbtr  aus  der  Betrachtung  des  Kegels  zweiter  Ordnung,  der  jetzt  die 
^%  projicirt.  Seine  Erzeugenden  und  Tangentialebenen  sind  in  Involu- 
^D,  die  Schnittlinie  zweier  entsprechender  Ebenen  ist  je  eine  der  ge- 
liebten Secanten.     (Vergl.  S.  164.) 

Der  Complexkegel  vom  Scheitel  P  enthält  sechzehn  besondere 
Eriengende:  drei  treffen  C^^  ihre  redncible  Congruenz  drit- 

*  Dai  nämliche  Zerfallen  findet  statt ,  wenn  der  Scheitel  des  Complexkegels 
uteioer  Aasnahmeebene,  z.  6.  ^i,  ist.  Es  tritt  dae  Büschel  in  ^i  auf,  der  übrig 
bleibende  Kegel  berührt  längs  der  Verbindungslinie  mit  gi  (dem  OsculationspuDkte 
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Tiogentialebenen  bei  der  Doppelerzengenden  oder  wenn  zwei  stationäre 
Tangentialebenen  sich  entsprechen.  In  jedem  Falle  wird  die  Schnittlinie 
der  genannten  Ebenen  znr  Cnspidalerzengenden.  Im  ersteren  Falle  liegt 
/>aaf  der  Regelfl&che  ^3l^  im  letzteren  auf  der  Fläche  AA'.  Die  Tan- 
gentialebenen dieser  Regelflächen  ergeben  für  ihre  Complezcnrven  genau 
die  duale  Specialisirung,  nämlich  die  Vereinigung  von  zwei  Cuspidal- 
stellen  za  einer  Inflexion. 

Anf  der  Hegelfläche  AA'  befindet  sich  die  Raumcurve  dritter  Ord- 
nung C/*  (Ort  des  Panktes  Aa').     Für  ihre  Punkte  zerfällt  der  Com- 
plexkegel  in  einen  Kegel  zweiter  Ordnung,   nebst  einer  seiner  Tangen- 
titlebenen  (S.  165).     Die  Kegelerzeugende  in    der  Tangentialebene   ist 
ib  Vereinigung  aller  drei  Inflexionsseiten  des  Complexkegels  aufzufassen. 
Irgend  ein  Strahl  AA'  trifft  hierbei  die  6^*  in  den  zwei  Punkten  Aa\ 
Ai   Für  alle  anderen  Punkte  des  Strahls  sind  von  den  drei  Inflexions- 
sttten  zwei  vereinigt,  die  dritte  davon  getrennt. 


XI. 

Durchgang  eines  dünnen  Strahlenbündels  durch  ein 

Prisma. 

Von 

Prof-  P.  Zecu 

in  Stattgart. 


Hierzu  Taf.  II  Fig.  6. 


1.  Im  17.  Jahrgange  dieser  Zeitschrift  (S.  353)  habe  ich  nach  dem 
Vorgange  von  Mob  ins  die  Eigenschaften  dünner  Strahlenbündel  durch 
Betrachtung  affiner  Systeme  nachgewiesen  und  den  Satz  aufgestellt:  9«Uat 
man  einmal  einen  Lichtstrahl  durch  eine  Reihe  von  Mitteln  verfolgt,  so 
wird  es  verhältnissmässig  einfach  sein,  zwei  unendlich  nahe  in  gleicher 
Weise  zu  verfolgen,  und  damit  ist  dann  die  Form  des  Strahlenbündek 
für  jedes  Mittel  sogleich  bestimmt." 

Als  ich  den  Versuch  machte,  die  allgemeinen  Resultate  zunächst  für 
ein  einfaches  Beispiel,  den  Durchgang  eines  dünnen  Str^hlenbündels 
durch  ein  Prisma,  zu  verwerthen,  zeigte  sich  eine  Schwierigkeit,  die  vor 
Allem  aus  dem  Wege  geräumt  werden  musste.  Bei  der  Betrachtung 
affiner  Gebilde  wurde  vorausgesetzt,  dass  die  Brennlinien  parallel  zu  den 
Grundebenen  seien;  Kummer  (in  Crelle's  Journal,  57  S.  189)  und 
Helmholtz  (Physiologische  Optik  S.  238)  setzen  voraus,  dass  die  Brenn- 
linien senkrecht  auf  der  Axe  des  Bündels  stehen.  Wenn  man  aber  den 
einfachsten  Fall  der  Brechung  an  einer  ebenen  Fläche  betrachtet  (vergl. 
Reusch,  Pogg.  Ann.,  117  S.  241  und  130  S.  497),  so  erhält  man  schon 
eine  zur  Axe  des  Bündels  nicht  senkrechte  Brennlinie.  ^ 

Darnach  wäre  zu  vermuthen,  dass  drei  Strahlen  zur  Bestimmung 
der  Brennlinien  eines  dünnen  Strahlenbündels  nicht  genügen,  weil  auch 
noch    der   Winkel    derselben    mit   der    Axe   zu   bestimmen    übrig   bliebe. 


*  Wie  fehlerhaft  selbst  dieser  einfache  Fall  in  den  Lehrbüchern  der  Physik 
behandelt  wird,  dafür  ist  ein  lehrreiches  Beispiel  der  Auft?atz  von  Bauer  in  Pogg. 
Ann.,  163  S.  182,  der  ebenfalls  auf  einseitigem  Standpunkte  stehend,  die  viel 
früheren  Arbeiten  von  Reusch  nicht  kannte. 
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Anaerdem  konnte  der  Zweifel  auftauchen ,  ob  die  früheren  Betrachtungen 
allgemein  genug  seien,  um  auch  für  den  Fall  von  Brennlinien,  die  schief 
nr  Aza  sind,  Anwendung  zu  finden.  Um  darüber  zu  entscheiden,  ist 
ei  o5thig,  das  allgemeinste  Strahlenbtindel  zu  untersuchen,  das  durch 
Moe  Axe  and  irgend  zwei  diese  Axe  schneidende  Gerade  als  Brenn- 
linien  bestimmt  ist,  wenn  noch  eine  unendlich  kleine  Curve  als  Leitlinie 
gegeben  ist,  deren  Mittelpunkt  auf  der  Axe  liegt.  Die  allgemeine  Be- 
tnehtnng  einer  solchen  Regelflftche  ist  aus  dem  letzten  Capitel  (S.  253flgg.) 
TonSteiner's  „Systematische  Entwicklung  der  Abhängigkeit  u.  s.  w/^ 
emfaeh  abzuleiten.  Was  für  den  vorliegenden  Zweck  nöthig  ist,  lässt 
neh  folgendennassen  zusammenfassen : 

2.  Es  seien  eine  Ebene  E  —  Grundebene  genannt  —  und  zwei 
feite  Gerade  P  und  Q  gegeben.  Zieht  man  durch  irgend  einen  Punkt  a  der 
Grnadebene  eine  Gerade,  welche  P  und  Q  schneidet  und  eine  beliebige 
Ebene  N  in  a  trifft,  so  soll  a  der  dem  Funkte  a  in  der  Ebene  N  entsprechende 
Pukt  heissen.  Einer  Geraden  m  in  der  Grundebene  wird  dann  im  All- 
gemeinen eine  Curve  m'  in  N  entsprechen.  Was  dies  für  eine  Curve  ist, 
ergiebt  sich  aus  der  Ueberlegung,  dass  die  Geraden,  welche  entspre- 
cbeide  Punkte  verbinden ,  auf  einem  einfachen  Hyperboloide  liegen,  weil 
ae  ille  die  drei  Geraden  P,  0  und  m  schneiden.  Da  aber  das  Hyper- 
boloid eine  Ebene  im  Allgemeinen  in  einem  Kegelschnitte  schneidet,  so 
entipricht  der  Geraden  m  in  E  im  Allgemeinen  ein  Kegelschnitt  tn  in  N. 

kt  femer  k  ein  Kegelschnitt  in  der  Grundebene  £,  so  ergiebt  sich 
die  entsprechende  Curve  k'  in  Pf  folgendermassen.  Einer  Geraden ,  welche 
^  lehneidet,  entspricht  in  E  ein  Kegelschnitt,  den  Schnittpunkten  der 
Gertden  mit  k'  entsprechen  die  Schnittpunkte  dieses  Kegelschnittes  mit 
den  Kegelschnitte  Ar:  da  dies  im  Allgemeinen  vier  sind,  so  wird  die 
(^  k'  von  einer  Geraden  in  vier  Punkten  geschnitten,  sie  ist  vom 
inerten  Grade.  Also  ist  auch  die  durch  Ar,  P  und  Q  bestimmte  Regel- 
AUm  Tom  vierten  Grade. 

Wenn  aber  die  Ebene  N  besondere  Lagen  hat,  entspricht  einer  Ge- 
f^  der  Gmndebene  wieder  eine  Gerade  und  einem  Kegelschnitte 
^er  ein  solcher.  Dies  ist  der  Fall,  wenn  N  durch  die  Gerade  G  geht, 
vtkbe  die  Schnittpunkte  der  Geraden  P  und  Q  mit  der  Gmndebene 
^tbllt  Da  nämlich  G-  Mantellinie  des  Hyperboloids  ist,  das  m,  P  und 
On  Leitlinien  hat,  und  da  G  in  N  liegt,  so  ist  der  Schnitt  des  Hyper- 
^<>Mdi  mit  N  ein  Paar  Gerade,  von  denen  G  die  eine  ist:  die  andere 
^tipricbt  der  Geraden  m  in  der  Gmndebene,  d.  h.  m  ist  in  diesem 
^>ne  eine  Gerade,  nicht  ein  Kegelschnitt.  Es  entspricht  jeder  Geraden 
^  Grundebene  eine  Gerade  in  der  durch  G  gehenden  Ebene. 

Es  wird  also  auch  die  einem  Kegelschnitte  k  der  Gmndebene  ent- 
'P'^nde  Corve  k'  in  N  von  einer  Geraden  in  der  Ebene  N  nur  in 
'^^  Punkten  geschnitten,  da  die  entsprechende  Gerade  der  Gmndebene 
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den  Kegelschnitt  k  auch  nur  in  zwei  Punkten  schneidet.  Die  Curre  k' 
ist  somit  ebenfals  ein  Kegelschnitt. 

Denkt  man  sich  also  einen  Kegelschnitt  in  der  Grundebene  und 
durch  jeden  Punkt  desselben  eine  Oerade,  welche  die  festen  Geraden  P 
und  Q  schneidet,  so  erhält  man  eine  Begelfläche  vierten  Grades,  welche 
alle  Ebenen  durch  G^  d.  h.  durch  die  Verbindungslinie  der  Schnittpunkte 
der  Geraden  P  und  Q  mit  der  Grundebene,  in  Kegelschnitten  schneidet 
(yergl.  Kummer,  Berliner  Monatsberichte,  1860  S.  469). 

Wenn  man  irgend  swei  Ebenen,  die  durch  G  gehen,  so  auf  ein» 
ander  bezieht,  dass  einem  Punkte  der  einen  derjenige  der  andern  eni* 
spricht,  welcher  mit  dem  ersten  verbunden  eine  P  und  Q  schneidende 
Gerade  giebt,  so  hat  man  zwei  collineare  Systeme.  Für  den  Fall,  dass 
die  Gerade  G  im  Unendlichen  liegt,  werden  die  Systeme  affin  —  der 
früher  betrachtete  Fall. 

3.  Bei  dünnen  Strahlenbündeln  hat  man  es  nur  mit  unendlich  klei- 
nen Querschnitten  zu  thun,  also  mit  lauter  Ellipsen,  wenn  irgend  ein 
Schnitt  mit  einer  durch  G  gehenden  Ebene  als  Ellipse  angenommen  wor- 
den ist.  Die  Mittelpunkte  aller  dieser  Ellipsen  liegen  auf  einer  Geraden, 
die  Aze  des  Strahlenbündels  heissen  soll.  Da  sich  nämlich  die  EUlipsen 
in  den  Ebenen  durch  G  coUinear  entsprechen,  so  müssen  auch  die  Pole 
von  G  für  die  Ellipsen  entsprechende  Punkte  sein,  also  auf  einer  Ge- 
raden liegen,  welche  P  und  Q  schneidet.  Da  nun  aber  die  Ellipsen 
unendlich  klein  sind,  die  Gerade  G  aber  einen  endlichen  Abstand  von 
ihnen  hat,  so  steht  jeder  solche  Pol  vom  Mittelpunkt  seiner  Ellipse  nur 
um  ein  Kleines  zweiter  Ordnung  ab.  Die  Gerade,  welche  die  Pole  der 
Geraden  G  enthält,  wird  also  auch  genähert  durch  die  Mittelpunkte  der 
unendlich  kleinen  Ellipsen  gehen  oder  Axe  des  Bündels  sein. 

Die  stets  wiederkehrende  Aufgabe  beim  Durchgang  des  Lichtes  durch 
verschiedene  Mittel  ist,  die  Form  des  Strahlenbündels  zu  bestimmen  und 
die  Brennlinien  zu  finden,  oder  vielmehr  die  Brennpunkte,  die  Schnitte 
der  Brennlinien  mit  der  Axe  des  Bündels.  Es  handelt  sich  ja  blos  um 
den  Ort  der  grössten  Intensität  des  Lichts  auf  dem  Strahl,  ob  die  Brenn- 
linie schief  oder  senkrecht  auf  dem  Strahl  steht,  ist  gleichgiltig.  Begnügt 
man  sich  mit  den  Brennpunkten,  so  braucht  man  nur  drei  Strahlen  des 
Bündels  zu  kennen,  um  sie  zu  finden,  man  kann  von  der  Form  des 
Querschnittes  vollkommen  absehen.  Man  kann  als  Richtung  der  Brenn - 
linien  eine  ganz  beliebige  wählen  und  wird  immer  wieder,  bis  auf  un- 
endlich kleine  Grössen  genau,  dieselben  Brennpunkte  fin'den. 

Um  dies  zu  beweisen,  denken  wir  uns  ein  Strahlenbündel,  dessen 
Axe  mit  der  Axe  der  Z  eines  schiefwinkligen  Coordinatensystems  zusam- 
menfallen soll.  Die  eine  Brennlinie  schneide  Z  m  P  und  ^  in  ^,  die 
andere  Z  in  ^  und  ¥  in  B'j  die  Gerade  AB  in  XY  ist  dann  «nsexe 
Gerade  G.     Der  Strahl,  der  mit  der  Axe  des  Bündels  ausamaienflUIti 
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ham  Hanptstrahl ;  irgend  ein  Nebenstrahl  ist  bestimmt  durch  die  Schnitt- 
pukte  •  nnd  b  mit  den  Brennlinien  PA  und  QB^  wobei  Pa  nnd  Qb  nn« 
mBfk  klein  sind;  ein  sweiter  Nebenstrahl  sei  ebenso  durch  a  und  6' 
gepkn.  Es  soll  nachgewiesen  werden ,  dass  bei  beliebiger  angenomme- 
MrBiehtnng  eine  Gerade,  welche  die  drei  Strahlen  zugleich  schneidet, 
da  Hiaptstrahl  in  P  oder  Q  oder  einem  diesen  Punkten  unendlich  nahen 
Pnkte  tri£Bt.  Ausgeschlossen  bleibt  jede  der  Axe  Z  unendlich  nahe 
liepide  Richtung. 

El  sei  Jf  der  Punkt,  wo  die  Gerade,  welche  die  drei  Strahlen 
Kfaieidet,  den  Hauptstrahl  oder  die  Axe  Z  trifft.  Die  zwei  Ebenen  Mab 
od  ifs'6'  schneiden  sich  in  jener  Geraden.  Ist  M  in  endlicher  Entfer* 
BUg  Ton  P  und  von  Q^  so  schneidet  MA  und  M  A^  von  der  Axe  X  vom 
Dnprang  0  aus  unendlich  kleine  Stücke  Oa^  und  Oa\  ab,  ebenso  Mb 
nd  Mb'  auf  der  Axe  F  die  unendlich  kleinen  Stücke  Ob^  und  Ob\. 
Die  Spuren  der  Ebenen  Mab  und  Ma'b'  in  ÄV  liegen  also  unendlich 
uhe  am  Ursprung  0,  also  auch  ihr  Schnittpunkt,  und  somit  wXre  die 
Oende,  welche  die  Strahlen  schneidet,  unendlich  nahe  an  Z.  Nur  wenn 
«,§1  «nd  ^*ib\  oder  die  Spuren  jener  Ebene  parallel  sind,  gilt  dieser 
Sdihii  nicht.  Dann  ist  die  Gerade,  welche  die  drei  Strahlen  schneidet, 
ebenfalls  parallel  jenen  Spuren  und  daher  der  Ebene  X  F,  und  man  sieht 
dudi  direete  Betrachtung,  dass  sie  entweder  durch  P  oder  durch  Q  gehen 
mn.  Denn  bewegt  sich  eine  Gerade  parallel  zn  ÄY  auf  den  Leitlinien 
iPimd  BQ^  so  kann  sie  die  Axe  Z  nur  da  schneiden,  wo  diese  Leit- 
liiuen  sie  sehneiden. 

Liegt  aber  M  unendlich  nahe  an  P,  dann  sind  Oa^  und  Oa\  end- 
^1  dagegen  Ob^  und  Ob*^  unendlich  klein,  die  Spuren  der  Ebenen  Mab 
MäiMa'b'  in  XY  sind  nahezu  parallel,  die  Gerade,  welche  die  drei 
StaUen  schneidet,  bildet  also  mit  dem  Hauptstrahl  einen  endlichen 
Winkel,  der  je  nach  der  Lage  von  M  die  verschiedensten  Werthe  haben 
ktnn.  Ganz  derselbe  Schluss  ergiebt  sich,  wenn  M  unendlich  nahe  an 
0  Gegt.  Zugleich  ersieht  man ,  dass  alle  diese  Gerade  entweder  in  XZ 
od«  in  YZ  liegen ,  dass  dies  also  die  Brennebenen  sind. 

Sowie  man  also  für  die  Brennlinien  eine  Richtung  annimmt,  die 
ueht  anendlich  nahe  am  Hauptstrahl  liegt,  erhält  man  als  Schnittpunkte 
Bit  dem  Hauptstrahl  immer  dieselben  Brennpunkte,  bis  auf  unendlich 
U^ne  Grössen  genau.  Insbesondere  wird  man  bei  jedem  Strahlenbündel 
die  Branolinien  senkrecht  zum  Hauptstrahl  annehmen  können,  ohne 
denregen  andere  Brennpunkte  zu  finden. 

4.  Ehe  wir  uns  zu  der  Aufgabe,  ein  Strahlenbündel  bei  seinem 
'^uthgang  durch  ein  Prisma  zu  verfolgen,  wenden  können,  stellen  wir 
^^  iwei  Sätze  auf ,  die  uns  dabei  behilflich  sind.  Der  erste  rührt  von 
Kenicb  her,  gilt  für  die  Brechung  an  einer  Ebene  und  heisst: 
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Wenn  in  der  Einfallsebene  um  den  Einfallspunkt  ein  Kreis  mit  be- 
liebigem Halbmesser  und  ein  zweiter  mit  einem  im  Verhältniss  des  Brech* 
ungsverhältnisses  grossem  Halbmesser  beschrieben  wird,  so  trifft  eine 
Parallele  mit  dem  Einfallsloth  durch  den  Schnittpunkt  des  einfallenden 
Strahls  mit  dem  ersten  Kreise  den  zweiten  in  einem  Punkte,  welcher 
auf  dem  gebrochenen  Strahle  liegt '^ 

Die  Constructiön  lässt  sich  nach  Reu  seh  auch  so  ausdrücken:  Auf 
der  Parallelen  zum  Einfallsloth  durch  einen  Punkt  des  einfallenden 
Strahls  bestimme  man  einen  Punkt,  der  vom  Einfallspunkt  ftmal  so  weit 
entfernt  ist  (n  das  Brechungsverhältniss) ,  als  jener  erste  Punkt,  so  hat 
man  einen  Punkt  des  gebrochenen  Strahls. 

Aus  dieser  Constructiön  folgt  sogleich,  dass  alle  von  einem  Punkte 
ausgehenden  Strahlen  nach  der  Brechung  die  Parallele  durch  den  Punkt 
zum  Einfallsloth  schneiden,  dass  also  diese  Parallele  Brennlinie  des  ge- 
brochenen Bündels  ist  (die  oben  angeführte,  zur  Axe  des  Bündels  nicht 
senkrechte). 

Es  lässt  sich  aber  auch  noch  folgender  Satz  ableiten:  Wenn  von 
einem  Punkte  zwei  unendlich  nahe  Strahlen  ausgehen  und  der  eine  auf 
die  Einfallsebene  des  andern  projicirt  wird,  so  ist  das  Verhältniss  des 
Stückes,  welches  der  eine  gebrochene  Strahl  und  die  Protection  des  an- 
dern auf  der  Parallelen  durch  den  Punkt  zum  Einfallsloth  begrenzen,  zu 
dem  Abstand  des  einen  Einfallspunktes  von  der  Projection  des  andern 
gleich  der  Tangente  des  Brechungswinkels,  multiplicirt  mit  der  brechen- 
den Kraft  (w*— i). 

Ist  also  (s.  Fig.  6)  AO  ein  einfallender  Strahl,  AB  die  Projection 
eines  zweiten  unendlich  nahen  auf  die  Einfallsebene  AON  des  ersten 
und  sind  PO  der  gebrochene  erste,  BC  die  Projection  des  zweiten  ge- 
brochenen Strahls,  P  und  C  die  Schnitte  der  gebrochenen  Strahlen  mit 
der  Parallelen  durch  A  zum  Einfallsloth  OiV,  so  ist 

PC 

wobei  ß  der  Brechungswinkel  PON  ist. 

Es  ist  nämlich  nach  dem  Satze  von  Beusch 

PO  =  n.AO  und  CB=^n.AB, 

das  letzte  mit  Vernachlässigung  Kleiner  zweiter  Ordnung  (streng  gilt 
es  nur  für  den  Strahl  selbst,  nicht  für  die  Projection).  Also  ist  der 
Unterschied  von  PO  und  CB  das  /i fache  des  Unterschieds  von  AO  und 


*  Diese  CoDstruction  giebt  Reu  seh  in  Po  gg.  Ann.,  117  S.  241,  als  eine  „seit 
langer  Zeit"  von  ihm  angewendete,  wie  seinen  Schülern  wohlbekannt  ist  Im  fol- 
genden Bande,  118  8.452,  giebt  Radau  dieselbe  Constructiön,  „die,  wie  er  glaube, 
noch  nicht  bekannt  sei**.  Die  Redaction  sagt  Nichts  dazu  und  neuere  Lehrbücher 
(z.  B.  Reis)  ignoriren  Ren  seh!  I 
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OB.  Da  aber  die  zwei  ersten  und  die  zwei  letzten  Strahlen  unter  sich 
sehr  kleine  Winkel  bilden,  so  ist  der  erste  Unterschied  die  Summe  der 
Projectionen  von  PC  und  BO  auf  PO^  der  zweite  die  Projection  von 
PO  auf  AO^  und  somit 

PC.cosß'{'BO.sinß  =  n.BO.iina=^n^.BO.sinß, 

wonut  die  obige  Beziehung  gegeben  ist. 

5.  Wir  verfolgen  nun  das  Strahlenbündel  bei  seinem  Durchgang 
durch  das  Prisma.  Der  Hauptstrahl  gehe  von  A  aus  und  treffe  die  erste 
Prismenflftche  in  0,  nach  der  Brechung  verlasse  er  bei  0'  das  Prisma. 
Dann  ist  Off  der  gebrochene  Strahl  innerhalb  des  Prisma,  und  zieht 
man  in  0  und  ff  die  Normalen  ON  und  ff  N'  der  Prismenflächen  (nach 
aussen  hin),  so  ist  durch  die  gebrochene  Linie  NOffN'  der  Gang  des 
Hauptstrahls  bestimmt  Die  einzelnen  Strahlen  sind  durch  den  Einfalls- 
winkel a  in  der  Einfallsebene  NOO'  und  durch  den  Brechungswinkel  ß 
beim  Eintritt,  durch  den  Brechungswinkel  /  beim  Austritt  und  den  Aus- 
trittswinkel i  in   der  Austrittsebene   OffN'   gegeben.     Es  bestehen   die 

Beziehungen 

sin  a  e=z  n  sin  ß  j     sin8:=nsiny. 

In  der  Einfallsebetie  liegen  AO^  NO  und  00\  in  der  Austrittsebene 
Off^  N'ffy  Äff\  der  Winkel  beider  Ebenen,  die  sich  vcl  Off  schneiden, 
8«i  mit  g>  bezeichnet  und  werde  so  gewählt,  dass  beim  Sehen  in  der 
Richtung  ffO  die  Austrittsebene  um  O'O  im  Betrag  des  Winkels  qo  rechts 
gedreht  mit  der  Einfallsebene  zusammenfällt.  Es  besteht  dann  die  Be- 
ziehung 

cos  i  =  cos  y  cos  d  —  sin  y  sin  i  cos  tp , 

wo  t  der  brechende  Winkel  des  Prisma  ist. 

Jeder  dem  Hauptstrahl  unendlich  nahe  Strahl  heisse  Nebenstrahl; 

alle  durch  A  gehenden  Nebenstrahlen   schneiden   (nach  4)  die  Parallele 

AP  durch  A  zum  Einfallsloth ;   P  ist  Brennpunkt  auf  dem  gebrochenen 

Strahl,  und  es  ist 

PO^n.AO^n.l, 

"Wenn  man  mit  /  die  Länge  des  einfallenden  Hauptstrahls  bezeichnet.  * 

Zur  Bestimmung  der  zweiten  Brennlinie  dient  der  zweite  Satz  in 
Nr.  4: 

PC 

^  =  ("'-1)  «<;/». 

Schneidet  BC  den  gebrochenen  Strahl  in  Q  und  zieht  man  durch  P  eine 
Parallele  zu  OB  (also  senkrecht  zu  PC)^  bis  sie  die  Projection  des  Neben- 
strahls  trifft,  so  ist  deren  Länge  bis  auf  Kleine  zweiter  Ordnung  CP.tgß 
und  es  ergiebt  sich 

OP^OB-^CPigß^^         .       .  l^n^im^ß      co^a 

00^  OB         "^  ^       "cos^ß' 
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Da  0  von  der  Lage  der  Pnnkte  B  und  C  unabhängig  ist,  so  gehen 
iie  Projectionen  aller  gebrochenen  Nebenstrahlen  durch  0^  sie  schneiden 
also  alle  eine  durch  Q  gehende  Senkrechte  zur  Einfallsebene.  Diese 
Senkrechte  ist  somit  zweite  Brennlinie  und  Q  der  zweite  Brennpunkt. 

6.  Die  Abstände  OP  und  OQ  sollen  künftighin  mit  p  und  q  be- 
zeichnet werden.  Es  giebt  nur  einen  Fall,  in  welchem  P  und  Q  zusam«- 
meufallen,  nämlich  wenn  o  =  /3  ist,  d.  h.  bei  senkrechtem  Einfallen, 
wenn  keine  Brechung  stattfindet.  Dann  hat  man  ein  Bild  des  Punktes 
A ,  weil  sich  alle  von  ihm  ausgehenden  Strahlen  wieder  in  einem  Punkte 
vereinigen.  Das  Bild  ist  ein  scheinbares,  weiter  als  der  Gegenstand  von 
der  Grenzebene  entfernt,  wenn  der  Gegenstand  im  optisch  weniger  dich- 
ten Mittel  liegt.  So  oft  dagegen  Brechung  stattfindet,  ist  das  Strahlen- 
bündel nach  der  Brechung  nicht  mehr  centriseh,  es  giebt  also  auch  kein 
Bild  im  mathematischen  Sinne  des  Wortes. 

Man  lege  auf  den  Boden  eines  mit  Wasser  gefüllten  Gefftsses  eine 
Zeichnung,  welche  aus  zwei  Systemen  sich  rechtwinklig  kreuzender  Pa- 
rallellinien besteht,  und  stelle  ein  für  kleine  Entfernungen  passendes 
Fernrohr  (z.  B.  das  eines  Kathetometers)  so  auf,  dass  seine  Axe  in  eine 
dem  einen  Liniensystem  parallele  Vertikalebene  .filllt.  Man  sieht  dann 
bei  passender  Stellung  des  Oculars  dieses  Liniensjstem  vollkommen  scharf, 
weil  jeder  Punkt  als  kleine  Linie  in  der  Einfallsebene  (Brennlinie  P) 
erscheint,  also  ausgedehnt  in  der  Richtung  der  sichtbaren  Linien:  das 
Uebereinanderfallen  der  kleinen  Linien  muss  wieder  eine  scharfe  dunkle 
Linie  geben.  Das  andere  Liniensystem  ist  kaum  oder  gar  nicht  zu  sehen, 
weil  die  an  Stelle  der  Punkte  tretenden  kleinen  Linien  neben  einander 
liegen,  also  eine  breite,  undeutliche  Fläche  statt  der  scharfen  Linie, 
geben.  Zieht  man  das  Ocular  weiter  heraus,  so  verschwindet  das  erste 
System  und  das  andere  erscheint,  aber  mit  farbigen  Säumen,  weil  die 
Dispersion  senkrecht  zu  den  Linien  wirkt.  Es  hat  keine  Schwierigkeit, 
damit  Messungen  zu  verbinden  und  den  Werth  von  p  und  q  zu  be- 
stimmen. 

Wenn  ein  cylindrisches  Büschel  einfällt,  so  bleibt  es  bei  jeder  Brech- 
ung an  einer  ebenen  Fläche  cylindrisch,  weil  alle  Strahlen  gleiche  Ein- 
fallswinkel haben  und  die  Einfallslothe  alle  unter  sich  parallel  sind.  Die 
Brennlinien  fallen  dann  ins  Unendliche.  Stellt  man  bei  dem  vorher  be- 
schriebenen Versuche  die  Zeichnung  senkrecht  zur  Strahlenrichtnng  im 
Wasser  und  eine  Linse  in  eine  Entfernung  gleich  ihrer  Brennweite,  die 
Axc  mit  der  Strahlenrichtung  zusammenfallend,  so  sieht  man  beide 
Liniensysteme  durch  ein  auf  Unendlich  gestelltes  Fernrohr.  Aber  die 
Linse  muss  im  Wasser  sein,  damit  das  cylindrische  Büschel  vor  der 
Brechung  sich  bilde. 

Wendet  man  bei  einem  Spectroskop  ein  stark  vergrösserndes  Fem- 
jt^hr  MD  and  ist  die  Linse  des  Collimators  nicht  richtig  gestellt  oder  wird 
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IberluHipt  kein  Collimator  verwendet,  wie  bei  den  Tascbenspectroskopen 
TOB  Browning,  so  siebt  man  die  Linien ,  welcbe  das  ganze  Spectrum 
jnehsiehen  nnd  von  der  UnvoUkoromenbeit  der  Spalte  berrübren,  d^nt- 
Bdi,  wlfarend  die  dazu  senkrecbten  Frannbofer^scben  Linien  nicbt 
imäkh  sind ,  und  umgekehrt.  Man  bat  damit  ein  einfacbes  Mittel ,  die 
liebige  Stellung  des  Colliinators  zu  controHren. 

7.  Weitere  Aufgabe  ist  nun ,  das  austretende  Bündel  zu  bestimmen. 
Dm  genügt  es,  den  Gang  zweier  Nebenstrablen  zu  verfolgen;  wir 
viUen  zu  diesem  Zwecke  zwei  Nebenstrablen  d^s  gebrocbenen  Haupt- 
itnhls,  von  denen  der  eine  in  der  Einfallsebene  liegt,  also  durcb  den 
i^kt  Q  geht,  der  andere  in  einer  zur  Einfallsebene  senkrecbten  Ebene, 
'er  somit  durch  den  Punkt  P  gebt.  Der  erste  schneide  eine  zum  ge- 
boehenen  Hauptstrahl  senkrechte  Ebene  durcb  (f  in  einem  Punkte  F, 
der  andere  dieselbe  Ebene  in  dem  Punkte  G. 

Denken  wir  uns  dann  die  Austrittsebene  um  den  Winkel  q>  gedreht, 
bis  sie  mit  der  Einfallsebene  zusammenfallt,  so  lassen  sich  in  dieser  ge- 
drehten Ebene   alle  weiteren  Constructionen  ausführen  (s.  Fig.  6).     Die 
Punkte  P  und  Q  bleiben,  weil  die  Drehung  um  (fO  erfolgt.     Die  Punkte 
P  und  G  haben  sich  in  der  zu  O'O  senkrecbten  Ebene  so  gedreht,  dass 
ne,  wenn  tp  ein  spitzer  Winkel  ist  und  wenn,  was  in  unserem  Belieben 
■teht,  der  erste  Nebenstrahl  links,  der  zweite  oberhalb  vom  gebrocbenen 
Hsttptstrabl  gewählt  wird,   beide  oberhalb  der  Ebene  der  Figur  liegen. 

®^«*  ^^  0'F=f  und  O'G  =  g 

und  bezeichnet  man  mit  F^  und  G^  die' Projectionen  beider  Punkte  auf 
die  Aostrittaebene,  so  ist 

O'F^zssfcostp  und  0'G^  =  g $mg> 

^Kxid  die  Höhen  der  Punkte  über  der  Austrittsebene  sind 

F/*j  =  f8in(p  und  GG^  =  g  cos  tp. 

TerUngert  man  jetzt  die  Nebenstrablen  QF  und   PG^  bb  sie  die 
^'weite  Prismenfläche  in  F'  und  G'  treffen,  und  sind  F\  und  G\  die  Pro- 
j^ctjonen  dieser  Punkte  auf  die  Austrittsebene,   so  ist  mit  Vernacblässi- 
S^g  Kleiner  zweiter  Ordnung 

F'F'^  =  FF^  =  fsin(p  und  G'G'^^  GG[=g  costp 
"^■d  ferner 

cosy         CüSy  cosy         cosy 

^^  dnreh  F'  und  G'  gehenden  und  in  ihnen  aus  dem  Prisma  austreten- 
den Nebenstrahlen  schneiden  (nach  4)  die  Parallelen,  die  man  durcb  Q  und 
^  Bit  dem  Austrittsloth  Cff'  zieht :  es  geschehe  dies  in  den  Punkten  (>j 
^d  P|.  Der  austretende  Hauptstrabi  treffe  die  gleichen  Parallelen  in 
V%  lod  Pp.  Nach  dem  zweiten  Satze  der  Nummer  4  gelten  folgende 
^Uehtngea : 
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Hierbei  ist,  weil  Austritt  erfolgt,  das  Brechungsverh&ltniss  —  statt  n  zu 

nehmen  und   als  Brechungswinkel   der  Winkel   des  austretenden  Haupt- 
strahls mit  der  Austrittsnormale.     Eigentlich  sollte  die  rechte  Seite  den 

Factor  (-2  — Ij   enthalten;   da  dieser  negativ  ist,   so  zeigt  er  an,   dass 

Ol  und  F\  auf  verschiedenen  Seiten  von  QqO'  liegen  und  ebenso  P^  und 
G\  auf  verschiedenen  Seiten  von  Pq  0', 

Da  in  der  Figur  diese  Lage  angenommen  ist,  so  wurde  der  Factor 

(1 ^)  gewählt,   so   dass   die  Gleichung  das  Verhältniss  der  absoluten 

Werthe  giebt. 

Die  zwei  Punkte  P^  und  Q^  sind  also  gegeben  durch 

"    *        cosy\       vrj  u    1      •  ^^^^  y       ^»y 

und   damit  ist  die  Lage  der  austretenden  Nebenstrahlen  bestimmt,   weil 
zugleich  noch  nach  dem  Satz  von  Reusch 

wenn  mit  L  die  Länge  des  gebrochenen  Strahls  im  Prisma  bezeichnet  wird. 

8.  Das  austretende  Bündel  ist  durch  den  Hauptstrahl  O'PqQq  und 
die  zwei  Nebenstrahlen  G' P^  und  F' Qi  bestimmt,  allerdings  nicht  voll- 
ständig, da  bis  jetzt  von  einem  Querschnitt  des  Bündels  nicht  die  Rede 
war.  Wir  könnten  denselben  beliebig  annehmen,  etwa  in  der  Austritts- 
fläche  um  0'  als  Mittelpunkt;  allein  für  unsere  Zwecke  genügt  es,  nur 
die  Punkte  zu  bestimmen,  wo  die  Brennlinien  den  Hauptst^ahl  treffen, 
und  die  Ebenen  durch  den  Hauptstrahl,  in  denen  die  Breunlinien  liegen 
(die  Brennebenen).  Zu  diesem  Zwecke  genügt  es  nach  Nr.  3,  die  Lagen 
einer  zur  Austrittsfläche  parallelen  Geraden  zu  suchen,  in  welchen  sie 
die  drei  Strahlen  schneidet.  Wir  suchen  den  Schnitt  der  Strahlen  mit 
einer  zur  zweiten  Prismenfläche  parallelen  Ebene  in  einer  noch  un- 
bestimmten Entfernung  und  bestimmen  dann  diese  so,  dass  die  drei 
Schnitte  in  eine  Gerade  fallen. 

Es  werde  diese  Ebene  vom  Hauptstrahl  in  j4\  von  den  Nebenstrahlen 
in  //  und  J  geschnitten,  deren  Projectionen  auf  die  Austrittsebene  H^ 
und  J|  seien.  Da  Oi  nnd  P^  in  der  Austrittsebene,  F'  und  G*  oberhalb 
derselben  liegen,  so  ist  dies  auch  bei  B  und  J  der  Fall,  wenn  jf  ausser- 
halb des  Prisma  auf  Seite  der  austretenden  Strahlen  liegt.  Zieht  man  in 
der  Austrittsebene  durch  Oo  ^^^  ^0  Parallelen  zur  zweiten  Prismenfläche, 
welche  O'Oi  nnd  (/ Pj  schneiden,  so  stehen  diese  Geraden  senkrecht  auf 
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%^^  und  /o^i  ^^^  ^^^  Länge  ist  gleich  diesen  Strecken,  wenn  sie  mit 

^\  mnltiplieirt  werden. 

Zwischen  den  Geraden  ÄQ^  und  H^Q^^  hat  man  jetzt  drei  Parallelen 
durch  0Q,  (t  and  Ä\  ebenso  zwischen  JtP^  und  J^  P^  die  Parallelen  durch 
/|,  (/  and  ^.     Aus  diesen  zwei  Figuren  ergeben  sich  die  Beziehungen 

n,  -  (/C-j  =  ^  {p'G\  +  P,P,.  IgS). 

Seilt  man   in    diese  Gleichungen   die  Werthe  der  Nr.  7,   nimmt  A0*=^  c 
und  bedenkt,  dass  /        «  v  « 

ist,. 0 folgt  ^    "^       '•"^^ 

*      '  i:«*y  \    ^  Z  +  ^  cos*Ä/  '  ^      '^  cosy\   ^  L+p  cos^ö/ 

und  weiter  folgt  einfach 

Soll  nun  c  so  gewühlt  werden,  dass  die  drei  Punkte  77,  /^  und  F  in 
Sander  Linie  sind,  so  sieht  man  sogleich,  dass  dies  auf  Seite  des  aus- 
^r«>tenden  Strahls  nicht  sein  kann,  weil  hier  immer  ff  und  J  auf  dersel- 
'^^B  Seite  der  Austrittsebeno  liegen.  Die  Bronnlinicn  müssen  den  aus- 
**^tenden  Strahl  in  seiner  Rückverlängerung  jedenfalls  jenseits  Pq  schnei- 
den nnd  diesseits  Qqj  weil  ff  und  J  jenseits  Qq  wieder  auf  derselben  Seite 
d«r  Anstrittsebene  liegen. 

Die  Bedingung,  dass  //,  A^  und  J  in  einer  Geraden  liegen,  ist 

ffff^ JJ^ 

A^  ff^  ^      Z^ 

^>iit  negativem  Zeichen,  weil  die  Punkte  ff  und  /  auf  verschiedenen  Sei- 
ten der  Anstrittsebene  liegen  müssen.  Daraus  folgt  nach  Einsetzung  der 
ottreffmden  Werthe  nnd  wenn  nach  Potenzen  von  c  geordnet  wird: 

^iic{{I-|-p) [siffifp  cos^i  +  cos^fp  cos^y)  +  {L+q)  {cos^ipcos^d  +  siti^tp  cos^y)\ 

*U  welcher  Gleichung  sogleich  sich  ergiebt,  dass  c  negativ  sein  muss. 
Beseichnet  man  die  absoluten  Entfernungen  der  Brennlinien  von  0' 
^  anf  dem  austretenden  Hauptstrahl  gemessen  mitp'  und /,  so  ist  nach 
^^  ▼oifaergegangenen  Gleichung 

p+^= — '-^  [cos*w  +  stfi*<p — -T-  )  + \stn^w+  cosrw  — 5-), 

n      \        ^  cos^y/  fi      \  ^  cos^y/ 

,  ,     L+p  L  +  q  cos^S 

pq=^ • «-• 

n  n      cos^y 

IfllNkiift  t  UAÜimMtIk  a,  Pbjrtik  XXI V,  S,  V2 
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9.  Die  Tangente  des  Winkels,  welchen  die  Ebene  durch  den  aus- 
tretenden Hauptstrahl  und  den  Punkt  H  mit  der  Austrittsebene  bildet,  ist 

ÄH^  .cosö' 

Die  Tangente  des  nach  gleicher  Richtung  gezählten  Winkels  der  Ebene 
durch  /  und  den  austretenden  Hauptstrahl  mit  der  Austrittsebene  ebenso: 

A'J^  cos  8 

Drückt  man  die  Werthe  rechts  in  c  aus  und  eliminirt  dann  dieses 
unter  der  Annahme,  dass  beide  t  gleich  seien,  so  erhält  man  die  Tan- 
gente des  Winkels  einer  Ebene  durch  den  austretenden  Hauptstrahl, 
welche  J  und  H  zugleich  enthält,  d.  h.  einer  Brennebene. 

Es  ergiebt  sich 

9       SL+p/cos8  cosy  \  ,  L  +  g/cosd  cosv       \|     -      ^ 

]g—p\C0SY  ^^       cosö     ^^J^  q—pXcoay     ^^      cosö^^J) 

woraus  folgt,  dass  die  zwei  Brennebenen  senkrecht  auf  einander  stehen. 

10.  Mit  Hilfe  der  Formeln  in  8  und  9  ist  die  Lage  der  Brenn- 
punkte und  Brennebenen  für  jeden  durch  das  Prisma  gehenden  Strahl 
bestimmt,  und  es  lassen  sich  nun  alle  Fragen  nach  der  Form  des  aus- 
tretenden Bündels  beantworten. 

Zunächst  entsteht  die  Frage,  ob  die  Brennpunkte  zusammenfallen 
können,  ob  p'  und  g'  gleich  werden  können,  ob  ein  centrisches  Bündel 
nach  dem  Durchgang  durch  das  Prisma  noch  centrisch  sein  kann.  Wir 
bilden  zum  Zweck  der  Beantwortung  dieser  Frage  den  Ausdruck 

(P'+^T  — 4pV 
und  sehen  zu,  unter  welchen  Umständen  er  verschwindet.     Ordnet  man 
das  Quadrat  von    (p'+/)   nach  Potenzen   von  smq>  und  cosq>  und  mul- 
tiplicirt  man  4/?V  ™it  dem  Quadrat  von  {sin^ (p '\- cos^  g>)  ^  so  ergiebt  sich 

0  ===}(/;+;))  cos«6-(/.-f  9)  cos2yj«5iwV-i.{(i^-f/))ro5«y-(^  +  ^)^o*«dpro5*y 
+  2  sin^g>  cos^tp  {(p  — 9)*  cos^d  cos^y  -f-  (Z»-fp)(I  +  ^)  {cos^y  —  co5*d)*}. 

Da   die   drei  Glieder   alle   positiv   sind,   so   muss  —  wenn   (p^g')  ver- 
flchwindcn  soll  —  jedes  einzelne  Glied  Null  sein. 

Ist  keiner  der  einzelnen  Bnchstabenwerthe  Null,  so  folgt 

cosS  =  cosy  und  p=«=y 
und  daher  auch 

cosa  =  cosßy 

was    dem    senkrechten   Durchgang    durch    eine    planparallele 
Platte  entspricht. 

Wäre  aber  A  =  0 ,  so  hätte  man  entweder 

fptssQ  und  p  cos^y  =  q  cos^i 
und  daher 
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cos^ d      cos^ a 

cos^Y     cos^ß^ 
d.  h.  Dnrcbgsng  in  einer  znr  brechenden  Kante  senkrechten 
Ebene  mit  dem  Minimum  der  Ablenkung  dicht  an  der  Kante; 

oder 

g)  =3  90  und  p  cos^S  —  q  cos^y  =  0, 
ibo 

cos^ß  cos^Y  ^^  ^^**  ^  COS*Ä, 
was  QDmSglicb  ist,  weil  ß  und  y  ztigleich  grösser  oder  kleiner  als  a  und 
<iind; 

oder  endlich:  p=^q^  also  normaler  Einfall,  und  cosy  =  co$8j  also 
Bonntler  Austritt,  folglich  wieder  senkrechter  Durchgang  durch  eine  plan- 
ptnüele  Platte. 

Andere  Lösungen  sind  nicht  möglich:  nimmt  man  also  den  be* 
sondern  Fall  aus,  dass  das  Prisma  zur  planparallelen  Platte 
wird,  80  können  bei  einem  durch  ein  Prisma  gehenden  Strah- 
lenbfindel  die  Brennpunkte  des  austretenden  Bündels  nur 
iBstmmen fallen,  wenn  der  Hauptstrahl  unter  dem  Minimum 
der  Ablenkung  dicht  an  der  brechenden  Kante  durchgeht. 
(Helmbolts,  Phjs.  Optik,  S.  243.) 

11.  Wenn  man  die  Abhängigkeit  von  {p—q)  blos  von  dem  Winkel 
f  der  Einfalls-  und  Austrittsebene  betrachtet,  so  sieht  man  laicht,  däss 
(jf—q)  Minimum  oder  Maximum  wird,  je  nachdem  (p'+^')  ^s  ist,  da 
fH  nnabhftngig  von  tp  ist.  Es  wird  aber  {p-^-q)  Minimum  oder  Maxi- 
WD,  wenn 

{q  — /))  {co^  Y  —  cos^  S)  sin  fp  cos  9  =  0 , 

4o9==0  oder  q)  =  90^  ist. 

Im  ersten  Falle  geht  der  Hauptstrahl  senkrecht  zur  brechenden  Kante 
^vith,  wir  haben  den  gewöhnlich  allein  betrachteten  Fall.  Da  die  zweite 
AbleiUng  positiv  ist,  so  ist  {q' — p)  ein  Minimum;  es  folgt 

'_   'X  _^  +  y  cos^S^  L+p 
\q      P )  —     ^      cot?Y         n 

wd  daher  nach  dem  Werthe  von  p'q' 

,      L-i-q  cos^ö         , L'\'p 

n     cos^Y^  Ji     ' 

d*  b.  die  Brennpunkte  des  austretenden  Haaptstrahls  ergeben  sich  aus 
denen  des  gebrochenen,  wie  diese  aus  dem  Mittelpunkte  des  einfallen- 
de Bündels,  ein  Satz,  den  Keusch  bei  seinen  Betrachtungen  an  ge  wen - 
d^  btt,  um  die  eben  gegebenen  Werthe  zu  finden. 

Im  zweiten  Falle  (<p  =  90^)  stehen  Einfalls-  und  Austrittsebene  senk- 
'^t  mf  einander,  der  Abstand  der  Brennlinien  ist  ein  Maximum. 


1^« 
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X.   Heber  die  Krümmnngsliiiien  einer  algebraischen  Fl&ohe. 

Im  jfJoumal  de  MalMmatiques  ^  Iroisiitne  sSrie  1876,  U  //"  hat  Herr 
Läguerre  auf  S.  145—156  unter  dem  Titel:  „5wr  une  surface  de  qua' 
trimme  classe  dont  on  peui  delerminer  les  lignes  de  courbure^^  durch  rein  geo- 
metrische Betrachtungen  die  Krümmungslinicn  einer  gleich  näher  zn  de- 
finirenden  Fläche  bestimmt.  Bei  einer  analytischen  Behandlung  ergab 
sich,  dass  die  von  Herrn  Laguerre  betrachtete  Fläche  als  Enveloppe 
einer  Fläche  zweiten  Grades  erscheint,  ferner,  dass  die  Differentialgleich- 
ung zweiten  Grades,  von  deren  Integration  die  Bestimmung  der  Rrtim- 
mungslinien  abhängt,  sich  leicht  in  das  Product  zweier  Factoren  ersten 
Grades  auflösen  lässt.  Aus  dem  Umstände,  dass  die  analytischen  Knt- 
wickelungen  sich  weit  einfacher  durchführen  lassen,  wie  es  zuerst  den 
Anschein  hat,  möchte  eine  Mittheilung  der  folgenden  Untersuchungen 
gerechtfertigt  sein. 

Die  Fläche,  um  deren  Untersuchung  es  sich  hier  handelt,  lässt  sich 
auf  nachstehende  Weise  als  Ort  eines  Punktes  definiren. 

In  einer  der  gemeinschaftlichen  Hauptebenen  zweier  confocalen  Flä- 
chen zweiten  Grades  werde  eine  Gerade  L  angenommen.  Durch  L  lege 
man  an  jede  der  beiden  confocalen  Flächen  eine  berührende  Ebene,  es 
seien  /^  und  f^'  die  Contactpunkte.  Man  kann  dann  durch  die  Gerade 
L  eine  Ebene  legen,  welche  senkrecht  auf  der  Verbindungslinie  der 
beiden  Punkte  P^  und  /*"  steht.  Ist  P  der  Schnittpunkt  der  bemerkten 
Ebene  mit  der  Verbindungslinie  P^J^\  so  beschreibt  der  Punkt  P  eine 
Fläche  5,  wenn  die  Gerade  L  alle  möglichen  Lagen  in  der  gemeinschaft- 
lichen Hauptebene  annimmt. 

Es  soll  zuerst  nachgewiesen  werden,  dass  die  Fläche  S  Enveloppe 
einer  Schaar  von  concentrischen  Mittelpunktsflächen  zweiten  Grades  ist, 
deren  Hauptaxen  gleiche  Bichtungen  haben. 

Die  Gleichungen  der  beiden  confocalen  Flächen  seien 
oc^  f/^  z^  sc  1/^  z^ 

Ist  nun  {x\y\z')  ein  Punkt  der  ersten,  {x\y\  z')  ein  Punkt  der  zwei- 
ten Fläche,  so  finden  die  Gleichungen  statt 
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x^         y'^         z'^  x^        y'^        z"^ 

Die  Gleichnngen  der  berührenden  Ebenen   zu   den  beiden  Flächen 
in  den  Punkten  {x\  y\  z')  und  {x'\  y\  z")  sind  nun 

-£^  4.  Z^  4- 11.-1  ^o:"        Yy'        Zz' 

Soll  der  Dnrchscbnitt  dieser  beiden  Ebenen  in  der  ^F- Ebene  liegen  und 
die  Gerade  bilden ,  welche  durch  die  Gleichungen 

3)  pA+^7=l,     Z=:0 

enthalten  ist,  so  erhält  man  die  folgenden  Relationen: 

A\  ^  y  X  y 

a^a  0  —  o  a  —  p  o  —  p 

Setit  man  hieraus  die  Werthe  von  x\  y\  x\  y"  in  die  Gleichungen  2), 
10  sind  z'  und  z"  auf  folgende  Art  bestimmt: 

8);^=l-(«-«)p»-(6-«)?«,    -£l=l-(«-/J)p»-(6-^),«. 

C"~ll  c  —  p 

Gegebenen  Werthen   von  p  und  q  entsprechen  nach  4)  und  5)  be- 
itinrnte  Punkte  der  beiden  confocalen  Flächen. 

Die  Gleichung  einer  beliebigen  Ebene,   welche   die  Gerade  3)  ent- 

Ut,i8t 

6)  pX+qY+rZ=\. 

^  stehe  nun  diese  Ebene  senkrecht  auf  der  Verbindungslinie  der  Punkte 
('»y'iO  ^^^  (^"»y"»^")»  deren.  Gleichungen 

-.  X—x^  F—  y  ^Z—  z 

X  —X       y  — jf       z  —2 

'^d.   Es  ergiebt  sich  dann  die  Doppelgleichung 

ti      t       1*      t       »ff 

X  —X      y  —y       z  —z 


p  q  r 

^^^Ige  der  Gleichungen  4)  reducirt  sich  diese  Doppelgleichung  auf  fol- 
^"^^de  einfache  Gleichung: 


ff      f 
a-/3  =  — -— 


^^Wütuirt  man  hieraus  den  Werth  von  r  in  die  Gleichung  6) ,  so  nimmt 
iieielbe  die  Form 


ff 

Z   —2 


Dieses  ist  die  Gleichung  der  Ebene,  welche  die  Gerade  3)  enthält 
^^d  auf  der  Verbindungslinie  der  Punkte  {x\  y\  z')  und  (x\  y\  z')  senk- 
*^^t  iteht. 

Hau  beseichne   durch  (o:,  y, :)   den  Schnittpunkt   der  Ebene  6)  mit 
^  Creradea  8),  d.  b.  man  setze 
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'  ^  f  ^  y^^i 


x—x       y—y       z  —  z  .        ,  z  —2 

x—x      y —y      z—z'  a—p 

Unter  Zuziehung  der  Gleichungen  4)  ergeben  sich  für  x^y^z  fol- 


gende Werthe: 


^  "Z — p* 

c  — a         c—p 


X  =  p        ; -fr 


z 


c  —  a      c—  ß 

b-ß  ,      b-a   „ 

^ Ä* 

c  —  a  c—p 

10)  \     y=q     — ^ ^^- 


C—a      c—ß 


z         z 


«  =  («-p) — :? — 


z 


c—a     c — ß 

Zur  Berechnung  dieser  Werthe  von  x^  y^  z  sei  bemerkt,  dass  die 
auftretenden  Werthe  von  p^  und  q*  mittelst  der  Gleichungen  5)  durch 
z'*  und  z"^  ersetzt  worden  sind,  wodurch  in  den  Werthen  von  x,  y,  : 
ein  gemeinschaftlicher  Factor  im  Zähler  und  Nenner  sich  weghebt.  Sieht 
man  umgekehrt  infolge  der  Gleichungen  5)  z'  und  z'*  als  Functionen 
von  q  und  p  an,  so  sind  nach  10)  auch  x,  y,  z  Functionen  von  p  und  g. 
Die  Elimination  von  p  und  q  zwischen  den  drei  Gleichungen  10)  giebt 
die  Gleichung  der  zu  Anfang  bemerkten  Fläche  5. 

Setzt  man 


ff  / 

z  z 


so  geben  die  Gleichungen  10) 

a  — j3— (a  — a)/  6  —  /3  — ((/  —  «)/ 


^=p YZTt '    y^^ 


1-/  '     ^      ^  1-t 

z'  l 


c—a 1— r 

Aus  diesen  Gleichungen  und  der  Gleichung  11)  erhält  man 

„_      (i-Qa,-  (i-Qy 

'^       a-ß  —  (a-a)l'      ''      b-ß-{b-a)r 
z  z      1  —  l  z  z 

(1  -  0. 


c  —  a      a  — /3      l     '     c  — 13      «  — 13 

Die  vprstehenden  Werthe  von  p,  7,  z    und  2"  geben  in  Verbindung  mit 

den  Gleichungen  5)  zwei  Gleichungen  für  /.     Werden  diese  Gleichungen 

durch    (1  —  t)^  dividirt,    so   lassen  sich   dieselben   auf  folgende  Formen 

bringen : 

(g-«)««  (fe-«)y«  (c-«)z«  1 

"'  [;«_/j_(ö_«)<]»'»'[i,_|j_(fr_«),]«"»'(„_|j)i/»    (1-0"' 
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(<.-/»)««  .  (b-ß)y'  ,   (c-ß)z' 


Dm  Resultat  der  Eliminatioii  von  /  zwischen  diesen  Gleichungen 
fühlt  saf  die  Gleichung  der  Fläche  S,  Die  Gleichung  12)  mit  /  multi- 
plicirt  und  von  der  Gleichuüg  13)  abgezogen  giebt 

Statt  der  Gleichungen  12)  und  13)  können  auch  die  Gleichungen 
12)  and  14)  genommen  werden.  Die  Gleichung  12)  folgt  aber  durch 
Differentiation  der  Gleichung  14)  nach  /,  woraus  sich  ud mittelbar  ergiebt, 
dau  die  Fläche  S  die  Enveloppe  der  Fläche  zweiten  Grades  ist,  welche 
duich  die  Gleichung  14)  bestimmt  wird.     Setzt  man 

*  +  «' 

so  nimmt  die   Gleichung   14)  folgende  Form  an,    welche   den   Vortheil 

grSgserer  Symmetrie  darbietet: 

/    .     x/"  ^     .     »M   .     .s+a  +  ß-c 
t^  +  ^HF+^  +  .+6)  +  ^^        s+ß       =^  +  « 
oder  auch 

Die  Bedingung,  dass  in  Beziehung  auf  s  zwei  Wurzeln  der  Gleich- 
ung 15)  einander  gleich  sind,  giebt  die  Gleichung  der  Fläche  S, 

Wegen  der  Gleichungen  4)  und  5)  sehe  man  x\  y\  z  etc.  als  Func- 
tionen Yon  p  und  q  an.     Durch  Differentiation  in  Beziehung  auf  p  folgt 

z      dz  z       dz  t        a\ 

abo 

a  —  ß  ,     a^€t  „ 
d(z'—z'')  c  —  ac—ß 


=  P 


dp  z  z' 


c—  «'z — ß 

Infolge  der  Gleichungen  10)  lässt  sich  diese  Gleichung  einfacher  auf  fol- 
gM»de  Art  schreiben : 


oder 


dp  z  ^       ^' 


15)  ^(^-„)  +  ,l(^Uo. 


Nttn  ist  nach  4) 


.  d(x  —  x) 

ß-a  =  - 


dp 
D>6  Gleichung  15)  lässt  sich  also  auch  schreiben 
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16) 


^d0rW;)_^^d(£-O^^_ 


dp  dp 

Da  iLach  4)  y   und  y"  von  p  anabhängig  sind,  also 

d{y-y") 


dp 


=  0. 


ist,  so   kann  mau   die  Gleichung  16)  auch  auf  folgende  Art  danteilen: 

_d{x'-x")  ,     d(y-y")  ,  _d{z-z")_^ 

'^     dp     +y~dF~+^— d^ ®' 


17) 


Anf  ganz  ähnliche  Art  folgt 

18) 


^dix'-x")  .  ..d(y'-y")  ■     d^z'-z") 

X : \r  y  TT T  ^  ; =  0, 


dq         '  *'        dq  dq 

In  die  zweite  Gleichung  9)  substituine  man  aus  4) 


wodurch  die  bemerkte  Gleichung  folgende  Form  annimmt: 

(a:'—  a?")  x  +  (y  —  y")  Jf  +  («'—  O  «  =  /J — «. 
Wird  die  vorstehende  Gleichung  in  Beziehung  i^uf  jede  der  Variabein  p 
und  q  di£ferentiirt,  so  folgt,  unter  Zuziehung  der  Gleichungen  17)  and  18), 


19) 


(.'_og+(.'-/)j-f+(.'-o,^;=o. 


Mit  Rücksicht  auf  die  zu  Anfang  gegebene  Definition  der  Fläche  ^' 
folgt  aus  den  Gleichungen  19),  Jass  die  Verbindungslinie  der  Punkte  P' 
und  P'  die  Normale  zur  Fläche  5  im  Punkte  P  ist.  Die  Dififerontial- 
gicichung  der  Krümmungslinien  der  Fläche  S  lässt  sich  hierdurch  auf 
folgende  Art  schreiben: 


•20) 


x  —  x  y  —  y  z  —  z 


=  0. 


dx  dy  dz 

d  {x—  x")     d  (y—  y ")     d  (z  —  z") 

Bedeutet  h  eine  Unbestimmte,  so  lässt  sich  die  ei*ste  Doppelgleich- 
ung 9)  durch 

X  =  a;'+  h {x-" x') ,     yc=:y+h  {y—  y') ,     z  =  z'+h {z-  r") 

ersetzen.     Es  ist  dann 

dx  =  dy-\'  h  d  {x  —  x")  +  (x'—  x")  dh  etc. 

Wegen   dieser   und   zweier   analoger  Relatiouen  lässt  sich  die  Gleichung 
20)  auf  folgende  Form  bringen: 

y—y      ^—z 

dy  dz' 

dy'         dz' 


21) 


X  — x 
dx' 


dx 


=  0. 
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»  .«^  ^^*^>,^  ,^,^  ^•^»^'^^^  ^.^^^^v^- 


r^-^.^^  ^./-^-^.^v 


Zur  weHeren  Entwickelung  dieser  Gleichung  maltiplicire  man  die  links 
stehende  Detenninante  mit  einer  andern  Determinante  so,  dass  die  Gleich- 
nngen  2),  4)  and  5)  sich  anwenden  lassen.  Als  passender  Multiplicator 
erKhemt  die  folgende  Determinante: 


M) 


i 

X 

y' 

b-tt 

y" 

b-ß 

-p 

Z 

a  —  o 

X 

a-ß 

c-ß 
0 

Die  GleiehnDgeii  2)  nnd  4)  geben 
(»-«')/,  (j,'-»")y'      (»'-  Qz- 
«-«  b  —  a  c^a 

Setst  min  rechts  nach  5) 


=  l^p*{a^ß)^q\b^ß)^ 


C— ff 


/'i 


l^l^^a-ß)-q*{b-ß)=—^ 


•0  folgt 
^j     lx-ar)x'     {f/-y")y'      {z-z")z'(   z" z_\.. 

Aelmlieh  ergiebt  sich 

j^.    (x-x-')x"     {3,'-y")y"  .  (z-z")z''_(   z" £_\ 

'         a-ß       ■''      b-ß      ■*"      c-ß      ~\c-ß      c-aj 

Au  den  Oleichangen  2)  ond  4)  findet  man  leicht 

)  9ix-x")-p(»'-v")=>0, 

15)      ^d»'     y'dy'     z'dz_         a!' da"  ,y-dy"  .  z'dz" _^ 
f  a-a"*"*-«"*"^^""'     i:^"^  b-ß"^  c-ß~^' 

El  Mt  BMsk  4) 


tl'ix'     y"  dy      ji'di 


+|z:5+^=:^  =  («-«>^/'  +  (^-«)^^^+rr?- 


0-/3   '  b-ß  •  c-ß 
Die  ente  Gleichung  5)  differentiirt  giebt 

——^^i^a-a)pdp'-'{b-a)qdq. 

H^ttdoreh  wird  die  Gleichung  26)  einfacher 

17)  ?_^  +  >L^+!_^_f^ !_^rf,' 


«"d*' 


iulogitt 

18)         iL^+f_ilL+iÜ=_f^_^d,". 

a  — «      b  —  o      c— o  \c— ß     c  —  uj 

Du  Prodact  der  unter  21)  nnd  22)  angemerkten  Determinanten  ist 
■»folg«  der  Gleiehongen  23)  bu  28)  durch 


\c  — /5     c  —  aj 
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theilbar.  Wird  dieser  Factor  weggelassen,  so  nimmt  die  in  21)  auf- 
gestellte Differentialgleichung  der  Krümmungslinien  folgende  Form  an, 
wobei  die  Gleichungen  23)  bis  28)  in  Anwendung  gebracht  sind: 

z  z  0 

0  dz       q  dx  —pdy     =  0. 

—  dz'     0      qdx"'-pdy' 

Diese  Gleichung  entwickelt  giebt 

29)  {q dx'-p  dy') z'dz-  {q dx-p  dy) zdz"=  0. 

»  ff 
z  z 

Wird   diese  Gleichung  mit  7 r-; ^^  multiplicirt,   so  lassen  sich   z* 

(c-a)(c— /3) 

und  z'*  infolge  der  Gleichungen  5)  durch  p^  und  q^  ausdrücken ,  es  sind 
ferner  nach  4)  x\  x'\  y\  y"  von  p  und  q  abhängig.  Die  Gleichung  29) 
liefert  also  nachstehende  Differentialgleichung  swischen  p  und  q\ 

[{a-ß)qdp^{b^ß)pdq][{a-^a)pdp  +  {b-a)qdq][U(a^ß)p^^{b-ß)q^] 
-[{a-a)qdp^{b-a)pdq][(a^ß)pdp  +  {b^ß)qdq][l^{a-a)p^-{b-a)q^^O. 

Wird  diese  Gleichung  entwickelt,   darauf  durch  (/?  — «)(p*+g*)  dividirt, 

so   nimmt  die  Differentialgleichung  zwischen  p  und  q  folgende  einfache 

Form  an: 

{a-a){a-ß)pq{dpy-{b-a){b-^ß)pq{dqy 

^^a-b'-'{a-a){a-ß)p^  +  {b-a){b'-'ß)q^dpdq=^0. 

Diese  Gleichung  mit  4p q  multiplicirt,  lässt  sich  auf  folgende  Art  dar- 

stellen  * 

■  («-«)(«-  ß) q'  (dp*)>  _  (6  -  «) (6  -  ß)p*{dg*)* 

'       +Itt-b-{a-u)(a-ß)p*+(b-a){b-ß)q']dp*dq*  =  0. 

Uiesor  Differentialgleichung  wird  durch  eine  lineare  Belation  zwischen  pe' 
und  q*  genügt.     Sind  /»g,  q^,  und  r^  Constanten,  so  kann  man  Betsen 

31)  i»oP'  +  «o9*  =  '-o- 
Die  Gleichungen  30)  und  31)  geben  dann 

32)  r,[{a-a){a-ß)q,--{b-a)(b^ß)p,]  =  {a^b)p^q,. 

Wird  der  Worth  von  r^  aus  der  vorstehenden  Gleichung  in  die  Gleich- 
ung 31)  substituirt,  so  findet  folgende  Relation  zwischen  p'^  und  9' statt, 
welche  das  Integral  der  Differentialgleichung  30)  bildet: 

{PoP^  +  Vo ?*)[(«-«)(«-  i5)^„  -  {b-a){b'-ß)pQ]  =  (a-6)/?oyo- 

In   der  vorstehenden  Gleichung  kommt  nur  eine  Constante  vor  ~ , 

Po 
in  Beziehung  auf  diese  Constante  ist  die  Gleichung  quadratisch.     Sind 

u  und  V  die  beiden  Werthe  von  -^,  so  folgt  aus  32) 

i  uvq*{a-a){a~ß)  =  -p»{b-a)(b-ß), 

'   }(u  +  v)q*{c-a){a-ß)  =  a-b-p*ia-u){a-ßf)  +  q*(b-a){b-P). 

Setzt  man  zur  Abkürzung 
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»<»»»»»»WW»*WWWV»W^fVNI>»%/%^>^>/>^W%/%/V^^ 


•34)  (a-«)(«-/J)  =  ^,     {b-a){b-ß)  =  ß, 

so  eigebtn  sich  für  p'  und  g*  aiu  33)  folgende  Werthe: 

35)  ^^         (^-"t!!"'      ^>      (?"=         -(«-*)/? 


Die  Gleichang  30)  läset  sich  unter  Zuziehung  der  Gleichungen  33) 

wie  folgt  schreiben : 

{dp^  +  u  dq^)  {dp^  +  vdq^  =  0 
oder  aoch 

ld{p^+uq*)-qUu][d{p^  +  vq^)'-q^dv]=^0. 

Diese  Gleichung  reducirt  sich  nach  35)  auf  du  .dv  =  0^  so  dass  also  u 
und  9  die  Argumente  der  Erümmungslinien  sind. 

Die  Gleichung  32)  lässt  folgende  geometrische  Deutung  zu,  welche 
▼on  Hemi  Lagaerre  herrührt. 

Die  gemeinschaftliche  Hauptebene  —  die  Ebene  der  x,  y  —  der 
beiden  confocalen  Flächen  1)  schneidet  jede  derselben  in  einem  Kegel- 
sdmitte.    Die  Gleichungen  dieser  Kegelschnitte  sind: 

Dieie  Kegelschnitte  schneiden  sich  in  vier  Punkten.  Es  lässt  sich  dann 
die  Gleichung  eines  dritten  Kegelschnitts,  welcher  die  bemerkten  vier 
Sebittpankte  enthält,  auf  die  Form  bringen 

U-a^6-a        /\a-/J      6-/3/      Xwß^b-ß        Aa-«      6-«/' 
wo  --  ein  beliebiger  Parameter  ist.     Diese  Gleichung  führt  nach  einigen 
^fichen  Beductionen  auf 

^)  (yo*'+Poy')(ö-*)=^o(«-«)(«-«-Po(^-«)(^-/5). 

Soll  der  Kegelschnitt,  bestimmt  durch  diese  Gleichung,  berührt  wer- 
den Ton  der  Geraden  px -^-qy^l^  so  ergiebt  sich  die  Bedingungsgleich- 
^  32).  Infolge  der  Gleichungen  3)  ist  die  bemerkte  Gorade  identisch 
^  der  Geraden  £,  welche  zur  Construction  des  Punktes  P  der  Fläche 
^  dient.  Hieraus  ergiebt  sich  Folgendes.  Die  gemeinschaftliche  Haupt- 
^vene  der  beiden  confocalen  Flächen  schneidet  jede  derselben  in  einem 
Kegelschnitte.  Diese  beiden  Kegelschnitte  haben  vier  Punkte  gemein, 
'vxh  welche  sich  beliebig  viele  Kegelschnitte  legen  lassen.  Es  sei  K 
^er  derselben  und  L  eine  Tangente  zu  A".  Jeder  bestimmten  Tangente 
^teprieht  ein  Punkt  P  der  Fläche  S.  Bewegt  sich  die  Gerade  L  so, 
^  lie  den  Kegelschnitt  K  beständig  berührt,  so  beschreibt  der  Punkt 
^  &Qf  der  Fläche  S  eine  Krümmungslinie. 

Oöttingen.  Prof.  A.  Emnbper. 
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XL   üeber  die  Anzahl  der  Theile,  in  welche  ein  Gebiet  A:^«^  Stufe  "^ 
durch  n  Gebiete  (k  —  lY^^  Stufe  getheilt  werden  kann. 

Im  Folgenden  werden  nur  die  Theilc  gezählt,  welche  ausser  der 
Begrenzung  oder  einem  Theil  derselben  Nichts  gemein  haben.  Femer 
werden  zwei  unendlich  grosse  Theile  eines  Gebietes,  welche  im  Unend- 
lichen zusammenhängen,  als  ein  geschlossener,  unendlicb  grosser  Theil 
des  Gebietes  betrachtet. 
Bedeutet : 
n\k    die  Anzahl  der  geschlossenen  Theile,  in  welche  ein  Gebiet  Ar*^ 

Stufe  durch  n  Gebiete  (A:  — 1)*®'  Stufe  getheilt  werden  kann, 
(n  I  Ar)  die  Anzahl  der  endlich  grossen  Theile  eines  Gebietes  k^^  Stufe, 
welche  durch  n  Gebiete  (Ar— 1)*«''  Stufe  begrenzt  werden  können, 

ist,  wenn  (^j  der  r^^  Binomialcoefficient  von  n  ist, 

"i-C:;)+G:J)+-+("7')+("7').  ("!')=(::;)■ 

Diese  Beziehungen  werden  wir  zunächst  für  Gebiete  zweiter,  dritter  und 
vierter  Stufe  (Gerade,  Ebene,  Raum)  nachweisen  und  hierauf  durch  den 
Uebergang  von   der  Ar'®"  Stufe  zur  (A  +  1)^®"  Stufe  allgemein*  beweisen« 

1.  In  einem  Gebiete  zweiter  Stufe  (Gerade)  kann  durch  zwei  Ge- 
biete erster  Stufe  (Punkte)  ein  endlich  grosser  Theil  (Strecke)  begrenzt 
werden ,  durch  drei  Punkte  zwei  Strecken  u.  s.  w. ,  durch  n  Punkte  n  —1 
Strecken,  da  jeder  weitere  Punkt  eine  Strecke  hinzufügt.     £s  ist  daher 


so 


(„|2)  =  «-l  =  ("7l). 


Zieht  man   ferner  den   einen   unendlich   grossen  Theil  der  Geraden  in 
Betracht,  ^o  wird 

"i-("7')+'=C7')+(";;0- 

%  In  einem  Gebiete  dritter  Stufe  (Ebene)  kann  durch  drei  Gebiete 
zweiter  Stufe  (Gerade)  ein  endlich  grosser  Theil  (Figur  im  engeren  Sinne) 
begrenzt  werden.  In  einer  vierten  Geraden  können  durch  die  drei  ersten 
drei  Punkte  bestimmt  werden,  welche  zwei  Strecken  begrenzen.  Diese 
beiden  Strecken   sind  die  Schlusslinien  zweier  weiteren  Figuren  u.  s.  w. 

In  einer  n^^^  Geraden  können  durch  die  «—1  vorigen  «—1  Punkte 
bestimmt  werden,  welche  «  —  2  Strecken  begrenzen.  Diese  w  — 2  Strecken 
sind  die  Schlusslinien  von  n  —  2  weiteren  Figuren. 


*  Grassmann. 
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4««MWWVMW^^^/NM^^^^A^A^^^^^^^^^^^^^  ^1^  ' 


£b  ist  daher 

(3|3)  =  1 

(4|3)  =  (3|3)  +  2 

(5l3)  =  (4|3)  +  3 


mithin 


(n|3)  =  (>i-l|3)  +  (n-2) 
(«|3)  =  l  +  2  +  3+...  +  («-2)  =  (''2*)- 


Zieht  man  femer  die  nnendlicb  grossen  Figuren  in  Betracht,  so  ent- 
spricht jeder  Strecke ,  in  welche  die  unendlich  ferne  Gerade  der  Ebene 
gelheüt  werden  kann,  eine  solche  Figur.  Die  Anzahl  dieser  Strecken 
ist  iber  nach  1 

"i-CT')+er). 

nithin  Ist 

n|3  =  (n|3)  +  «|2 

3.  In  einem  Gebiete  vierter  Stufe  (Raum)  kann  durch  vier  Gebiete 
toter  Stnfe  (Ebenen)  ein  endlich  grosser  Theil  (Körper)  begrenzt  wer- 
^'  In  einer  fünften  Ebene  können  durch  die  vier  vorigen  vier  Ge- 
nde bestimmt  werden,  welche  nach  2  in  der  fünften  Ebene  (4|3)  =  (.5)  =  3 
endlich  grosse  Figuren  begrenzen.  Diese  Figuren  sind  Schlussflächen  von 
"«  veiteren  Körpern  u.  s.  w.     In   einer  w^*'"  Ebene  können  durch  die 

""-1  ▼origen  n— 1  Gerade  bestimmt  werden,   welche  (;i--l|3)  =  (    ^     ) 

<^nch  grosse   Figuren   begrenzen.     Diese  Figuren   sind   Schlussflächen 

's    )  ^^*^^''®'^  Körpern. 

^  ist  daher  .a     ox 

(5|4)  =  (4|4)  +  (''^-^) 
(6|4)  =  (5|4)  +  (^-^) 


(«|4)  =  (n-l|4)  +  ("2^) 
■Hbin 


(.|4,=C7VC;')+...+(-^)=("7'). 

'•e)-(;:;)+(::D+-+(::;)'- 
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Zieht  man  xlie  tmendlich  grossen  Körper  in  Betracht,  so  entspricht 
jeder  der  unendlich  grossen  Figuren,  in  welche  die  unendlich  ferne 
Ehene  des  Raumes  durch  die  n  Ebenen  getheilt  werden  kann,  efn  sol- 
cher Körper.     Die  Anzahl  dieser  Figuren  ist  aber  nach  2 


"i'=C7')+("7')+(7')' 

mithin  ist 

n|4  =  (n|4)  +  n|3 

=("7')+("i')+e7')+("«')- 

4.    Aus   1 ,   2   und  3   schliesst  man ,   dass  für  ein  Gebiet  k^^  Stufe 

Dass  dieser  Schluss  richtig  ist,  wird  bewiesen,  indem  man  nach- 
weist, dass,  wenn  die  Beziehung  f(ir  die  k^^  Stufe  besteht,  sie  auch  für 
die  (Af+1)**  Stufe  bestehen  muss. 

Gesetzt,  die  Beziehung  bestände  für  ein  Gebiet  h}^^  Stufe,  so  gilt 
Folgendes : 

In  einem  Gebiete  (A  +  1)''*'"  Stufe  können  durch  w  — 1  Gebiete  it*" 
Stufe  (w  — 1|A  +  1)  endlich  grosse  Theile  bestimmt  werden. 

Kommt  ein  w*"  Gebiet  k^^^  Stufe  hinzu,  so  kennen  die  n — 1  vorigen 
in  diesem  w—l  Gebiete  (A  — 1)'^"^  Stufe  bestimmen,  welche  nach  der  An- 
nahme (w— 1|A)  =  (  /^(i.  ij  endlich  grosse  Theile  des  i/*''"  Ge- 
bietes A****  Stufe  begrenzen  können. 

Diese   ("  — ^  l^)  =  U".  )  Theile  des  w»**"  Gebietes  A*«'  Stufe  können 

ebenso  viele  endlich  grosse  Theile  des  Gebietes  (A+1)**^'  Stufe  begrenzen. 
Es  ist  daher 

(«!*+!)  =  («-l|A+l)+(^-j^), 
(«-l|A  +  l)  =  («-2|Ä+l)  +  (^^~j^), 

(A|*+l)  =  (A_l|Ä+l)+0  =  (/.-2|A+l)  +  0  =  ...  =  (0|Ä+l)  =  0. 
Die  Addition  dieser  Gleicliiingen  crgiebt 

H*+.)=G:?)+C:0+-+(::;)=("7*)=G;7i.> 
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Zieht  man  die  unendlich  grosaea  Tbeile  des  Gebietee  {k  +  l)"'  Stufe 
in  Betrmcht,  so  entspricht  jedem  der  Theile,  in  welchem  du  nnendtich 
rem«  Oebiet  *'"  Stufe  ätsB  Gebietes  (A+I)'"  Stufe  getheilt  wird,  ein 
nnendlich  grosser  Tbei)  des  Gebietes  Cr+l)"'  Stufe. 

Die  Anzahl  dieser  Theile  ist  aber  nach  der  Annahme: 

"i-C:;)+e:J)+-+("7')+Cö'). 

mithin  ist 

=c;7i>(:::)+ ■+('7')+(";')- 

Damit  ist  nachgewiesen,  dass  die  Beziehung  fUr  die  (A+l)"  Stuf« 
bftsteht,  wenn  sie  für  die  A"  Stufe  besteht.  Sie  besteht  aber  fUr  die 
zweite,  dritte,  vierte  Stnfe,  mithin  auch  für  jede  weitere  Stnfe. 

ZusKtze. 
Ans  den  Eigenschaften  der  Binomialcoefficienten   fnigt: 

1.  Ein  Gebiet  ft'"  Stnfe  wird  durch  *  Gebiete  (*—!)•"  Stufe  in 
<2>— 1  Theile  getheilt,  von  denen  einer  endlich  gross  ist. 

2.  Ein  Gebiet  A*~  Stnfe  wird  durch  2&  Gebiete  (Ar  —  ]}'"  Stufe  in 

^.2**-'  =  2"-'=4*.-'    Tbeile    getheilt,    von    denen    ( /jf/)    «n^''^*» 

3.  Ist  r<A,  so  wird  ein  Gebiet  k'"  Stufe  dnrch  r  Gebiete  (*r— 1)'" 
Stnfe  in  2''~'  unendlich  grosse  (geschlossene)  Theile  getheilt. 

■  ■•■  *"  Ci!)=(»il)  "'^■- 

n  Gebiete  (A  —  l)'"  Stnfe  können  in  einem  Gebiete  **"  Stnfe  ebenso 
viele  endlich  grosse  Theile  begrenzen,  als  n  Gebiete  (n  —  k)*"  Stufe  in 
einem  Gebiete  (w  — A+1)"'  Stnfe. 

Zahlenbeispielo. 
Tarel  der  Werihe  n\k. 


KtfÜDere  Hittbeilangen, 


Tafel  der  Wertbe  («[»). 


Eine  Ebene  (k  i=  3)  kann  demnach  dnrch  6  Gerade  io  16  Thrile 
getliHlt  werden,  von  denen  10  endlich  gross  sind. 

Ein  Ranm  ('^'  =  4)  kann  dnrch  10  Ebenen  in  130  Theile  g«tbriU 
w<^rdon,  von  denen  84  endlich  gross  sind. 

Stuttgart,  October  1878.  Dr.  LuDWto  Pilorim, 


XII. 

lieber  die  Abhängigkeit  der  speeifischen  Wärme  der 

Körper  von  der  Temperatur. 

Von 

Prof.  Dr.  W.  C.  Witt  wer 

in  Regensbarg. 


Dm  Dal ong* sehe  Gesetz,  dem  zufolge  die  speciüscbe  Wärme  wc- 
nigsteiTB  der  analog  zusammengesetzten  Körper  den  Mischungsgewichton 
umgekehrt  proportional  sein  soll,  ist  bekanntlich  nicht  genau,  da  die 
Producta  aus  speciüscher  Wärme  und  Mischuugsgewicht  einander  wohl 
übe,  aber  nicht  vollständig  gleich  sind.  Ja  sogar  für  einen  und  den- 
•elben  Körper  ergeben  sich  Verschiedenheiten  des  Productes,  je  nachdem 
■in  die  bei  niedrigen  oder  die  bei  hohen  Temperaturen  gefundene  spoci- 
^he  Wärme  als  den  einen  der  beiden  Factoren  benützt.  Es  ist  darum 
Kbon  wiederholt  der  Gedanke  ausgesprochen  worden,  dass  die  Gleichheit 
der  Producte  wohl  hergestellt  werden  könnte,  wenn  für  alle  Körper 
irgend  eine  allerdings  noch  unbestimmte  Temperatur  und  die  derselben 
entsprechende  specifische  Wärme  als  Ausgangspunkt  benutzt  würde.  Ab- 
gesehen übrigens  davon,  dass  es,  wenn  für  zwei  Körper  eine  solche 
Fnndamentaltemperatur  vorhanden  wäre,  am  Ende  doch  wieder  fraglich 
*ein  würde,  ob  diese  Temperatur  für  alle  Körper  gilt,  blftibt  immer  noch 
die  Aufgabe,  eben  der  Abhängigkeit  der  speeifischen  Wärme  von  der 
Temperatur  nachzuspüren,  und  es  soll  diese  Aufgabe  den  Gegenstand 
nichfolgender  Untersuchung  bilden. 
Drückt  die  Formel 

1)  ^r=-(^  +  A+^+...)  =  -^ 

du  Geaetz  aus,  nach  welchem  ein  Molecul  eines  amorphen  Körpers  auf 
jedei  andere    wirkt,   so   giebt,    wie   ich    an   einem   andern  Orte   gezeigt 

W»€,*  die  Gleichung 

At  Kx  L 

2)  p^Ar-'M T-=0 

;•** 

*  Diese  Zeitachr.,  Jahrg.  1878  S.  296. 

>«*tMblfl  1  lUtiitmAiik  n.  Pb/vlJr  XXIV,  4. 
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die  Bedingung  «n,  unter  welcher  die  Molecule  unter  sich  im  Gleich- 
gewichte sind.  Es  bedeutet  hier  p  den  Luft-  oder  einen  andern  von  der 
Moleculardistanz  r  unabhängigen  Druck,  der  die  Atome  einander  näher 
zu  bringen  sucht;  ^r  ist  der  der  Grösse  r  proportionale  Aetherdmck, 
K  ist  eine  Constante,  L  ist  an  die  Stelle  von 

gesetzt,  und  x  drückt  die  absolute  Temperatur  aus,  welche  dem  Qua- 
drate der  Geschwindigkeit  F,  mit  welcher  das  schwingende  Theilchen  die 
Gleichgewichtslage  passirt,  proportional  ist,  so  dass  man  auch 

4)  Kx^a^V^ 

setzen  kann,  wenn  a^  eine  Constante  bedeutet.  An  der  Gleichung  2) 
will  ich  jedoch  noch  die  Aenderung  vornehmen,   dass  ich  die  Constante 

3x 

K  durch  r—   ersetze,  so  dass  sie  also  heisst 

5)  p  +  ^r-JI/-^^  =  0. 

Den  einfachsten  Fall  der  Anwendung  von  5)  bietet  das  sogenannte 
ideelle  Gas.  Dieses  besteht  aus  Dynamiden  und  Aether*  von  der  Dich- 
tigkeit des  allgemeinen  Aethers,  die  gegenseitige  Abstossung  der  Dyna- 
midenkeme  wird  durch  den  Aether,  mit  dem  sie  verbunden  sind,  com- 
pensirt,  und  während  bei  den  wirklichen  Gasen  sich  noch  die  von  der 
allgemeinen  Aethcrvertheilung  abweichende  Gruppirung  der  Aethertheil- 
chen  mehr  oder  weniger  bemerklich  macht,  ist  bei  dem  ideellen  Gase 
auch  diese  verschwunden.     Es  ist  also 

6)  ^r-^=0, 

und  die  Gleichung  5)  ändert  sich ,  weil  /J  =  y  =:=...  =x  0 ,  also  Z  =  1 ,  und 

\  Tt 

wenn  gleichzeitig  a  =  -^  a^  gesetzt  wird ,  um  in 

7)  /)p  =  XT  =  a  F*, 

wobei  durch  v  das  Volumen  unH  durch  x  die  absolute  Temperatur  dar- 
gestellt wird.     Bei  Benützung  einer  Thermometcrscala  wird 

8)  pr=.x(273  +  /)  =  rtF2, 

wenn  t  die  Temperatur  nach  Celsius,  F,  wie  oben  erwähnt,  die  Ge- 
schwindigkeit in  der  Gleichgewichtslage  bedeutet. 

Die  Formel  8)  ist  die  bekannte  des  Mariotte-Gay-Lussac^schen 
Gesetzes.. 

Aendert  sich  /,  so  wird  bei  gleichbleibendem  Volum 

*  Meine  „MoJeculargesetze*'  S.  66. 
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~i~--~i~iii*M'<-«Wwn<-w-><-x-<-x-x-i^r«<-««~ir-i<-»JV-  «-  ^^ ^^ 


wenn  z/c  die  zur  Erzielung  der  Temperatnrftnderung  uötbige  Wärme 
bedeutet.  Soll  also  die  Temperatur  steigen,  so  muss  das 'Quadrat  der 
Geschwindigkeit  V  wachsen.    Beträgt  die  Temperaturerhöhung  P,  so  wird 

10)  »  z/ip  =  X  =  fl  ^j(K«)  =  A^c. 

Multipliciren  wir  ^ diese  Wärme  oder  den  sie  repräsentirenden  mechani- 
schen Effect  mit  der  Zahl  der  in  der  Gewichtseinheit  enthaltenen  Mole- 
cnle,  so  bekommen  wir  die  Wärmecapacität  des  Gases,  und  diese  durch 
die  Wärmecapacität  des  Wassers  dividirt,  giebt  die  speci fische 
Wärme  des  Gases  bei  constantem  Volum. 

Aendert  sich  nicht  der  Druck,  sondern  das  Volumen,  so  muss  noch 
auf  einen  weiteren  Umstand  Rücksicht  genommen  werden.  Wenn  ein 
Theilchen  schwingt,  so  passirt  es  die  Gleichgewichtslage  mit  dem  Maxi- 
mum der  Geschwindigkeit,  und  an  dem  Umkehrpunkte  x^  angelangt,  hat 
es  seine  Geschwindigkeit  vollständig  verloren,  um  sie  infolge  der  Wir- 
kung der  äusseren  Atome  bis  zur  Rückkehr  in  die  Gleichgewichtslage 
ebenso  vollständig  wieder  zu  bekommen.  Nehmen  wir  nun  an,  es  sei 
das  Theilchen  in  x^  angekommen,  und  während  es  im  Begriffe  steht, 
umzukehren,  finde  eine  Ausdehnung  des  Gases,  also  eine  Vergrösserung 
der  Moleculardistauz'  r  statt!  Diese  Zunahme  von  r  bedingt  eine  Ab- 
nahme der  beschleunigenden  Kraft,  und  kommt  das  Theilchen  wieder  in 
der  Ruhelage  an,  so  hat  es  nicht  mehr  die  frühere  Geschwindigkeit, 
sondern  eine  kleinere. 

Diese  Abnahme  von  V  bei  einem  Anwachsen  von  r  ist  übrigens  nicht 
an  Xq  gebunden,  sondern  findet  bei  jedem  von  Null  verschiedenen  Werthe 
von  X  statt,  sobald  eine  Ausdehnung  des  Gases  eintritt,  wenn  das  Theil- 
chen sich  dort  befindet.  Ist  letzteres  auf  der  Rückkehr  zur  Ruhelage  in 
X  angekommen,  so  hat  es  die  diesem  Punkte  entsprechende  Geschwin- 
digkeit und  würde  nach  und  nach  V  erhalten ,  wenn  die  beschleunigende 
Kraft  die  nämliche  geblieben  wäre;  wird  aber  diese  von  x  an  kleiner, 
als  sie  vorher  war,  als  das  Theilchen  auf  dem  Weggange  die  nämliche 
Stelle  passirte,  so  erreicht  es  auch  nicht  die  frühere  Geschwindigkeit  F. 
Tritt  die  Ausdehnung  ein,  wenn  das  Theilchen  auf  seinem  Weggange 
von  der  Gleichgewichtslage  in  x  angekommen  ist,  so  hat  es  bis  dahin 
einen  entsprechenden  Theil  seiner  Geschwindigkeit  verloren,  und  wenn 
nun  die  Ausdehnung  eintritt,  so  wird  das  neue  x^  wohl  etwas  hinaus- 
gerückt, aber  bei  seiner  Rückkehr  in  x  angelangt,  besitzt  das  Theilchen, 
obwohl  es  jetzt  auf  einer  längeren  Strecke  Beschleunigung  der  Bewegung 
erfuhr,  dennoch  nur  die  Geschwindigkeit,  welche  es  bei  dem  Weggange 
von  X  hatte;  es  ist  gerade  so,  als  sei  es  von  dem  alten  ^r^  und  bei  dem 
ursprünglichen  Volumen  nach  x  gekommen.  Von  da  an  gegen  die  Gleich- 
gewichtslage hin  gewinnt  das  Theilchen  weniger  an  Geschwindigkeit ,  als 
es  bei  seinem  vorigen  Vi*  '"^liehen  Strecke  verlor.    Well 

die  WiikniiF  *^  ^*^  mWeYi^ö  \%\.,  ^^  ^^^ 
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das  Theilcben  gegen  üTq  bin-  oder  von  x^  weggeben,  so  kann  man  von 
der  Aendernng  der  Scbwingungsamplitude  Umgang  nehmen  nnd  kann 
sich  denken,  es  sei  die  gesammte  Voinmänderang  vor  sich  gegangen, 
während  das  Theilchen  seinen  Weg  von  dem  Maximum  der  Elougation 
zur  Gleichgewichtslage  machte.  Hat  die  Ausdehnung  ihr  Ende  erreicht, 
wenn  das  Theilchen  in  der  Ruhelage  angelangt  ist,  so  gebt  es  mit  der 
nun  erlangten  Geschwindigkeit  weiter  und  schwingt  den  neuen  Verhält- 
nissen entsprechend  fort. 

Ich  muss  nun  auf  die  Gleichung  15)  meiner  oben  citirten  Abhand- 
lung „Ueber  die  Aenderung  des  Aggregatzustandes"  zurückkommen. 
Dieselbe  lautet: 

11)  V^'-v^=^(px^  +  ^x\ 

wobei 

13)  2»  =  4"'<^-ffi?-'(l+    /(%-^)"'   „  +  ...) 
/  ^       3        y.n  +  1         \        a(w— 2)riir«'-"  / 

zu  setzen  ist.  V  bedeutet  hier  wieder  die  Geschwindigkeit  des  Atomes, 
wenn  es  die  Gleichgewichtslage  passirt,  v  ist  seine  Geschwindigkeit  im 
Punkte  or.  In  den  Gleichungen  von  <p  und  t^  bedeutet  r  die  Molecnlar- 
distanz,  sämmtliche  übrige  Grössen  sind  constant. 

Vernachlässigen   wir  in    11)    das  Glied   ilfx\    da   —    bei  den  Oasen 

stets  nur  eine  sehr  kleine  Grösse  ist,  wird  ferner  von  den  Constanten 
/?,  7,  ...  Umgang  genommen,  denn  das  Verschwinden  derselben  bedingt 
eben  das  ideelle  Gas,  so  wird 

14)  F»  -  V«  =  <pa:«  =  I ^„_,        xK 

Aendert  sich  r,  während  das  schwingende  Theilchen  sich  in  or  be- 
findet, um  dr,  so  zieht  diese  Aenderung  auch  eine  solche  von  q>  und  V* 
nach  sich,  und  es  wird 

Die  Aenderung  dr  ist  unabhängig  von  der  jeweiligen  Stellung  und  Be- 
wegung des  Theilchens.  Würde  letzteres  (selbstverständlich  mit  gehöri- 
ger Quantität  der  trägen  Substanz  versehen)  zwischen  zwei  beweglichen 
Wänden  hin-  und  hergehen,  so  würden  letztere  ebenfalls  schwingen,  und 
die  einerseits  verlorene  Bewegung  müsste  sich  in  der  andererseits  gewon- 
nenen wiederfinden.  Bei  dem  Gase  ist  eine  ungezählte  Menge  von  Theil- 
chen da,  die  sich  jeweilig  in  den  verschiedensten  Schwingungszustlinden 
befinden.  Da  wird  Geschwindigkeit  verloren,  dort  wird  sie  gewonnen« 
und  das  Gesammtresultat  ist  dasselbe,  als  hätten  die  Gastbeilchen  eine 
Ahstossung  gewonnen,  die  der  dritten  Potenz  der  Entfernung  nmgttkrtfft 
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jffoportional  ist  und  nach  deren  Einführung  die  Theilchon  als  ruhend 
betrachtet  werden  können.  Die  Folge  dieser  vergrösserton  Abstossung 
ift  eine  Zanahme  der  Molecnlardistanz  r,  und  darum  mnss  auch  dr  in 
15)  all  von  dem  jeweiligen  Schwingnngszustande  des  Theilchcns  unab- 
kiagig  betrachtet  werden.  Während  der  Zeiteinheit  mag  nun  die  Aen- 
demog  Jr  der  Molecnlardistanz  in  einem  einzigen  oder  in  mehreren 
AngeDblicken  stattfinden. 

Wichst  r  am  z/'r,  während  das  Theilchen  sich  in  dem  Umkehrpunkte 
J|  befindet,  so  wird 

16)  z«'(F»)  =  -t 


o  7t  (w  —  1)  (n  —  2)  nx^  /fr 


r» 


Findet  in  x" y   das  zwischen  Xq  und  der  Gleichgewichtslage  ist,   die 
Aeodernng  J'r  statt,  so  wird 


r» 


So  geht  es  für  die  verschiedenen  x  weiter,  und  wenn  an  allen  eine 
Aendernng  von  r  eintritt,  so  wird  statt  z/(F*)  +  ^'(^*)  +  ...  der  Werth 
^(^')  gesetzt  werden  müssen,  wenn  letzteres  die  Gesammtänderung  von 
^' bedeutet,  Ist  andererseits  x^ ^r  =  qx^Ar^  dann  x*^  A*'r  =  qx^ d r, ..., 
*^  f'}  /i  •  •  •   Oonstante  bedeuten ,  so  wird  durch  Addition 

18) 


r» 


_         ttjg(w-l)(/i-2)w'gVz/r 


r» 


wein  ()  die  Summe  /+  q  ,,,  voratellt. 

Aoi  Gleichung  14)  ergiebt  sich,  wenn  berücksichtigt  wird,  dass  für 
*=*o  die  Geschwindigkeit  v  =  0  ist, 

^  ''«"'4«;r(fi-2)n- 

SctJt  man  diesen  Werth  von  x^  in  18)  ein,  so  wird 


Ana  7)  kann  nun  statt   F^  sein  Werth   —   eingesetzt  werden,    und 


Ac 
veandann  aus  9)  —  statt  A(y'^)  genommen  wird,  so  ergiebt  sich 

OpvAr 
^c  =  -(«-l). , 

Jl)  '^ 

Gleichseitig    mit    der  Ausdehnung    des    Gases    findet   eine   Wärme- 
****^  statt,  welche  mit  dem  Producte  aus  der  Volumzunahme  in  den 
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Druck,  unter  welchem  das  Gas  steht,  wächst.  Die  verschwundene 
Wärme  ist  der  geleisteten  Arbeit  proportional.* 

Bei  der  Unabhängigkeit  der  Aenderung  der  Molecnlardistanz  r  von 
der  Schwingnngsphase  des  Theilchens  bleibt  kaum  eine  andere  Annahme 
übrig,  als  die,  dass  dieselbe  sich  gleichmässig  über  die  ganze  Schwing- 
ungszeit vertheile,  und  es  ist  daher 

22)  dr=^cJrdt, 

wenn  Jr  die  in  der  Zeiteinheit  vor  sich  gehende  Aenderung  von  r^  d  l 
das  Zeitelement,  c  eine  Constante  vorstellt.  Laut  Gleichung  18)  meiner 
Abhandlung  „Ueber  die  Veränderung  der  Aggregatzustände'^  ist  unter 
Nichtberücksichtigung  der  Glieder  untergeordneter  Bedeutung 

dx 

23)  .     a/  = 


/^ 


und    nach  21)    der   nämlichen  Abhandlung  die  zu  einer  Viertelsschwing- 
ung nöthige  Zeit  

2f      4a;r(w  — 2)w 

Wird    nun    der  Werth   von   dr   aus   22)   und  23)  in  15)  eingesetzt, 

so  wird 

Aan{n  —  l){n  —  2)nc  Jrx^dx 


25)  .  a(r^)  =  - 


'^•^^/^-5 


und  wenn  man  von  x  =  0  bis  x  =  Xq  integrirt,  ergiobt  sich 

26)  ^(r^)  =  _«?>-^)(«-2)">.^LV^  . 

wobei  d{y^)   als   das   entsprechende  Integral    von  ^(F*^)   genommen  ist. 
Wird  aus  19)  und  26)  Xq  eliminirt,  so  ergiebt  sich 

^^>  -^y)-  ^^ y  4  o  ;r  (,7-  27«' ' 

Dieser  Werth  von  ^{V^)  gilt  für  die  Zeit,  innerhalb  welcher  das 
Theilchen  eine  Viertelsschwingung  durchläuft,  und  muss  daher  zur  Ue- 
duction  auf  die  Zeiteinheit  noch  durch  die  Schwiugnngszeit  dividirt  wer- 
den.    Nehmen  wir  nämlich   an,    diese  Zeit  sei  das  eine  Mal  1,   das  au- 

0 

dere   Mal    ri,    und    eine   Ausdehnung    dauere    /{   Einheiten    der   erstoren 
Schwingungszeit,  so  ist  bei  der  längeren  Schwingungszeit  das  ^^(^*)  aus 


*  In  meiner  Abhandlung:  „Ueber  die  Art  der  Bewegung,  welche  wir  Wärme 
nennen**  habe  ich  diesen  Satz  in  anderer  Weiso  abgeleitet;  ich  glaube  jedoch,  vor- 
»tehenden  Weg  vorziehen  zu  sollen,  da  in  dem  früheren  Ilesuitate  noch  der  Factor 

r     '    vorkommt,  ffir  den  sich  nicht  leicht  eine  Deutung  finden  iässt 
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27)  eiumalj  bei  der  kürzeren  n-mal  zu  nehmen,  weil  es  sich  ja  für  alle 
II  ScbwiDgimgen  wiederholt.  Wird  alflo  diese  Division  mit  dem  Werthe 
TOB  /  ans  24)  ausgeführt,  so  ergiebt  sich 

28)  j(r*)  =  -{n-l)±^.Jr, 

u 
vekhe  Gleichung  mit  20)  identisch  wird ,  sobald  man  -n=Q  setzt. 

« 

£i  ergiebt  sich  aus  dem  Vorstehenden  wohl  ganz  klar,  was  mit  der 

«of  Arbeit  verwendeten  Wärme  geschieht.     Wenn  die  Atome  einen  Zu- 

lebo»  zu  ihrer  Bewegung  erhalten,  so  wird  der  von  ihnen  nach  aussen 

«lugeäbte  Druck  stärker.     Infolge   davon  findet  eine  Ausdehnung  statt, 

luiddie  dadurch  erzielte  Verringerung  der  beschleunigenden  Kraft,  welche 

die  Atome  in  ihre  Gleichgewichtslage  zurücktreibt,  veranlasst,   dass  die 

Tbeilcben,  dort  angelangt,  nicht  mehr  die  Geschwindigkeit  besitzen,  die 

6i€  bei   dem   Weggange   hatten,    was    ihnen    wieder   einen   Theil  ihrer 

Winne  nimmt. 

Wir  haben  hier  den  bekannten  Satz  von  der  Wärmeäquivalenz  der 
Arbeit,  insoweit  es  sich  darum  handelt,  dass  an  die  Stelle  der  bei  der 
Aiudehnung  eines  Gases  verschwundenen  Wärme  Arbeit  getreten  ist. 
Ueser  Verlust  von  Wärme  ist  jedoch  nicht  so  fast  an  die  geleistete 
Arbeit,  sondern  an  die  Ausdehnung  gebunden,  denn  wenn  das  Gasvolu- 
■Den  infolge  eines  von  der  Arbeitsleistung  des  Gases  ganz  unabhängigen 
I'nistandes  wächst,  so  verringert  sich  dessen  Wärme  dennoch.  Es  ergiebt 
och  dieses  aus  der  Rechnung,  ist  aber  auch  Sache  der  Beobachtung, 
Jenn  wenn  man  die  Luft  aus  dem  Recipienten  einer  Luftpumpe  entfernt, 
*o  sinkt  ihre  Temperatur  bei  jedem  Kolbenhube,  obwohl  die  von  ihr 
ffelebtete  Arbeit  Null  ist.  Sei  dem  übrigens,  wie  ihm  wolle,  so  steht 
loviel  fest,  dass  bei  einer  Ausdehnung  die  Wärme  des  Gases  abnimmt, 
Qud  wenn  die  Temperatur  desselben  bei  veränderlichem  Voluin  erhöht 
Verden  soll,  so  muss  zuerst  der  durch  Ausdehnung  erwachsene  Verlust 
gedeckt  werden,  worauf  wieder  die  Erwärmung  in  der  früheren  Weise 
eintreten  kann. 

Fragt  man  nach  der  specifischen  Wärme  bei  gleichem  Drucke 
^i^j,  80  kann  sich  diese  von  der  specifischen  Wärme  bei  gleichem  Volum 
^iC  (Gleichung  10)  nur  dadurch  unterscheiden,  dass,  um  ersterc  zu  er- 
Wten,  der  letzteren  noch  die  durch  die  Volumänderung  verschwund^; 
Wime  zugefügt  werden   muss,   um  gewissermassen   den  Slaius  ff* 
nieder  herzustellen,  und  es  ist  daher 

ifnn  1=  .  Q  genommen  wird. 

Du  m  •  u         oo\     -1*  c-     A  -<3  ideelle  Gas,  in  wel- 

le Gleichung  29)  gilt  nur  für  das  sogenan  i  a  u  1 1 

*«  dio  Conatanten  ^.y.  ...  aus  1)  als  Null-et"<^^*«*  *'^'^'^'^"-    ^"^"^'^ 
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diese  Annahme  nicht  mehr  gestattet  ist,  tritt  die  Gleichung  5)  in  ihre 
Rechte,  es  verschwindet  die  Grösse  Ar  —  M  nicht  mehr,  und  L  wird 
von  1  verschieden.  Die  Folge  davon  ist,  dass  weder  das  Mario tte'scbe, 
noch  das  Gay-Lussa ersehe  Gesetz  genau  sein  können,  denn  die  Gleich- 
ung 7)  ist  nicht  mehr  richtig.  Von  beiden  Gesetzen  ist  dieses  durch 
Versuche  constatirt.  Bei  dem  Satze  von  der  Wärmeäquivalenz  der  Arbeit 
geht  es  übrigens  auch  nicht  anders.  Wird  ein  Schlag  oder  ein  Stoss  auf 
einen  Körper  ausgeübt,  so  müssen  Oscillationen  der  Körpertheilchen  die 
Folge  sein,  und  da  diese  Oscillationen  wieder  als  Wärme  wahrgenommen 
werden,  muss  der  Schlag  selbstverständlich  eine  entsprechende  Menge 
von  Wärme  nach  sich  ziehen.  Dieses  geht  aber  nur  so  lange,  als  keine 
Volumänderungen  dabei  ins  Spiel  kommen.  Werden  in  1)  die  Constan- 
ten /3 ,  y,  ...  als  von  Null  verschieden  angenommen ,  so  wird  statt  7) 

30)  /..  ,1    vv  ^ — ö p =»^^- 


+ 
Es  ergiebt  sich  hieraus,  dass  auch  statt  21) 

(11  —  1)0  (p  +  Ar-  M)Jv 


31)        ^c  =  - 


zu  setzen  sein  wird,  und  die  durch  Ausdehnung  verlorene  Wärme  wird 
von  dem  Dichtigkeitszustande  abhängig',  ist  also  der  geleisteten  Arbeit 
nicht  mehr  genau  proportional. 

Die  Ungenauigkeit  des  Gesetzes  von  der  Wärmeäquivalenz  der  Arbeit 
ist  meines  Wissens  durch  Versuche  nicht  coustatirt,  da  alle  Abweich- 
ungen der  Versuchsresnltate  von  der  das  Gesetz  als  Ausgangspunkt 
nehmenden  Rechnung  als  Beobachtungsfehler  betrachtet  werden ,  und  wo 
diese  Annahme  nicht  mehr  ausreicht,  treten  die  „inneren  Arbeiten**  an 
ihre  Stelle.  Es  fragt  sich  nun:  Was  sind  „innere  Arbeiten**?  Die  in- 
neren Arbeiten  sind  diejenigen  Wirkungen,  welche  durch  die  Glieder 
repräsentirt  werden,  die  den  Unterschied  der  Gleichungen  21)  und  31) 
bedingen,  während  das  Mariotte^sche  und  das  Gaj-Lussac^sche  Ge- 
setz bei  dem  ideellen  Gase  durch  7),  bei  dem  wirklichen  durch  30)  dar- 
^stellt  sind.  Es  ergiebt  sich  daraus,  dass  die  inneren  Arbeiten  nichts 
Ai'^dcres  sind,  als  das,  was  man  bei  dem  Mari otte-Gay-Lussa ersehen 
Gesetze  Ungenauigkeiten  nennt,  und  darum  dürfte  wohl  die  Frage  erlaubt 
sein,  ob  e»  nicht  besser  wäre,  die  doppelte  Bezeichnung  fahren  zu  lassen 
und  mir  eine  derselben  b^zubehalteu. 

Die  Wirkungen,  welche  die  Abweichungen  der  in  Rede  stehenden 
Gesetze  von  den  Beobachtungen  bedingen,  sind  nur  klein  bei  den  Gasen, 
bei  denen  die  Moleculatdistanz  r  gross  ist  gegen  die  Dimensionen  der 
Dynamiden,   durch  welche  isben   die  Grössen  ßj  /,  ...  bedingt  werden« 
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ßfi  der  Abnahme  von  r  wachsen  die  Abweichungen ,  und  sie  sind  daher 
M  den  tropfbar -flüssigen  und  den  festen  Körperu  viel  grösser,  als  bei 
(fen  Lnftarten. 

Wenn     das    Mariott  ersehe    und    das    6ay-Lussac*sche    Gesetz 

«owoU,  als   auch   das  Gesetz  von  der  Wärmeftquivalenz  der  Arbeit  nur 

insoweit  richtig  sind,   als  die  Dimensionen  der  Dynamiden  gegen  deren 

Kntfemung   von    einander   vernachlässigt  werden  können,    so  theileu  sie 

daiselbe  Schicksal,    das    auch    die  Anwendbarkeit    des    Newton^ sehen 

Schweregesetzes   begrenzt,    denn   auch   dieses   hört   in   den   sogenannten 

Molecnlardistanzen  auf,  giltig  zu  sein. 

Dnter  allen  Umständen  anwendbar  sind  wohl  einzig  und  allein  die 
▼on  mir  aufgestellten  Normen  von  der  Zweiheit  der  materiellen  Substanz, 
der  Ahstossang  des  Gleichartigen  und  der  Anziehung  des  Entgegengesetz- 
ten, and  das  Mariotte*sche,  wie  die  ttbrigen  Gesetze,  das  der  Schwere 
niciit  ausgenommen,  dürften  sich  zu  diesen  Normen  etwa  so  verhalten, 
w'ie  die  Kepler^schen  zu  dem  Newton'schen.  Die  Kepler^schen 
^ctetse  lassen  sich  aus  der  Gravitation  ableiten,  zeigen  sich  jedoch  bei 
Querer  Untersuchung  als  nicht  ganz  genau  infolge  der  Störungen,  die 
*^lb6t  wieder  im  Schweregesetze  ihre  Begründung  finden.  Ebenso  lassen 
sich  die  verschiedenen  obenerwähnten  Gesetze  aus  der  gegenseitigen 
«Wirkung  von  Aether-  und  Massen theilchen  entwickeln  und  sie  sind  so 
böge  genau,  als  man  die  Dimensionen  der  Dynamiden  gegen  deren  gegen- 
'Qtigen  Abstand  vernachlässigen  kann.  Die  Abweichungen,  die  bei 
Singer  Dynamidendistanz  zum  Vorschein  kommen,  finden  ihrerseits 
^6der  in  den  von  mir  aufgestellten  Gesetzen  ihre  Begründung,  und  das 
tlnangenehme  dabei  ist  nur  das,  dass  man  in  dem  Gewirre  von  gegen- 
seitigen Einwirkungen  der  verschiedenen  Molecule  mancherlei  Irrthümcru 
^Qtgesetst  ist.  Viele  Schwierigkeiten  bietet  auch  die  rechnerische  Be- 
^ndlung,  denn  das,  was  sich  unter  dem  Namen  „Störungen**  in  der 
Astronomie  so  vielfach  in  den  Weg  stellt,  tritt  in  der  Molecularphysik 
^^  vielfach  erhöhtem  Grade  auf.  Allerdings  nehmen  in  der  Molecularphysik 
ebenso,  wie  in  der  Astronomie  sämmtliche  Kräfte  ab,  wie  das  Quadrat 
der  Entfernung  wächst;  aber  während  man  hier  mit  einer  einzigen  Kraft, 
i^r  Schwere,  zu  thun  hat,  muss  mau  dort  zweierlei  Kräfte,  die  Anziehung 
^«s  Ungleichartigen  und  die  Abstossung  des  Gleichartigen  berücksichtigen. 
Dma  grösste  Hinderniss  ist  übrigens  zur  Zeit  der  Mangel  an  Beobach- 
tungen, da  durch  denselben  die  Bestimmung  der  Constanten  ausser- 
«^fdentlicb  erschwert,  ja  unmöglich  gemacht  wirjl. 

Bei  den   tropfbar -flüssigen   und   den  festen  Körpern  haben  wir  ein 

6Cge&  die   Gase   insofern   verschiedenes   Verhalten,    als   der   Druck   des 

^i><ieni  Aethers  durch  die  Abstossung  der  im  Körper  selbst  befindlichen, 

^^b  Uassentheilchen    nicht   neutralisirten    Aethertheilchen    nur   unvoll- 

"^ig  eompensirt  wird.     Da  demnach  ein  Theil  dieses  äussern  Aether- 
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dmckes  aoderweitig  neutralisirt  werden  mos«,  rücken  die  Molecule  des 
Körpers  etwas  näher  zusammen,  während  im  Uebrigen  die  Art  der  6rop- 
pining  der  sich  abstossenden  Theilchen  das  ersetzen  mnss,  was  an  der 
Zahl  derselben  abgeht.  Die  Gleichung  2)  besteht  aber  dennoeh,  und 
wenn    F  und  r  sich  ändern,  so  wird 

p+A(r  +  Jr)--M-(^)jr^... 

••-'-^-jPO+(l^)-+  ■•)=«•  - 

Da  es  hier  eine  specifische  Wärme  bei  coustantem  Volum  nicht  giebt,  ist 
mit  jeder  Temperaturerhöhung  ein  auf  Rechnung  der  Ausdehnung  zu 
setzender  Wärmeverlust  verbunden.  Die  Gleichung  11)  giebt  bei  einer 
Aenderong  von  r  analog  15) 

Analog   18)  wird  aus  33) 

.(.■,.<.v[(|?).^+(^')^^+...] 

Wird  aus  11)  und  7) 

^    <    •  •  •  —      "         ~Z^   ^ 
tp  qr  aq)       arfp" 

gesetzt ,  wenn  man  die  Temperatur  als  dem  Quadrate  von  V  proportional 

nimmt,  so  wird  _,  ^  ^^   ,^    v         *  »  /-^     v -. 

oder  vereinfacht  ^  *  l- ^      «W^a'-^^-^^W;]    2    +■ 

37)  Jc==gJr  +  hJr^  +  .,.. 

de  eiebt  die  Wärme  an,  welche  verschwindet,  wenn  der  Körper  von 
der  Temperatur  r  an  um  /Ix  Grade  erwärmt  wird  und  dabei  eine  solche  Aus- 
dehnung erfährt,  dass  seine  Molecnlardistanz  von  r  auf  r-^-  Jr  steigt.  Geht 
man  von  O^C.  aus,  so  ist  also  statt  x  273  zu  setzen,  worauf  dann  Je  die  bis 
zur  Temperatur  von  /  (=  ^t)  Graden  verschwundene  Wärme  bezeichnet. 

Eigentlich  haben  wir  hier  die  auf  ein  einziges  Molecul  bezügliche 
Wärme,  doch  kann  man.  die  Multiplication  mit  der  Zahl  der  in  der  Ge- 
wichtseinheit enthaltenen  Molecule  als  bereits  vollzogen  voraussetzen  und 
dann   die  Gleichung  37)   als   für  die  Gewichtseinheit  geltend  betrachten. 

Ausser  dieser  infolge  der  Ausdehnung  verschwindenden  Wärme  braucht 

der  Körper  zur  Erhöhung  der  Temperatur  eine  der  letzteren  proportionale 

Wärmemenge,  und  die  Gesammtquantität,  die  zur  Erwärmung  der  Gewichts- 

»Imt  Ton  0^  bis  i^  C.  nöthig  ist,  ergiebt  sich  ako  aus  der  Gleichung 


35)  jTj,*  —  — -        -3-  + ^    —  -^--j  +  . . . 
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38)  €  =  £Ct  +  gdr  +  hJr^  +  .,.. 

Die  mittlere  Wärmecapacität  erhält  man  durch  Division  vou'c  durch 
/  Bod  dorch  weitere  Division  mit  der  Wärmecapacität  des  Wassers  ergiebt 
Ah  die  specifiache  Wärme. 

Es  wäre   nun  am  Platze,   die  Formeln  36)  bis  38)  auf  die  vorhan- 
denen Beobachtangen   anzuwenden.     Dass   die  Constanten  g   und  h  zur 
Zeit  nicht  aus  der  Gleichung  der  Körper  abgeleitet  werden  können,   ist 
von  vornherein   klar,   weil   diese  Gleichung  noch  für  keinen  Körper  bo- 
kjuint  ist.     Es   bleibt   also   nur  übrig,   die  Constanten  a  posteriori  durch 
dinietzen  der  zusammengehörenden ,  aus  den  Beobachtungen  abgeleiteten 
Berthe  von   t  und  z/r  zu  bestimmen.     Allein  auch  in  dieser  Beziehung 
sidit  es  schlimm  genug  aus.     Durchsucht  man  die  physikalischen  Werke, 
so  findet  man  Untersuchungen  Über  die  specifische  Wärme  der  Körper  in 
Hfille  and  Fülle;   aber  so  eine  alleinstehende  Beobachtung  ist  nicht  zu 
gebrauchen,    denn  es  ist  hier  die  Kenntniss  der  specifischen  Wärme  bei 
verschiedenen  Temperaturen  nöthig  und  dadurch  schränkt  sich  die  Zahl 
^er  veiwendbaren  Beobachtungen  bedeutend  ein.     Noch  schlimmer  steht 
^<  bezüglich  der  Ausdehnungsbestimmungen.     Allerdings  schleppen  sich 
oiaige  der  letzteren  durch  die  Physikbücher,  aber  der  Ausdehnungscoeffi- 
Clont  wechselt  mit  der  Temperatur  und  darauf  ist  in  den  wenigsten  Fäl- 
len  Rücksicht    genommen.      Bezüglich    der    festen   Körper    ist    noch    zu 
berücksichtigen,  dass  die  specifische  Wärme  und  sicherlich  auch  die  Aus- 
dehnung verschieden   sind,   je   nachdem*  der  Körper  gewalzt,   gedrückt 
^  8.  w.  ist,  und  es  wäre  also  ganz  unzulässig,  Ausdehnungen  und  spe- 
cifische Wärme  verschieden  behandelter  Körper  der  nämlichen  Rechnung 
>n  Grrunde  zu  legen.     Krystalle  etwa  ausgenommen,  müssen  sämmtliche 
Beobachtungen  an  einem  und  demselben  Stücke  vorgenommen  sein.    Diese 
Gmndbedingnng  ist  bei  den  festen  Körpern  nirgends  erfüllt.     Für  Flüs- 
sigkeiten gilt  diese  Einschränkung  nicht,   dafür  sind  dieselben  als  Ver- 
(ncbsobjecte    um   so   spärlicher  vertreten.     So  kommt   es,   dass  wir  an 
zuverlässigen   Beobachtungen    einzig    auf    das   Wasser    beschränkt   sind, 
ieaien  specifische   Wärme  Regnault    bei  verschiedenen  Temperaturen 
^^^■timmt  hat,  während  wir  Kopp  die  Untersuchung  der  Ausdehnungsver- 
hUftniise  verdanken. 

Zusammengehörende  Werthe  von  Jr  und  mittloror  specifischcr  Warme 
für  die  verschiedenen  Temperaturen  sind : 


t 


20» 
40 
60 
SO 
100 


Jr. 


Mittl.  spec.  Wärme. 


._1L 


Regnault.      Rechnung. 


/ 


0,0006221 
0,0025041 
0,0054997 
0,0094377 
0,0141281 


1,0005 
1,0013 
1,0023 
1,0035 
i,0050 


1,00066 
1,00138 
1,00228 
1,0034& 

i,o(y 
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Um  die  («Icicliung  38)  auf  diese  Boobacbtnngen  anzuwenden,  ist 
«tnuKcbHt  «u  bouuM'kon,  daius  die  Wärmemenge,  welche  man  braucht,  um 
dio  («owiobtMMuheit  Wassers  von  0^  auf  1^  zu  erwärmen,  als  Einheit 
gOMi^tut  \vf»rd<*n  muss,  und  da  die  Aenderung  Jr  für  dieses  Temperatur- 
iutorvall  0»0000177  beträgt,  ist 
:un  l  =:.  A  -  0,00001 77  (;  +  0,00001  77«ä. 

Vhw  Wav^or  von  0^'  auf  20^^  zu  erwärmen,  braucht  mau  vorstehen- 
\W\  Tabollo   »utV>lg^   30.1.0005  =  20,01  W.-E.   und  es  ergiebt  sich  also 

20  A  +  0,0iH)522l  g  +  0,000522  1«ä 
*^*^  2lM>U^-0,0000177y  +  0,0000177*Ä), 

Woiiu  mau  uuu  tttr  die  übrigen  Temperaturen  die  entsprechenden 
tMoivbuiigou  bildot  und  dann  y  und  h  bestimmt,  so  erhält  man 

g^  l4,t>15A\     A=  1344,5  Ä\ 
und  mit   /u«l<«huuK  von  40>  wenien 

A  «.  1 ,00026 ,     i;  =  1 4,6 1 9 ,     ä  =  1 344,9. 

Wovdon  dioH«  Worthe  in  die  Gleichungen  40)  eingesetat,  \ind  be- 
ul Immt  mau  mit  ihrer  Hilfe  die  mittlere  specifische  Wärme,  so  erhält  man 
dli*  In  iliM  M^aboUo  unter  der  Rubrik  „Rechnung**  angegebenen  Werthe, 
iiihl  itn  Nol^t  Htoh,  dass  die  specifische  Wärme  des  Wassers  sich  aus  30) 
i«bli«Mi<li  iNuMt;  eH  ist  jedoch  dabei  zu  bemerken,  dass  auch  die  in  der 
MmImIIi  ,,H«^Kuault**  Mtehenden  Werthe  nach  einer  andern  Formel  aus  (mir 
Uli  lil  Miir  Vovt^lgung  stehenden)  Originalbeobachtungen  abgeleitet  sind, 
dMAU  hIhii  dlo  tiWiHneu  A\  r;  und  h  möglicherweise  noch  etwas  anders 
hmiiUmi    konnten,    wenn    man    bei   ihrer  Bestimmung  die  Originalbeobach- 

V\m\\\\  \\\x  die  im  Vonütehenden  gewonnenen  Resultate  zusammen, 
tili  iii|^liilil  Nloh»  (Ukh  dio  Abhängigkeit  der  specifischen  Wärme  von  der 
'riuii|it)iHhii  »loh  auf  oino  Ausdehnungserscheinung  zurückfuhren  lasse. 
Mt>l»HMiillli  h  iiMugt  dio  8pooitische  Wärme  der  Körper  auch  von  ihrer 
ri'*lin  hIi  So  tiat  Kognault  gefunden,  dass  dieselbe  bei  den  ver- 
d»  lili  diMimi  Kohlou  oino  ver:»ohiodene  sei.  Wenn  —  worüber  jedoch  keine 
u:ivui|idbnioh  Hoobachtun^r^^n  vorhanden  sind  —  auch  die  Ausdehnungs- 
iMtllblmilou  \\\\\  Ki^ipor  >iob  mit  ihrer  Textur  ändern,  so  ist  auch  Aus- 
^\\\\\  \tiibMihlou,  dio  ontsprtN^houden  Abweichungen  der  specifischen 
U  iiMiiit  «M  oikUion.  OaxM'lbo  gilt  von  dem  Satze,  dass  das  Product  aus 
fi|h » MUi  tii'i  NNäimo  und  Atomgewicht  für  verschiedene  Körper  das  gleiche 
iiiiht  »tili ,  \\\\\\\\  t^  bvauoht  ja  nur  derjenige  Körper,  bei  dem  sich  ein 
ItMin^rirft  Piodiiot  oi|^iobt,  oiuon  enti^precheud  grösseren  Ausdehnungs- 
VMutMMoMlitli  iäH  habixu.  SoUvMxorständHch  ist  dabei,  dass  die  bestehenden 
V»>l»»^llhHl«Mh«Mt«m  dev  IVoduote  nicht  allzugross  sind;  bedeutendere  Ab- 
IHgHn  Hl^g^H  da  ihi^u  (^mnd  haben,  wo  man  sie  auch  ^tzt  sucht, 
i|||||«|im«t«migMf«vnnel.     Iv»  ist  übrigens  nicht  nur  möglich,  son- 
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iem  laeb  höchst   wAhrscheinlich ,    dass   es   noch   unbekannte  UmstiCnde 
ptihtj  die  hier  eine  Rolle   spielen   and   die   sich   wohl   ans  den  Grund- 
^Mmo   ebenso    ableiten   lassen,    wie   dieses   bei   dem   mit   der   Volnm- 
nnibme  verbtindenen  Wftrmeverluste  der  Fall  ist,  an  die  man  aber  zur 
%it  gtr  nicht   denkt.      So   wenig   der  Lauf  eines  Gestirnes  durch  Ein- 
^niiDg  einer  einzigen  Störung  genau  dargestellt  werden  kann,  so  wenig 
^n  dieses  bei   den  Wärmeerscheinungen    der  Fall  sein.     Für  jetzt  ist 
ncfaer,  dass  die  Ausdehnung  nicht  nur  bei  den  Gasen ,  sondern  auch  bei 
<^en  übrigen  Körpern    von  Einfluss   auf  die  specifische  Wärme  ist,   und 
CS  muss   abgewartet   werden,   wieviel  von   den  Unregelmässigkeiten    der 
letzteren   übrig  bleibt,   wenn  der  störende  Einfluss  der  Ausdehnung  mit 
Hilfe  einschlägiger  Beobachtungen  eliminirt  ist.     Bleiben  dann  Unregel- 
mässigkeiten übrig,  so  kann  man  erst  wieder  nach  der  sie  veranlassenden 
Ursache  suchen.     Soll   dieses  jedoch   möglich  sein,   so  ist  es  unbedingt 
nötbig,  dass  man  die  Untersuchungen  nicht  auf  eine  einzige  Erscheinung 
beschränkt,    sondern    sie   auf  deren  Gesammtheit  ausdehnt,    wie  ja   die 
Natur  ebenfalls   nie   eine   einsige  Erscheinung  zeigt.     So  nützt  es,   wie 
oben  gezeigt  wurde,  gar  nichts,  die  specifische  Wärme  eines  Körpers  bei 
^ner  gegebenen  Temperatur  zu  kennen ,  wenn  man  nicht  ihre  Abhängig- 
keit von    der  Temperatur  und  die  Ausdehnungsverhältnisse  des  Körpers 
tnch  weiss.     Die  möglichst  vollständige  Kenntniss  einiger  weniger  Kör- 
per würde  der  Molecularphjsik   viel   mehr  Vorschub  leisten,   als  Unter- 
niehungen ,   die   sich   über   grosse  Reihen  von  Körpern  erstrecken ,    aber 
BOT  eine  einzige  Erscheinung  berücksichtigen.     Theilung  der  Arbeit  wäre 
iiier  wohl  am  sweckmässigsten. 

Die   nämliche  Ursache,   welche   bei   der  Ausdehnung   eines  Körpers 
einen  Wärmeverlust  bedingt,  veranlasst  auch  die  Erscheinung  der  laten- 
ten Wärme.     Schmilzt  ein  fester  Körper,  so  wird  die  Kraft,  welche  das 
BdiwiDgende  Molecul  in  die  Gleichgewichtslage  zurückführt,  kleiner  und 
^0    verschwindet   Wärme.     Diese  Abnahme   der   beschleunigenden   Kraft 
^ntt  auch  dann  ein,  wenn,  wie  bei  dem  geschmolzenen  Eise,  das  Volu- 
■Kien  der  Flüssigkeit  kleiner  ist,   als  das  des  festen  Körpers,   denn  wäh- 
veiid  die  Moleculardistanz  bei  den  Flüssigkeiten  nur  wenig  oder  gar  keine 
Venchiedenheit  zeigt,   bewirken  gerade-  diese  Differenzen  die  Härte  des 
K-Crpers,   und  je   bedeutender  die  Verschiedenheiten   der   Distanzen   be- 
niubbarter    Molecule    sind,    um    so    mehr    wird    die    Kraft,    welche    die 
JieliwiQgenden  Theilchcn  in  die  Gleichgewichtslage  zurückfuhrt,  diejenige 
Qberragen,  welche  unter  sonst  gleichen  Umständen  bei  geringeren  Distan- 
**^  vorhanden  ist. 


xin. 

Das  Princip  der  kleinsten  Arbeit  der  verlorenen  Krftfte 
als  ein  allgemeines  Princip  der  Mechanik. 


Von 

Prof.  Rachmaninoff, 

wirkl.  StaaUrmth  in  Kiew. 


Hierzu  Taf.  III,  Fig.  1. 


§  1,  Bevor  wir  zur  AnBeinanderaetzung  von  dem,  was  wir  unter 
dem  Princip  der  kleinsten  Arbeit  der  verlorenen  Kräfte  verstehen,  und 
zur  Ableitung  ans  demselben  der  Bewegnngsgleicbungen  eines  Systems 
von  materiellen  Punkten  treten,  wollen  wir  ein  Theorem  aus  der  reinen 
Analjsis  beweisen. 

Eis  sei 

1)  Ä6x+  röy  +  Zdz  +  ... 

eine  in  Bezug  auf  die  unendlich  kleinen  Grössen  dx^  dy^  dz^  ...  homo- 
gene lineare  Function,  wo  X,  T^  Z,  ...  Functionen  von  ar,  y,  r,  ... 
seien;  es  seien  ausserdem  homogene  Functionen  von  da:,  dy,  d?,   ... 

2)  j4dx+  Bdy  +  Cdz  +  ,.,,     A^öx  +  B^6y  +  C^öz  + .., ,     ... 
und 

3)  Ü8x+Vöy+W6z  +  .,.,     Ui6x+ V^8y+ Jr^6z  +  ...,     ... 

gegeben,  wo  die  Coefficienten  von  dx,  6y^  dz,  ...  Functionen  von 
^9  Vi  ^%  •••  seien. 

Wir  wollen  sehen,  welche  Bedingungen  die  Coefficienten  A',  K,  Z,  ... 
der  Functionen  1)  und  die  Coefficienten  ^ ^  By  ...  y/j,  5^,  ...  f7,  F,  ... 
f7j,  Fj,  ...  der  Functionen  2)  und  3)  erfüllen  müssen,  damit  die  Func- 
tion 1)  keinen  positiven  Werth  von  denjenigen  unendlich  kleinen  dar, 
dy,  dz,  ...,  welche  die  Functionen  2)  positiv  oder  gleich  Null  und  die 
Function  3)  gleich  Null  machen ,  annehme. 

Indem  wir  voraussetzen,  dass  die  Anzahl  der  Functionen  2)  und  3) 

kleiner  sei,   als   die  der  veränderlichen  x^  y,  :,   ...,   fugen  wir  zu  den 

enteren  soviel  neue  willkürliche  lineare  und  in  Bezug  auf  dx,  d^,  dz,  ... 

homogene  Functionen   dA,  d.Q|,  ...  hinzu,   dass  die  Anzahl  der  Func- 

i  3)  und  3)  mit  der  der  willkürlichen  dA,  di2|,  ...  der  Anzahl 

Beb  kleineo  dar,  dy,  d:,  ...  gleich  wird. 
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oogfieh  sind;  dann  müssen  die  Kräfte,  welche  auf  die  materiellen  Punkte 
wirken,  gegeben  sein.  Bekanntlich  wird  ein  System  von  materiellen 
Pnokten  mittelst  folgender  Bedingungen  analytisch  bestimmt:  Diejenigen 
Vflrrfieknngen  sind  möglich,  welche  gewisse  lineare  Functionen  in  Bezug 
mf  die  Verrficknngen  gleich  Null  oder  gleich  Null  und  positiv  machen. 
Im  letstem  Falle  ändern  die  erwähnten  Functionen  ihr  Zeichen  nicht 
anderi,  als  beim  Uebergange  von  den  möglichen  Verrückungen  zu  den 
QBmöglichen.  Das  System,  dessen  Bewegung  zu  ermitteln  ist,  bestehe  aus 
a  nateriellen  Punkten,  deren  Massen  m^,  m^y  ...  tfiiy  ...  m„  und  deren 
Coordinaten  für  das  Ende  der  Zeit  / 

leien.. 

Es  seien  diejenigen  Verrückungen  des  Systems 

('j^it*Sfif^«i),  {9x^,6y^,Sz^),  ...  {dXi,öyi,özi),  ...  (6Xn,öyn,Sz„) 
iBdglich,  welche  die  linearen  Functionen  derselben 

_jaz'      .  ar.    ,  az'    j     ar  _ 

\dxi  oyi  dzi       I        dt 

8)  <       |az".       dV\      ar\  /    di"  ^ 

P<*«itiv  oder  gleich  Null  und  die  Functionen   ■ 

kcxi  dyi  dzi       )        öt 

rxi  dyi  ozi       )       dt 

^*^icb  Null  machen.    In  den  angeführten  Ausdrücken  bezeichnen  a*,»,  yi,  «< 


^^  Coordinaten  eines  Punktes  nt,-  des  Systems  und  dem  1  sind  alle  ganz 
'^^^erischen  Werthe  von  1   bis  n  zu  ertheilen. 

Setzen  wir  femer  voraus,  dass  auf  das  mittelst  der  Bedingungen  der 
^^ glichen   Verrückungen   8)   und   9)   bestimmte   System    von   materiellen 
unkten  die   Kräfte  Fj,  F^,   ...    f,)   •••   ^n   wirken,   deren  Projectionen 
drei  rechtwinklige  Coordinaten  axen  resp. 

6n.    Kennt   man  die  Bedingungen  der  möglichen  Verrücknngen  eines 

^y'rtemg  und   die  Kräfte,   welche   auf  die   materiellen  Punkte   desselben 

*Aen,  so   findet  man  die  Bedingungen  (Gleichungen)  einer  wirklichen 

^nQekung  des  Systems   während  eines  unendlich  kleinen  Zeitintervalls 

**  '  nnd  ermittelt  auf  diese  Weise  die  Bewegung  des  Systems.     Wir  wol- 

*^ii  die  Charakteristik  eines  Differentials  auf  diejenigen  Aenderungen  von 

*^^<*«Kliiiiten  beziehen,  welcke  infolge  wirklicher  Verrückungen  der  mate- 

"•B«n  Punkte  sUttfinden. 
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»■V  W»  »-^■^■v/"J"rfV^N*w'V>*  VW>rfS/%  > 


Da  die  wirklichen  Verrückangen 

(<^^n '^»i»  ^'m)»  (^Ä'jn  ^yji  ^^j)»  •••  (^«1,  ^ytt  ^2i),  ...  (3««,  ^y«,  ^2«) 

der  materiellen  Punkte  eines  Systems  mithin  auch  zu  den  möglichen  Ver- 
rUckuu^en  demselben  gehören ,  so  müssen  dieselben  die  Functionen  8)  und 
9)  gleich  Null  machen,  im  Fall  die  Hindernisse,  auf  welche  jene  Func- 
tiouon  sich  beaiehen,  wirklich  als  solche  vorkommen.  Die  Hindemisse, 
wi^lohe  auf  die  Functionen  S)  sich  beziehen,  schliessen  für  die  sich  be- 
wogoudou  Massen  einen  Theil  des  Raumes  aus  und  lassen  für  die  Be- 
wegung den  Huderii  Thoil  frei.  Für  den  ersten  Theil  des  Raumes  wer- 
den die  Kuuotioneu  S)  negativ  und  für  den  zweiten  positiv.  Die  Hin- 
(loininMo  kommen  nur  dann  als  wirksam  vor,  wenn  sie  den  Uebergang 
niHtoriellor  Punkte  aus  einem  Theile  des  Raumes  in  den  andern  verhin- 
dt^rn.  Folglich  gehen  die  wirklichen  Verrückungen  des  Systems  an  der 
ihonve,  welche  die  beiden  Räume  von  einander  trennt,  vor  sich,  sonst 
witvdon  die  Verfückungeu  von  Hindernissen  unabhängig  sein.  Was  nun 
illo  Knnotlonon  ^^"^  betritU,  so  ist  es  ersichtlich,  dass  die  wirklichen  Ver- 
ihoknngon,  in  denen  sie  möglich  sind,  die  Functionen  9)  gleich  Null 
iiiMolion.  DarnuM  HohlioMsen  wir,  dass  eine  wirkliche  Verrückung,  welche 
dio  l'iinolionon  S)  und  U)  gleich  Null  macht,  sich  durch  folgende  Gleich- 
uiigoh   tiOMÜnimon  lAHst: 


11) 


Ül  i\  ha  die  Anzahl  der  (ileichungen  10)  und  11)  immer  kleiner 
liil ,  kIm  dio  dei-  (\ukrdinaten,  welche  die  Lage  der  materiellen  Punkte 
ühiiii  Mv'tltiiiin  lioHtimmen,  ko  milssen  noch  andere  Bedingungen  der  wirk- 
IhliiMi    Vtviiiii'knn^en  erniittolt  werden. 

|!m   tttti  (>.   die  Lage   oines   materiellen  Punkten  des  Systems  für  das 

|!'Hili-  iliM  /t\il  i^  OH  Htolle  O,- .1,'  die  Richtung  der  Geschwindigkeit  r.-  vor, 
«( i'li  Im.  doi  ISinkt  »<«  am  Knde  der  Zeit  t  hat;  dann  stellt  Of  A^  ebenso 
ilh  lixilH*'  VouiU'kuMg  vor,  welche  vom  Punkte  m,-  infolge  der  von  ihm 
ti|»viiiliMMou  UoMohwindigkeit  in  dem  unendlich  kleinen  Zeitintervalll  dl 
KHUlHldll  wHi». 

Mn  NmI   ^^^i  dlejeuign  Verrückung,   welche  der  Punkt   m,-  während 
1^1  Ulltar  der  Wirkung  der  Kraft  Fi  gemacht  hätte,  wenn  der- 
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lelbe  keine  erworbene  Geschwindigkeit  besässe  nnd  ganz  frei  wäre;   die 

Diigonallinie  OiCi  des  auf  OiAi  nnd  Oi  B^  gebanten  Parallelogramms  würde 
£e  Verrfiekung  des  materiellen  Punktes  m,-  vorstellen ,  falls  der  letzte 
m  Zeit  /  frei  wftre  und  mit  der  früher  erworbenen  Geschwindigkeit  r,- 
iDter  der  Wirkung  der  Kraft  Fi  sich  bewegte.     Da  aber  der  betreffende 

Ponlt  onfrei  ist,  so  kann  er  nicht  nach  O^Q  sich  verschieben  nnd  voll- 
endet eine  wirkliche  Verrückung  0^  Ei .  Wir  wollen  die  nach  der  ^xch- 
Ua^JiCi  wirkesrde  Kraft  Fi  in  zwei  andere  zerlegen,  welche  resp.  nach 

d«B  Richtungen  AiEi  und  EiCi  wirken,  und  dieselben  durch  Ji  uncl  P. 
bmichnen.  Die  erste  von  diesen  Kräften  verursacht  solch  eine  Ver- 
rfidniDg  JiEi,  welche,  indem  sie  sich  mit  der  infolge  der  erworbenen 
Oeiehwindigkeit  stattfindenden  Verschiebung  O^^i  verbindet,  die  wirk* 
liehe  VerrUckung  des  materiellen  Punktes  zur  Folge  hat,  als  ob  der 
letste  sieh  frei  bewegte.  Führt  man  dieselbe  Zerlegung  für  alle  Punkte 
dei  Systems  durch ,  so  sieht  man ,  dass  die  Kräfte  J^ ,  «/g  t  -  •  •  «'i «  •  •  •  *^n 
wirkliche  Verrückungen  verursachen,  als  ob  jeder  der  Punkte  frei  wäre. 

Was  die  Kräfte  P^,  P^^  ...  Pi,  Pn  betrifft,   so   dürfen   dieselben 

lein  Bestreben  haben,  eine  solche  Verrückung  zu  erzeugen, 

welche,   mit   der   wirklichen   verbunden,   eine   mögliche  Ver- 

fücknng  zur  Folge  hätte.     Die  letzte  Bedingung  dient  zur  Herstel- 

bog  der  fehlenden  Gleichungen  von  wirklichen  Verrückungen.    Zuerst 

*^ollen  wir  aber  diejenigen  Verrückungen  näher  ins  Auge  fassen,  welche, 

''^itden  wirklichen   verbunden,   mögliche  Verrückungen    er- 

^eben.    Es  sei 

12)   (^*n  ^^1»  ^*i)»  {^^'i^^y%^^^i)y   •••   i^^iy^yij^Zi)^   ... 

^*«Äe  beliebige  Verschiebung   eines  Systems;   verbindet  sich   dieselbe  mit 
*^*  wirklichen  Verschiebung,  so  ergeben  sich  die  Verrückungen 

(-s^jj  +  axj,  Jy^+dy^,  Jz^  +  dzi)y     {^x^  +  dx^,  ^y^  +  dy^,  Jz^  +  dz^), 
**^  ...  {jdxi+dxi,  /iyi+dyiy  Jz^  +  dzi), 

...    {Jx„  +  dXn,    ^yn  +  dynj    JZn  +  dz„). 

"•t  die  Verschiebung  12)   in  Verbindung  mit  der  wirklichen  eine  mög- 
iiclift  Verschiebung  zur  Folge ,  so  müssen  /4xi  +  c)  .r,- ,  Jyi  +  di/i ,  ^  r, •  +  e)  z,- , 
"Wenn  dieselben   in    die  Functionen    8)   und   9)   statt   ^a,-,  dy,-,  dzi  sub- 
«tituirt  werden,  die  Functionen 

\dxi  dyi  özi         \ 

\dxi  Cyi  dzi         I        dl 

F*tiT  oder  gleich  Null  machen  und  die  Functionen 
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telf'  dt  dV        \ 


gleieli  Null  machen. 

Infolge  der  Gleichungen  10)  und  11)  gehen  aber  die  Ausdrücke  14) 
und    15)  iu  folgende  lineare  homogene  Functionen  über: 

und 

|>arauH  ist  ersichtlich,  dass  alle  Verrückungen  12),  welche  in  Verbindung 
mit  der  wirklichen  mögliche  Verrückungen  aur  Folge  haben,  die  homo- 
genou  linearen  Functionen  16)  positiv  und  gleich  Null  und  die  Functio- 
nou  17)  gleich  Null  machen.  Man  sieht  auch,  daas  die  Ausdrücke  16) 
und  17)  Aenderungen  der  Functionen  L\  iTy  ...  M\  M'\  ...  vorstellen, 
w<^lcho  von  den  2^itänderungen  unabhängig  sind. 

Ks  sei  k\  i^i  die  erwähnte  Verrückung  J  ^a  eines  materiellen  Punktes 
Mt  und  ^^'i,  ^Jfi«  -'^i  seien  Projectionen  derselben  auf  Coordinaten. 
AuH  dem  l>reiecke  ih  fu  T,  erh&h  man 


'^ h 


-  -  —  k 


woWi  \i\^\x  l''ii\)  den  Winkel  iwiscben  der  Verrückung  und  der  Rich- 
tung der  verlorenen  Kraft  i\  b^xeichuet.  Multiplicirt  man  diese  Gleich- 
ung^^u  mit  w^uud  nimmt  mau  die  üb^r  alW  IHiukte  des  Systems  aiÜgedehnte 
Summe,  sto  erhält  mau 

Im  Aweiteu  (Hicde  dec»  vtsrhteu  TheiW  der  letzten  Gleichung  bezeichnet 

A«  < ,  diojouig%*  Yoiruvkuug,  welche  die  verlor*»ne  Kraft  Pi  bei  freier  Be- 
wo^uug  dtvi  Wtii'AVudoa  materioUeu  INtuktes  erzeugt  h^tte. 
JoMo  Voivuckuu^  wird  aber  durch  die  Gleichung 

lkr-»iuuua       Wild  statt   A,  c\  thr^^  Gr<><^e  «ub^tituirt«  so  eritiilt  man 


\\i\  »4k»\H  du»  \\uU»rvueM  Kr^rW  /\»  A*,.  ...  i\y  ...  /'«keine  Verrückungen 
^^As^^g^^u  kouueu,  %^vb«  iu  Verbiudung  mit  den  wirklicken  mögliche 
V^^V^UvkHUikVU  «^V  FvJi^  kab^M  würde«,  und  da  Krifte  im  Allgeneinen 
^'^ViS^   l^\^(tvb^^^vu   kaU^iki  Yerrttckuu^ik    lu  ers^vgea.    in   Bexvg  auf 
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wekht  das   gesammte    Moment    keinen    positiven    Werth    annimmt,    so 
KUieisen  wir,  dasa  das  gesammte  Moment  der  verlorenen  Kräfte 

£Pi.D^i.cos{Pi,  DE) 

ood   folglich    auch    das    zweite  Glied    des  rechten  Theiles  der  Gleich- 

Mgen  18)  j 

2£mi.DiEi.EiCi.cos{DiEi,  Eid) 

^sinen  positiven  Werth  annehmen  kann  und  dass  der  rechte  Theil  der 
erwähnten  Gleichungen   immer  positiv  bleiht.     Auf  diese  Weise   kommt 

man  zum  Schlüsse,    dass   bei  der  Bewegung  eines  Systems  materieller 

Punkte  

£tni .  EiCi    <  Snii .  D^Ci  . 

Dieae  Ungleichheit  schliesst  in  sich  das  sogenannte  Gauss* sehe  Princip 
dea  kleinsten  Zwanges  ein,  das  aber  von  Gauss  nur  für  den  Fall 
bewiesen  wurde,  wo  die  Bedingungen  des  Systems  von  der  Zeit  un- 
abhingig  sind.  „Das  neue  Princip*',  sagt  Gauss,  „ist  nun  folgendes: 
Die  Bewegung  eines  Systems  materieller,  auf  was  immer  fUr  eine  Art 
unter  sich  verknüpfter  Punkte,  deren  Bewegungen  zugleich  an  was  immer 
itlr  iuaaere  Beschränkungen  gebunden  sind,  geschieht  in  jedem  Augen- 
blick in  möglichst  grosser  Uebereinstimmung  mit  der  freien  Bewegung 
oder  unter  möglichst  kleinem  Zwange,  indem  man  als  Maass  des  Zwanges, 
den  das  ganze  System  in  jedem  Zeittheilchen  erleidet,  die  Summe  der 
Producte  aus  dem  Quadrate  der  Ablenkungen  jedes  Punktes  von  seiner 
freien  Bewegung  in  seine  Masse  betrachtet/'  (Gauss*  Werke,  Bd.  V 
ft.  26.) 

Man  kann  aber  die  Ungleichheit  20)  in  einem  andern  Sinne  be- 
trmchten,  der  ihre  mechanische  Bedeutung  genauer  ausdrückt.  Nämlich 
es   kinn  der  Ausdruck 

Sfn( ,  EiCi  , 

^^^  bei  wirklichen  Verrückungen  den  kleinsten  Werth  annimmt,  nach  der 

Gleichung  19)  in  die  Form 

dfi  

-^.ZPi.Eid 

"^^formirt  werden  oder  auch  in 

^^m  EiCi=^pi  gesetzt  wird.     Da  aber  Pi  die  verlorene  Kraft  bezeichnet 

^    Pi  die  Verrückungen,   welche  jene  Kraft  bei  freier  Bewegung  dem 

^^^riellen  Punkte  ertheilt  hätte,   so  stellt  £PiPi  diejenige  Arbeit  vor, 

^  ^Iche  die  verlorenen  Kräfte  bei  freier  Bewegung  erzeugt  hätten.    Daraus 

^  die  Bedeutung  des  Ausdruckes  20)  ersichtlich:  Bei  der  Bewegung 

^es  Syatema  materieller  Punkte  hat  die  Arbeit,  welche  die 

^^lorenen  Kräfte  bei   freier  Bewegung  desselben   System« 
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erzeugt  hätten,  den  kleinsten  Werth;  der  unendlich  kleine 
Zuwachs  jener  Arbeit  bleibt  bei  jeder  Verschiebung,  die  in 
Verbindung  mit  der  wirklichen  eine  mögliche  Verschiebung 
zur  Folge  haben  würde,  positiv. 

Also  ersieht  man,  dass  das  6auss*8che  Princip  des  kleinsten 
Zwanges  als  Princip  der  kleinsten  Arbeit  der  verlorenen 
Kräfte  bezeichnet  werden  könnte,  wodurch  man  in  grössere  Ueberein- 
stimmung  mit  der  gegenwärtigen  Anschauung  der  Naturerscheinungen  käme. 

§  4.  Wir  wollen  nun  die  Gleichungen  der  wirklichen  Verrückungen 
aus  dem  Princip  der  kleinsten  Arbeit  der  verlorenen  Kräfte  ableiten. 

Es  bezeichne  J2{PiPi)  diejenige  Aenderung  der  verlorenen  Arbeit, 
welche  durch  die  Verschiebungen ,  die  in  Verbindung  mit  den  wirklichen 
mögliche  Verrückungen  erzeugen ,  hervorgebracht  werden  würde ;  dann  ist 
nach  dem  Princip  der  kleinsten  Arbeit  der  verlorenen  Kräfte 

21)  d£{PiPi) 

immer  positiv.     Führt  man  statt  Pi  seine  Grösse  aus  der  Gleichung  19) 

ein,  so  erhält  man 

2  2 

JZ{PiPi)^—^.J£mip,^=:—.£mi.Jp^. 

Die  Coordinaten  a;^,  y^,  Zi  bestimmen  die  Lage  des  materiellen  Punktes 
m,-  zur  Zeit  / ;  man  bezeichne  durch  a^ ,  6^ ,  Ci  die  Coordinaten  von  m^  zur 
Zeit  (-{-  dt  für  den  Fall ,  wo  der  betreffende  materielle  Pupkt  während 
des  Zeitintervalls  dt  sich  ganz  frei  bewegte,  und  durch  |j,  r^y  ii  die 
Coordinaten  von  demselben  Punkte  für  den  Fall  der  wirklich  stattfinden- 
den Verrückung  desselben;  dann  ist 

Man  bezeichne  durch  ^|j,  dru,  J^i  die  Projectionen  auf  Coordinaten* 
axen  von  Di  Ei ,  d.  h.  die  Aenderungen ,  die  die  Coordinaten  !• ,  t}^ ,  £<  bei 
derjenigen  unendlich  kleinen  Verschiebung  des  Systems  erleiden,  welche 
in  Verbindung  mit  der  wirklichen  eine  mögliche  Verschiebung  zur  Folge 
hätte;  zieht  man  durch  den  Punkt  0^,  dessen  Coordinaten  o:,-,  ^j,  Zg  sind, 
eine  Linie  OiGi  parallel  und  gleich  EiDiy  so  ersieht  man,  dass 

J^i=/1xiy  Jrii^Jyi,  J^i=Jziy 

22)  d£(PiPd=^^i£mi\{^,^ai).^fXi  +  {rn-bi),Jyi+{ii^Ci).JZi\. 

Nach  dem  Princip  der  kleinsten  Arbeit  der  verlorenen  Kräfte 
muss  der  rechte  Theil  der  obigen  Gleichung  bei  jeder  Verschiebung, 
welche  in  Verbindung  mit  der  wirklichen  eine  mögliche  Verschiebung  zur 
Folge  hätte,  positiv  bleiben  oder,  was  dasselbe  ist,  muss  die  in  Bearag 
auf  die  Verrttckungen  lineare  homogene  Function 


Von  Prof.  Baohmaninokf.  215 


»MMWMWMMW^^yS/N/^^^<J'»^^>^**^^*^^'^^  ' 


2 

M  derjenigen  Verschiebung  keinen  positiven  Werth  annehmen,  welche 
die  Functionen  16)  positiv  und  gleich  Null  und  die  Functionen  17) 
^eieh  Null  macht. 

Cm  jene  Bedingungen  zu  erfüllen ,  ist  es  genügend ,  dass  die  Func- 
tion 23),  addirt  zu  den  Functionen  16)  und  17),   von   denen  jede  mit 
einem  betreffenden  Factor  multiplicirt  wird ,  für  alle  beliebigen  Verschie- 
bongen  des  Systems  gleich  Null  bleibe, 
2 

woi\  r, ...  ^',  ^'\  ...  die  erwähnten  Factoren  sind,  von  denen  k\  l!\  ... 
inoer  positiv  bleiben.  Da  Jxi^  Jyi^  Jzi  willkürlich  sind,  so  zerfUllt 
die  obige  Gleichung  in  folgende : 

■^(«i-«  +  ijj;+...+|.  ^  +  ...-0, 

vo  stittil  alle  ganzen  Zahlen  von  1  bis  n  zu  setzen  sind.  Nach  der 
Theorie  der  Bewegung  eines  materiellen  Punktes  hat  man 

l>i=  y,  +  t>iCOS{Vi,  y)  .3/  +  _  .  —  , 

Ci^  Zf  +  r,. cos{vi,  2) .  a/  +  ^  .  —  . 

Die  wirkliche  Lage  des  materiellen  Punktes  m,-,  dessen  Coordinaten 
»nr  Zeit  t:  x^^  y,.,  z^  sind,  wird  zur  Zeit  l-^rdi  durch  die  Coordinaten 

'dxi      d'^Xi  dt^ 
w--«-r  ^^  "^  a/»  •  2 
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bestimmt.  Führt  man  die  erhaltenen  Ausdrücke  a^*,  b^y  C£,  1^,  ij,-,  {^  in 
die  Gleichungen  24)  ein  und  bemerkt,  dass 

r,.  cos  [Vi  >  ^)  =  -gT" »    ^i  cos  (v,. ,  y)  =  ^ ,     Vi  cos  (»f ,  t)  =  -^, 

80  erhält  man  die  Bewegungsgleichungen 

d^Zj       ;  dL'  ,  d!d' 

deren  Zahl  bekanntlich  3  n  beträgt.  '  Diese  Gleichungen  in  Verbindung 
mit  denen  der  wirklichen  Verrückungen  10)  und  11)  bestimmen  Sn  Co- 
ordinaten   der  materiellen  Punkte  und  die  Factoren  A',  }!\  ...  fi\  fi^,  .... 

§  5.  Nach  dem  oben  Gesagten  ist  es  leicht,  den  Zusammenhang  su 
zeigen,  der  zwischen  dem  Princip  der  kleinsten  Arbeit  der  yer- 
lorenen  Kräfte  und  dem  der  virtuellen  Verrückungen  in  Ver- 
bindung mit  dem  d'Alembert'schen  Princip  stattfindet. 

Verbindet  man  das  Princip  der  virtuellen  Verrückungen  mit  dem 
von  d'Alembert  und  erstreckt  dasselbe  auf  den  Fall,  wo  die  Beding- 
ungen eines  Systems  von  der  Zeit  abhängen,  so  wird  durch  dasselbe 
bekanntlich  ausgedrückt,  dass  die  verlorenen  Kräfte  keine  Verschiebungen 
des  Systems  erzeugen  können,  welche  in  Verbindung  mit  der  wirklichen 
eine  mögliche  zur  Folge  hätte;  dafür  ist  es  aber  nothwendig,  dass  du 
gesammte  Moment  der  verlorenen  Kräfte 

26)  ZPi .  cos  {Pi ,  JSi) .  JSi 

bei  der  Verschiebung  Js^,  /is^^  ...  /is.^  ...   ^5„,  welche  in  Verbindung 
mit   der   wirklichen   möglich   würde,    keinen   positiven    Werth    annehme. 
Mau  kann  nun  die  verlorene  Kraft  P^  in  zwei  andere  zerlegen:  die  wi-X*- 

kende  Kraft  h\  und  die  Kraft  •^i=='"|-^S  welche  die  wirkliche  Beweguv:».! 

das  materiellen  Punktes  erzeugt  und  mit  entgegengesetztem  Zeichen  gg'^ 
uommeu  wird.     Da  aber 

Pi  COS  {Pi ,  x)  =  A\  -  mi  -^ , 

PiCOS{P^,   Z)=^   Z.^fHi-^^, 

JXt—  A Si .  cus \^J üi ,  .c) ,   J iji  =  J Si .  cos  (J Si ,  y ) ,    Jzi=^  Jsi,  cos (  J Si ,  T^ 

ti  n  /-l 
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co*(P,-,  ds^  ^=cos{Pi^  x),cos{Js^j  x)  +  cos{Pi^  y),cos{Js^y  y) 

+  cos  {Pf ,  Z)  .  cos  {J  5,- ,  Z) , 

80  nimmt  das  gesammte  Moment  der  verlorenen  Kräfte  26)  die  Form 

an.  Diese  in  Bezug  auf  die  Verrücknngen  lineare  Function  darf  bei 
derjenigen  Verschiebung  keinen  positiven  Werth  annehmen,  welche  in 
Verbindung  mit  der  wirklichen  möglich  wird,  d.  h.  welche  die  Functio- 
nen 16)  positiv  und  gleich  Null  und  die  Functionen  17)  gleich  Null 
macht;  dafür  ist  es  aber  nach  dem  im  Anfange  auseinandergesetzten 
Lehrsatze  nothwendig  und  genügend,  dass  die  Gleichung 

,     idL'  dV  dl'  \ 

für  alle  beliebig|Bn  VerrückuDgen   des  Systems  giltig  ist  und  X',  }!\  ... 
dabei   positiv  bleiben.     Die  obige  Gleichung  zerföllt  in  die  Gleichungen 
25).     Führt  man  in  die  Gleichung  22)  die  Werthe  von  a^- ,  b^ ,  q ,  1, ,  r]i ,  li 
'ein,  so  erhält  man 

oder 

--Ji:(PiPi)  =  22Pi.JSi.cos{Pi,  JSi). 

Diese  Gleichung  drückt  den  Zusammenhang  zwischen  dem  Princip 
der  virtuellen  Verrückungen  in  Verbindung  mit  dem  d^Alem- 
bert*6chen  Princip  und  dem  der  kleinsten  Arbeit  der  ver- 
lorenen Kräfte  aus.  Nach  dem  letzten  Princip  ist  der  Zuwachs  der 
verlorenen  Arbeit  immer  positiv,  dagegen  drückt  das  Princip  der.  vir- 
tuellen Verrückungen  in  Verbindung  mit  dem  d^Alem  her  tischen  aus, 
dass  das  gesammte  Moment  der  verlorenen  Kräfte 

£Pi .  dsi .  cos{Pi ,  Jsf) 

in  3ezug  auf  dieselben  Verrückungen ,  wie  oben ,  keinen  positiven  Werth 
annimmt 

§6.  Gehen  wir  nun  zum  Princip  der  kleinsten  Wirkung  über, 
von  dem  ein  englischer  Mathematiker  Folgendes  ausspricht:  The  Principlc 
of  Leasl  Jetion,  in  Ihe  form  commonly  given,  is  an  unmeaning  proposilion. 

Man    bezeichne    dureh   T  •  Kraft   eines  Systems  von 

materiellen  Punkten 
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»'^^«^^i^.^j» 


und  setze 

wobei  ü  im  Allgemeinen  eine  Function  von  der  Zeit  t  sein  kann,  da  ^ 
auf  die  von  der  Zeit  unabhängigen  Coordinatenänderungen  sich  besieht^ 
Aendert  man  T  nach  dem  Symbol  z^,  so  erhält  man  successive 

JT=      Um 


=      £m 


woraus  folgt 

Infolge  dessen  nimmt  die  Gleichung  27)  die  Form 

au.  Multiplicirt  man  diese  Gleichung,  welche  immer  als  positiv  zu  be- 
trachten ist,  mit  dl  und  integrirt  beide  Theile  derselben  zwischen  den 
Grenzen  /  =  ^q  und  ^  =  /^ ,  welche  zwei  bestimmten  Lagen  des  Systems 
im  Kaume  entsprechen ,  so  dass  an  den  Grenzen 

so  erhält  man 

\  k 

-Jj^FiPi) .  dt  =  2J{j  ü  +  jr).dt', 

da  aber  J  sich  auf  eine  von  der  Zeit  unabhängige  Aenderuug  bezieht, 
so  kann  mau  die  obige  Gleichung  in  die  Form 

ti  «1 

-f^1{PiPi).dt  =  2.jJ{ü+T).dt 

bringen.  Diese  Gleichung  drückt  den  Zusammenhang  zwischen  dem  so- 
genannten Princip  der  kleinsten  Wirkung  und  dem  der  kleinsten  ver- 
lorenen Arbeit  aus  und  erklärt  uns  die  dynamische  Bedeutung  des  Aus- 
druckes im  rechten  Theile  der  obigen  Gleichung.  Da  ^ (/',/>,)  bei  der 
Verschiebung,  welche  in  Verbindung  mit  der  wirklichen  möglich  wird, 
keinen  negativen  Werth  annimmt,  so  ersehen  wir,  dass 
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,ß 


J  l{U+T).dt 

t 

hei  demelben  Verschiebung  keinen  positiven  Werth  annimmt.  In  diesem 
ffinne  könnte  man  das  Princip  der  kleinsten  Wirkung  genauer  als  das 
der  grössten  Wirkung  nennen,  obgleich  die  beiden  Bezeichnungen 
mla  keine  streng  genauen  betrachtet  werden  können  und  in  Bezug  auf 
Ikre  Bedeutang  in  Verwirrung  bringen. 
Betrachtet  man  den  Ausdruck 


J{JJ+T).d. 


^      t 

nur  als  solchen,  der  bei  der  Verschiebung,  welche  in  Verbindung  mit 
der  wirklichen  möglich  mirdi  negative  Zunahmen  erleidet,  so  ist  man  im 
Stande,  die  Bewegungsgleichungen  eines  Systems  materieller  Punkte 
regelmSssig  auch  für  den  Fall  abzuleiten,  wo  die  Bedingungen  von  der 
Zeit  abhängen  und  mittelst  Gleichungen  und  Ungleichheiten  ausgedrückt 
werden.     In  der  That,  nach  dem  eben  Gesagten  können 

^lJ{ü+T).di  oder  j{/lü+JT).dt 

U  \ 

bei  den  Verrtickungen ,  welche  die  Functionen  16)  positiv  und  gleich 
Null  und  die  Functionen  17)  gleich  Null  machen,  keinen  positiven  Werth 
annehmen.     Führt  man  in  das  obige  Integral  den  Werth  von  ^SU 

and  den  Ansdruck  von  JT  nach  der  Gleichuflg  28)  ein,  so  erhält  man 

^^    ^  a».  ) 

djk  die  Summe 

mn  den  Grenzen  des  Intervalls  Null  wird.  Damit  der  Ausdruck  29)  bei 
dea  Verrfickungen,  welche  die  Functionen  16)  positiv  oder  gleich  Null 
ond  die  Fnnctionen  17)  gleich  Null  machen,  keinen  positiven  Werth 
annehme^  ist  es  noth wendig  und  genügend,  dass  für  alle  beliebigen  Ver- 
rftcknngen  die  Gleichung 
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,     XdM'  '  dM'  dM'  T  \ 

gelte,  wobei  X\}!\  ...  fi',  fi'^  ...  unbestimmte  Factoren  sind,  von  denea 
A',  X'\  . . .  immer  positiv  bleiben.  Die  obige  Gleichung  zerlegt  sich  wegen 
der  Willkürlichkeit  von  ^x^^  ^Vty  ^h  in  3n  Gleichungen  25).  Wenn 
der  Ausdruck  29)  bei  den  Verrückungen,  welche  die  Functionen  16) 
positiv  und  gleich  Null  und  die  Functionen  17)  gleich  Null  machen,  nur 
positive  Werthe  annehmen  könnte,  so  würden  wir  zum  falschen  Schlüsse 
kommen ,  dass  die  Factoren  l\  k'\  . . .  negativ  sein  müssen. 


XIV. 

Die  Definition  der  geometrischen  Oebäde  durch 
Constmction  ihrer  Folarsyateme. 

Von 

H.  Thieme, 

Hr.  phil. 


NAcMem  durch  die  Untersuchungen  von  Cremona*  und  Frahm** 
bekannt  ist,  dass  ein  Netz  von  Curvcn  n^^  Ordnung  für  72>2  und  bei 
drei  Dimensionen  schon  ein  Netz  von  Flächen  zweiter  Ordnung  im  All- 
gemeinen sich  nicht  als  Netze  erster  Polaren  für  eine  Curve,  resp.  Fläche 
der  nächsthöheren  Ordnung  auffassen  lassen,  crgiebt  sich  die  Aufgabe, 
allgemein  Oebilde  von  1,  2  und  3  Dimensionen,  also  Systeme  von  Punkt- 
gmppen  (binären  Formen)  einer  Geraden,  Curven  einer  Ebene  und  Flä- 
chen zn  coustruiren,  welche  für  ein  derselben  Dimension  angehöriges 
Gebilde  der  nächsten  Ordnung  Systeme  erster  Polaren  sind.  Diese  Auf- 
gabe löst  sich  für  die  verschiedenen  Dimensionen  in  gleichmässiger  Weise 
mit  Bedlitznng  des  Begriffs  der  gemischten  Polaren. 

Mit  der  Construction  der  Polarsysteme  hängt  eine  andere  Frage  zu- 
sammen. Sie  bietet  die  Möglichkeit,  die  geometrischen  Gebilde  und 
beliebige  Mannigfaltigkeiten  derselben  rein  geometrisch  und  in  allgemei- 
ner Weise  zn  definiren  und  zu  behandeln.  Da  die  bisherige  sogenannte 
syntbetische  Definition  der  geometrischen  Gebilde  durch  Büschel  und 
B&ndel  zn  einer  genügenden  Definition  der  Projectivität,  auf  die  sie  sich 
fltatxt,  die  Polarentheorie  schwer  entbehren  kann,  diese  aber  bis  jetzt 
ii<»ch  nicht  unabhängig  von  der  Algebra  entwickelt  ist,^*  so  scheint  der 
Veranch,  für  die  geometrischen  Untersuchungeo  eine  andere  Definition 
als  Ausgangspunkt  zu  wählen,  an  und  für  sich  nicht  unberechtigt  zu- 
sein. Sonst  darf  vielleicht  noch  erwähnt  werden,  dass  durch  Construc- 
tion   der    Pojarsysteme  auch   die  Gebilde   einer  Dimension,   die  binären 


•  Ebene  Carven,  8.  265  flg. 

••  Mathem.  Annalen,  Bd.  VII  S.  636—638.    Vergl.  auch  Toeplitz,   %Tnd., 
Ba.  XI  8.434-463. 

VergL  Schar,  Zeitschrift  f.  Mathematik  u.  Physik  XKll,  4,  ^.'^L'^^^— %a;^. 
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r^^>e  ^^  •  ^•^^^^'•V»^^>^*^*» 


Formen,  sich  in  allgemeiner  Weise  und  unabhängig  von  Algebra  und  der 
Geometrie  anderer  Dimensionen  behandeln  lassen. 

Da  sich  die  Lösung  des  vorliegenden  Problems  für  alle  Dimensionen 
gleich  gestaltet,  behandle  ich  es  sofort  für  drei  Dimensionen;  die  Ueber- 
tragung  auf  eine  und  zwei  Dimensionen  ist  ohne  Weiteres  ersichtlich. 

Unter  der  Voraussetzung,  die  ja  für  ;i  =  2  erfüllt  ist,*  dass  die  ent- 
sprechenden Constructionen  und  Eigenschaften  für  Flächen  n^*'  Ordnung 
abgeleitet  sind,  construire  ich  das  Polaruetz  einer  Fläche  (/t  + 1)^^' Ord- 
nung, sodann  ein* Büschel,  ein  Bündel  und  eine  beliebige  Mannichfaltig- 
keit  von  Flächen  (»-{-1)^^  Ordnung  und  weise  an  diesen  Gebilden  die 
zunächstliegenden  Eigenschaften  nach.    So  beweise  ich,  immer  unabhängig 

von  Algebra,  dass  durch  -     — ^    — ^ '  — 1  Punkte  im  Allgemeinen 

nur  eine  Fläche  (w  +  l)*«'  Ordnung  geht  und  dass  eine  Fläche  («H-1)**' 
Ordnung  mit  einer  Geraden,  die  ihr  nicht  ganz  angehört,  höchstens 
(m  +  1)  Punkte  gemein  hat. 


§1. 

Im  Folgenden  bezeichnen  «,  />,  c,  ...  Punkte,  (a, '»)  die  Punktreihe 
der  durch  a  und  b  gehenden  Geraden,  (a,6,  c)  das  Punktfeld  der  durch 
a,   b   und.c  gehenden  Ebene,   A^^  B^y  6"™,   ...    Flächen   m*«'  Ordnung, 

(i^"*,  B^)  das  durch  A^  und  B"*  constituirte  Büschel  etc. ,  A,  die  erste 
Polare    des    Punktes    x    für    eine    gegebene    oder    gesachte   Fläche    A'"^ 

j/Sy      die  Polare  von  y  für  >^J?~"*  etc.,  ^^""'*  die  /?**  Polare  von  x  für  A^, 
Ich  ordne  nun  einem  beliebigen  Punkte  a  des  Raumes  eine  beliebige 

Fläche  (oder  allgemein  ein  Polarsystem)  n^^^  Ordnung,  sie  sei  >^,  zuT  Einem 
Punkte  h  entspricht  für  Aa  als  Polare  Aab  •  Jetzt  suche  ich  eine  Fläche 
A^y  für  welche  a  und  A^"^^  Pol  und  Polare  sind,  und  ordne  sie  dem 
Punkte  h  zu.     Dadurch  ist  jedem  Punkte  x  von  {(lyb)  eine  Fläche  von 

{AZy  A^)  zugeordnet.  Dem  Punkte  x  entspricht  für  aZ  die  Polare  A^'J  ; 
da  nun  A^"^  ,  A^"^  ,  A^l^  einem  Büschel  angehören,  giebt  es  in  (>^,  Ay) 
eine  Fläche  ^4",  für  welche  n  und  A^^  Pol  und  Polare  sind.  Ordnen 
wir  A^  dem  Punkte  .r  zu,  so  ist  für  jedes  x  aZx  ^  Ax7  •  Ich  behaupte, 
dass    auch    für    ein    beliebiges  Paar    von  Punkten   x^  y   in    (^/,  b)   A^^y^ 


'-iA^y~  ist.  Die  Polaren  des  Punktes  x  für  {A^t  ^Ti  bilden  das  Büschel 
{Aax  y  Ai,^  ),  dem  natürlich  auch  Ay^  angehört.  Da  zu  {aZ7  ,  A^J  )  auch 
Axl^     und  AaJ  —  w^"7    gehören,  so  erhält  man  {Aax   »  ^bx   )  auch,  wenn 

*  Schroeter,  Eegekchnitte,  Abschn.  IV;  Beyer,  Inauguraldiss.,  Breslau, 
1S6S  u.  A. 
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■um  (ff,  6)   Hir  ^*  die  Polaren   sucht;   also  gehört  auch  A^J^   dem 
BiKkel  (47\  ^77*)  an. 

In  gleicherweise  folgt,  dass  dem  Büschel  {j4ay\Ai^^)  Al^^  und 
4r*  rag^ören.  Da  nun  (^Jj\  Atx^)  und  (Aa^\  ^7^)  nicht  identisch 
nditbo  höchstens  eine  Fläche  gemeinsam  haben,  muss  ^"7*=  Ayx^  sein. 

Ans  dem  Vorhergehenden  folgt  noch,  dass  {j4a,A^)  nicht  nur  ein- 
faÜg,  sondern  auch  projectivisch  {a^b)  zugeordnet  ist;  dienn  die  ersten 

Pohren  von  x  auf  (a,6)   für  {Aly  Ai)  sind  mit  den  Polaren  von  («,ä) 

Dir  4?,  die  ein  zu  (o^b)  projectivisches  Büschel  bilden,  identisch. 

Einem  Punkte  c,  welcher  nicht  in  (a,6)  liegt,  entsprechen  als  Po- 

hren  für  {jC,  ^)  die  Flächen  {Aa7\  ^Jc"').    Irgend  zwei  dieser  Flächen 

fgt    und  A^T    genügen  in  Bezug  auf  die  Punkte  x  und  y  der  Eigen- 

•ebift  der    gemischten    Polaren.     Es    ist   nämlich    A^'^^ '=  Ä^^c  "^  ^7e 

=^ei'i  d.h.  ^"^,  die  Polare  von  y  für  -^J7    identisch  mit  ^'^s^  der 

Polire  Ton  x  fUr  ^7^    (^27  ,  ^?r  )  und  (a,  6)  lassen  sich  also  für  Flä- 
ckn  n*"  Ordnung  als  Polaren  und  Pole  auffassen.     Ordne  ich  eine  dieser 

Fliehen  Äl  dem  Punkte  c  zu,  so  ist  gemäss  der  Definition  von  jf^  für 

jedes  X  in   (a,i)   -^"7  he.<^c7»   -^^   gßuügt    mit   jedem  Elemente    von 

(4t  ^)  der  Eigenschaft  der  gemischten  Polaren. 

Die  vorstehende  Betrachtung  verliert  ihre  Giltigkeit  für  ;2b=3  2;  sie 
hnt  rieh  dann  durch  folgende  ersetzen.  In  diesem  Falle  bilden  die 
Polaren  eines  Punktes  x  in  (a,^)  ein  Ebenenbüschel  {A^ax%A\^\  eine 
Biene  dieses  Büschels,  sie  sei  A\x'=^  A^xy^  geht  durch  c.  Es  sind  dann 
« md  *  für  i4*y,  c  und  y  für  -4*^  conjugirte  Punkte.  Die  Polaren  von 
f  ftr  (ijf*.,  >rf*4)  bilden  ein  zu  (a,fr)  projectivisches  Büschel  (^^«r»^*6c); 
i> diesem  geht  Ä^x9  durch  y  und  i^'^c  durch  x.  («,  /;)  und  {Ä^aa  A^hci  liegen 
«ernaeh  involntorisch ;  denn  geht  die  einem  Punkte  x  zugeordnete  Ebene 
dtreh  y,  so  geht  die  dem  Punkte  y  zugeordnete  durch  x.  Es  lassen  sich 
^^  wie  im  allgemeinen  Falle,  die  Punkte  von  (^,^)  und  die  entspre- 
^den  Elemente  von  {^A^acyA^i^  als  Pole  und  Polaren  einer  Fläqhe, 
"f^r  natürlich  zweiter  Ordnung,  auffassen;  ebenso  besteht  allgemein  die 
*««iehnng  A^^c'^A^cx^ 

Hiernach  gilt,   da  durch  die  polarische  Zuordnung  von  a  und  h  zu 

-%  nnd  itf   die   ganze  Punktreihe  (flr,A)  polarisch  dem  Büschel  (^4«,  ^?) 
•^geordnet   ist,   für   «>2  der  im  Folgenden  mehrfach  gebrauchte  Satz: 

^eon  eine  Fläche  AlI  mit  zwei  Flächen  eines  Büschels  (^^p,  i^S!»),  welches 
^*^  lieh  der  Eigenschaft  der  gemischten  Polaren  genügt,  dieser  Eigenschaft 

^  gemischten  Polaren   genügt,   so  genügt  Al  mit  jedem  Elemente 

V^tii^)  dieser  Eigenschaft. 


tTA«! 
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Jetzt  verbinde  ich  c  mit  einem  Punkte  x  von  (a,  b)  durch  eine  Ge- 
rade und  ordne  einem  beliebigen  Punkte  z  in  (r,  x)  diejenige  Fläche  jIZ 
aus  {J^,  J^)  zu,  für  welche  A^T  =-^"7  ißt.  Für  zwei  Flächen  A^  und 
AZ  in  {A^,  Jl)  besteht  dann  auch  die  Beziehung  AZ7   =-^^  .     Irgend 

eine  Fläche  A^  aus  (Aa^A^)  gentigt  mit  Ae  und  A^  der  Beziehung  der 
gemischten  Polaren,  folglich  nach  dem  soeben  ausgesprochenen  Satze  mit 

dem  ganzen  Btlschel  (Ac,  A^),  d.  h.  es  ist  allgemein  A^^  =^AyT  •  Denkt 
man  für  das  Büschel  der  Verbindungslinien,  die  von  c  nach  («r,  6)  gehen, 
dieselbe  Construction  wie  für  {c^x)  ausgeführt,  so  ist  jedem  Paukte  der 

Ebene  (a,^,  c)  eine  Fläche  des  Bündels  {A^jA^^aZ)  zugeordnet;  um- 
gekehrt ist  jede  Fläche  aus  {AZ^J^jA^)  einem  Punkte  in  {a^b^c)  zu- 
geordnet, da  sie  mit  A^  und  einer  Fläche  von  {A^^  Ab)  zu  einem  Büschel 

gehört.  Irgend  zwei  Flächen  Al  und  aI  aus  {A^^  ^",  Ac)  genügen  der 
Eigenschaft  der  gemischten  Polaren;  denn  hat  (c,  u)  mit  (a,  b)  den  Punkt 

X  gemeinsam,  so  ist,  wie  eben  bewiesen,  A^Z  =A^'^    und  Ap^  =  Ac^ 

nach  Construction.     Al  steht  also  mit  dem  Büschel  {A^j  ^"),  zu  dem  AZ 

gehört,  in  der  Beziehung  der  gemischten  4^olaren ,  es  ist  also  auch  aZV 


'vu 


Die  Flächen,  welche  einer  beliebigen  Punktreihe  (w,  t?)    in   (<i,  6,  c) 
zugeordnet  sind,  bilden  ein  Büschel.     Ist  näpilich  tif  ein  Punkt  von  (»,€>) 

und  A^p  die   nach   Früherem   zugeordnete  Fläche   in  {A^^  A^^  Ac)^   so   ist 

Al"^  =iAZZ  •    Gehörte  nun  aZ  nicht  zu  (^w,  /Iv),  so  könnte  man  in  diesem 

eine  Fläche  AZ*  so  construiren ,  dass  AZ'Z  =  aZw     ist.     Die  Fläche  jf!,* , 

die  ja  zu  (i^J,  >^",  Ac)  gehört,  ist  schon  einem  andern  Punkte  tv  zugeord- 


fV 


net,   für  welchen  ^Z>'  =  AZ*^t     ist.     Es   muss  also  ^Z  =-^«»'1    w  = 

und  4^^=.  A„'  sein,  AZ,  dem  Büschel  i^AZy  AZ)  angehören.     Die  Beziehung 

zwischen  (w,v)  und  {aZ^AZ)  ist  aus  demselben  Grunde,  den  ich  bei  {a^h) 

und  (i4j[,  Ab)  angegeben  habe,  eine  projectivische.     Wenn  nun  aber  einer 
beliebigen    Pnnktreihc    (ti^v)   in    («,/>,  c)   ein    projectivisches   Büschel    in 

{^ai  -^"»  ^c)  entspricht,  so  ist  das  ganze  Punktfeld  («,/',  c)  auf  das  Bün- 
del (^,^*,^c)  projectivisch  bezogen. 

Nachdem  so  in  gewünschter  Weise  die  Beziehung  zwischen  («,^,  r) 
und  {AZy  AZj  Ac)  festgelegt  ist,  nehme  ich  einen  beliebigen  Punkt  tl  ausser- 
halb (a,  />,  c)  hinzu.  Die  Polaren  von  d  für  (/^'I,  AZ,  AZ)  bilden  das  Bün- 
del {aZ7  ,  aZJ  ,  aZ7  ).  Für  irgend  zwei  Flächen  Ax7  nnd  A^J  ans 
{AaJ  ,  AbT  1  Af.J'  )  besteht  die  Beziehung  A^Ty  =  ^yTn  denn  Ajpjy  EHE  A^yd 
=  A,jj.,iizAyajg,  Es  lassen  sich  also  die  Funkte  von  (/i,  6,  r)  und  die 
entßprechenäojt   Flächen    von    (^27\  ^aJ\ -^Jrf"')   als  Pole  und  Polareil 
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ftr  Flfohen  fi*^  Ordnung  auffassen.  Für  n  =  2  folgt  nach  dem  vorbin 
ftr(^tff^^&e)  bewiesenen  Satze,  dass  irgend  eine  Punktreibe  (ti,«)  aus 
(i,6,c)  und  das  entsprechende  Büschel  in  {j4^ad^  ^^htf^  ^\d)  involuto- 
ridieLage  haben,  dass  also  hier  (^,6,  c)  und  {j^^ady  ^hd^  ^\d)  sich  als 
Me  und  Polaren  für  Flächen  zweiter  Ordnung  auffassen  lassen. 

Ift  eine  der  so  möglichen  Flächen  w*®'  Ordnung  (n  >  2)  J^^  so  be- 
stellt Ar  i4  nnd  eine  beliebige  Fläche  ^^  aus  (^a»  ^?,  ^?)  die  Beziehung 

Wie  wir  die  Punkte  von  (a ,  6)  durch  Geraden  mit  c  verbunden 
Ittben,  80  ziehen  wir  jetzt  Geraden  von  d  nach  den  Punkten  von  (a,  ^,  c) 
ud  ordnen   einem  Punkte   z  auf  (ti,(f),   wo  u  ein  Punkt  von  (a,6,  c) 

in,  die  Fläche  Al  in  (^3,  ^l)  zu,  für  welche  Ald^=Ad7^  ist.  Dadurch 
ordnen  wir    den    Punkten    des    Raumes    die   Flächen    des    Gebüsches 

(i!,  j',i^,  J^)  zu.  Für  dieses  beweisen  wir,  wie  beim  Bündel  {A^y  ^?,  Ae)^ 

dm  allgemein  J^^  =  ^^Z  ist,  wo  u  und  v  beliebige  Punkte  des  Rau- 
net nnd;  ebenso,  dass  die  den  Punkten  einer  beliebigen  Geraden  (t/,f) 
ngeordneten  Flächen  ein  Büschel  bilden.  Dadurch  ist  zugleich  bewie- 
Mn,  dass  die  den  Punkten  einer  beliebigen  Ebene  zugeordneten  Flächen 
ein  Bündel  bilden   nnd  dass   die  Punkte   des  Raumes  projectivisch  den 

Hfioenten  des  Gebüsches  (^a»  ^^^  ^e>  ^3)  zugeordnet  sind. 

Fassen  wir  die  Schnittpunkte  einer  Geraden  und  die  Schnittcurven 
einer  Ebene  mit  den  Polaren  ihrer  Punkte  ins  Auge ,  so  folgt  mit  Rück- 
Aekt  auf  die  Betrachtungen  der  Geraden  und  der  Ebene,  die  zu  den 
▼(iMehenden  analog  sind,  dass  durch  das  construirte  Polarsystem  von 
drei  Dimensionen  auf  jeder  Geraden  und  in  jeder  Ebene  ein  Polarsystem 
(ff-f  1)^  Ordnung  einer,  resp.  zweier  Dimensionen  bestimmt  ist. 

Das  construirte  Polarsystem    von   drei   Dimensionen  bezeichne  ich 

Die  Art  unserer  Construction  von  i^"+^  gestattet  leicht,  Elemente 
■■nigeben,  durch  welche  ^+*  bestimmt  ist. 

Dem  Punkte  a  kann  ich  eine  beliebige  Fläche  A*!,  n^^^  Ordnung  zu- 

^en;  i#*   kann   ich   durch  Paare   conjugirter  Punkte,*   deren  Anzahl 

^  durch  f{n)  bezeichne,  bestimmen.     Mit  A^  kennt  man  von  A^  schon 

^«  I  die  Polare  zu  a,  oder  f{n  —  1)  Paare  conjugirter  Punkte;  zur  Be- 

itniioiiing  von  Ai  kann  man  also  noch  f{n)  —  f(ti  —  l)  Paare  conjugirter 

^ktc  beliebig   wählen.      A^   und   Ail  sind  also  durch  2 /*(«)  — /"(«  —  !) 

^^^paare   bestimmt     Von  Ac    kennt   man   die   Polaren   zu  a  und   6, 

^f    nnd  Acr     durch  i^«   und  a2\   A^ä     und  Äl"^     vertreten  als  Be- 


*Coi^agirt  hefssen  hierbei  zwei  Punkte,  weon  der  eine  zum  am 
Mittelpunkt  ist. 
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stimmungsstücke    für  Ac    /"(n-l)  +  {/"(n-l)  - /'(n-2)}  =  2/'(fi-l) 

— /"(w  — 2)  Paare  conjugirter  Punkte;  um  J^  vollständig  zu  bestimmen, 
müssen   also   /"(«)  —  2/*(w  — 1) +/*(w— 2)  Punktepaare   gegeben   werden. 

^;,  ^ft  und  Je   sind    durch  3/'(w)  -  3/"(«-l)+/(«-2)   Punktepaare 

bestimmt.  Von  Ad  kennt  man  die  Polaren  zu  drei  Punkten,  a,  6,  c; 
als  solche  vertreten  diese  3/*(«  — 1)  —  3 /"(n  — 2) +  /*(n  — 3)  Punktepaare; 

zur  Bestimmung  von  Aa  darf  man  also  noch  f(n)  —  3/^(n  —  1)  +  3/'(«  —  2) 

— /*(n  — 3)  Punktepaare  wählen.  Da  nun  -^"+*  durch  Aa^  ^?,  ^c,^3  be- 
stimmt ist,  so  ist 

/(«  + 1)  =  4/'(«)  -  6/(«  - 1)  +  4/^(11  -  2)  -  f(n  -  3). 
I8t  für  p  <  n  f(p}  =  (P  +  ^)(PJ-^)CP  +  ^)  _  1 ,  so  folgt  durch  einfache 
Umformung  /•(«  + 1)  =  ("  +  2)("  +  3)(>i  +  4) _ ^     j^^^  ^.j^  ^.^  ^^^^^j  ^^^^ 

^(.P  +  1)(P  +  V(P  +  S)_^   ^^^jj^j^^t  f„,  p;=l-„nd  p  =  2.    Ffir  p  =  3 

o 

folgt  nach  den  obigen  Betrachtungen,  dass  A^a  durch  9,  A^b  dann  durch  6, 

A\  durch  3   und  A^a  durch   1  Punktepaar,    ^^  also   durch  19  derselben 

bestimmt  ist;  für  p  =  4  folgt,  dass  A\  durch  19,  A\  durch  19  —  9,   A^c 

durch  19  —  2.9  +  3  und  ^»d  durch  1, folglich  A^  durch  34  Punktepaare 

bestimmt  ist.      Die   Formel   für  /"(/?)   bleibt   auch   in   den  Fällen  p  =  3, 

p  =  4  und  damit  in  allen  Fällen  giltig. 

Zur  Bestimmung  von  ^4"+^  lassen  sich  also ^       —  1 

unabhängige  Elemente  angeben.  Die  Gesammtheit  der  Polarsysteme  (n  + 1  )*®' 

Ordnung  bilden  infolge  dessen  mindestens  eine  \/'(w+l)= ^^~ß~ U' 

fache  Mannichfaltigkeit.  Wir  werden  nun  der  Reihe  nach  die  l-,2-,.../'(w+l)- 
fache  lineare  Mannichfaltigkeit  constrnircn  und  zeigen,  dass  die  Gesammt- 
heit der  Polarsysteme  (w  +  l)**''  Ordnung  eine  lineare  /(«-f-l)- fache  Man- 
nichfaltigkeit bilden. 

§2. 
Zunächst  gebe  ich  zwei  Polarsysteme  ^4"  +  '  und  i5"+**,  Ihre  Pola- 
ren zu  einem  Punkte  ic,  also  A^^  ^",  bestimmen  ein  Büschel  (//J,  ^"); 
im  Besondern  kann  sich  dies  Büschel,  wenn  A"^Bx  ist,  auf  die  unend- 
lich oft  zu  zählende  Fläche  Ax  reduciren.  Durchwandert  x  eine  Punkt- 
reihe («,ft),  so  erhält  man  die  projecti vischen  Büschel  (^«,  ^?),  (ßj,  ßj) 

und  die  Unendlichkeit  von  Büscheln  (.4«,^),  (-^?,  ^")>  (^x,  ^J)  etc. 
Diese  zweifache  Unendlichkeit  von  Flächen  werde  durch  £"  bezeichnet. 

Wenn  ^4«,  ^»,  ^,  B^  nicht  einer  niederen  Mannichfaltigkeit  angehören, 
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M  iit  2"  in  der  dnrch  A^f  ^ti  ^a»  ^  bestimmten  dreifachen  Mannich- 
fidtfgkeit  von  Flächen  das,  was  eine  KegelflXche  zweiter  Ordnung  im 
Puhrtnme  ist.  Vermag  man,  wie  wir  voranssetzen ,  eine  dreifache 
Xtaiüehfaltigkeit  von  Flächen  n^'  Ordnung  zu  construiren  und  zu  be- 
weiieii,  daaa  in  ihr  eine  zweifache  und  eine  einfache  lineare  Mannich- 
Uti^eit  ein  oder  alle  Elemente  gemein  haben,  so  ist  es  ohne  Weiteres 
■9glich,  fär  diese  dreifache  Mannichfaltigkeit  die  zu  den  Sätzen  des 
Puktranmes  entsprechenden  Sätze   zu  entwickeln.     Es  giebt  mithin  in 

I*  ausser  (^",  B^)^  {A^^  ^),  (^x,  B*)  etc.  noch  eine  zweite  Beihe  von 

Bllicheln,  zu  denen  (^ü,^?)  und  (Bl,  Bt)  gehören;  jede  Fläche 'in  £^ 
gdiSrt  zwei  Büscheln  von  ^  an. 

Sind  i^,  A2^  ^,  Bt  Elemente  einer  zweifach  unendlichen  Mannich- 
iiltlgkeit,  so  ist  .£"  entweder  das  Analogon  des  Tangen tenbtischels  eines 
Kfl|;e]fiehnitt68  oder  zweier  Strahlenbiischel.  Wie  nun  dnrch  einen  Punkt 
to  ingehörigen  Ebene  zwei  Tangenten  eines  Kegelschnittes  oder  zwei 
Stnlilen  zweier  Strahlbüschel  gehen,  so  liegt  auch  jede  Fläche  von  £^ 
iiiwei,  2*  gewissermassen  berührenden  Büscheln.* 

Jetzt  suche  ich  zu  a  die  ersten  Polaren  für  die  Elemente  von  27"; 
Wttreh  erhalte  ich  ein   analoges  Gebilde  Z^"^   von  Flächen  (w  — 1)*" 

Ordnung.  Da  für  alle  Punkte  x  auf  (a,  b)  ^""^  =  ^"7*  und  ^"7^  =  ^S7' 
iit,  00  erhalte  ich  dasselbe  ^"~~^  wenn  ich  zu  den  Punkten  von  (a,&) 

^  (^>  ^)  <iio  Polaren  suche.  Eine  Fläche  r"7  ,  die  Polaro  von  a 
ikr  eme  Fläche  Fü  aus  (^A^j  ^"),  liegt  nun  mit  A^^  ,  BZa  in  einem 
BWiel  und  noch  in  einem  zweiten  zu  2"""*  gehörigen,  resp.  Z"-'*  be- 

ittienden  Büschel.  Letzteres  hat  mit  {Aa7  >  ^a7  )  eine  Fläche,  sie  sei 
••  ,  gemein,  so  dass  Vx  nnd  Fa  einem  Büschel  von  £"  angehören. 
Ke  Fläche  T^^  muss  ich  auch  durch  die  zweite  Construction  erhalten. 
Dtiie  zu  (^7\  ^7*)  oder  (Aax^y  ^"j")  gehört,  muss  sie  die  Polare 
^  X  für  eine  Fläche  in  (i4",  A^)  sein;  da  sie  femer  mit  Faa  ZQ  einem 
BUieliel  von  JS"~*  gehört,  muss  Fx^  die  Polare  von  x  für  die  vorhin 
«Adtcne  Fläche  F^  oder  7^7^  sein;  d.  h.  wenn  ?«  zu  (^2,  ^2),  YÜ  zu 
(4,ßJ)  und  Fa  mit  F,  zu  einem  Büschel  zweiter  Art  von  £""  gehört, 
•0  i»t  ffir  jedes  x  y;r^=  F^^*. 

Ordne  ich  also  jedem  Punkte  x  von  (a,  ft)  die  Fläche  Fx  in  (A^^^  B^) 
^ft^  welche  7*7 '=  7"/*  ist,  so  bilden  die  («,  b)  zugeordneten  Flächen 


^Kan  kann  die  vorliegende  Frage  auch  direct  auf  die  entsprechende  für 
Bcgdfilchen  nnd  Kegel  zweiten  Grade«  zurückfahren,  wenn  man  zu  einem  belie- 
^«n  Pankte  des  Baumes  für  alle  auftretenden  Flächen  n^'  Ordnung  die  le' 
^^^tng  meht. 
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ein  Büschel,   welches   durch  F«    bestimmt  ist;  (a,  H)   und  dies  Büschel 

{Yl,  Yb)  lassen  sich  als  Pole  und  Polaren  für  Flächen  (w  +  1)**'  Ordnung 
ansehen  (§  1). 

Diese  Eigenschaft  in  der  letzten  Form ,  wie  sie  für  die  weitere  Ent- 
wickelung  nöthig  ist,  gilt  für  die  bisher  nicht  betrachteten  Fälle,  wo  ^, 

^bj  ^at  ^6  .Elemente  desselben  Büschels  sind,  von  selbst,  ftir  sie  ist 
also  keine  besondere  Betrachtung  nöthig. 

Die  Polaren  eines  Punktes  c  ausserhalb  (a ,  6)  für  die  Elemente  von 

2)"  bilden  ein  System  Ä*'""^     Da  nun  ^„7  =  ^cä  i  ^a7  =B^ä  >  ^17 

=  ^"Ä"\  Blb7^  =  ^c7^  ist,  so  erhält  man  Ä"""*  auch,  wenn  man  für  die 

Punkte  von  (a,  6)  die  Polaren  zu  (i^"»  ^c)  sucht.     Ist  nun  Fe  die  Fläche 

von  (^jiej  ^?)»   ^^^  welche  Ta7  =  YcT"     ist,  so  bilden  die  Polaren  von 

(a,6)  für  F"  ein  Büschel  von  Ä"~*,  das  nicht  mit  (i^Jc,  Bac^  identisch 

ist,  ebenso  die  Polaren  von  c  für  (F«,  F^).    Da  beide  das  Element  ¥„7 

gemein  haben  und  keins  von  ihnen  mit  (^a7  >  ^a7  )  zusammenfällt,  so 
müssen  sie  wegen  der  Eigenschaften  von  Sl"^^  unter  einander  identisch 

sein.  Die  beiden  Flächen  Fxc  und  Fex  in  diesem  Büschel  müssen 
ebenfalls  identisch  sein,  da  beide  noch  dem  Büschel  (^Jx7  «  Bx7  )  an- 
gehören.    Es  ist  also  fiir  jedes  x  auf  (a ,  6)   Yx7  =  Yc7  • 

Ordnet  man  also  dem  Punkte  a  eine  Fläche  Fg  aus  (i4a,  ß")  und 
damit' der  Punktreihe  («,&)  das  Büschel  {Ya^  Y^)  als  Polaren  zu,  so 
giebt  es  in  (^cy  ^c)  eine  Fläche  F",  welche  mit  jedem  Elemente  von 
(  Fq  ,  F")  *der  Eigenschaft  der  gemischten  Polaren  genügt. 

Ist  nun  X  ein  Punkt  von  (a ,  6) ,  y  ein  Punkt  von  (o:,  c) ,  so  giebt 
es  nach  den  bei  Z"  bewiesenen  Eigenschaften,  die  hier  auf  das  entspre- 
chende ,  zu  (a;,  c)  gehörige  Gebilde  anzuwenden  sind ,  eine  Fläche  Fy  in 
(F",  F"),   welche   zu   (i^",  By)   gehört  und    mit  F",   F^   und  wegen  der 

Beziehung  von  F"  zu  (F",  F^)  nach  §  1  auch  mit  den  Elementen  dieses 
Büschels    der  Eigenschaft   der  gemischten  Polaren   genügt.     Ordnen  wir 

Fy  dem  Punkte  y  zu  und  lassen  dann  y  und  x  variiren,  so  ist  den  Punk- 
ten von  (a,  6,  c)  ein  projectivisches  Bündel  zugeordnet,  und  zwar  nach 
den  Betrachtungen  des  §  1  in  polarischer  Weise. 

Jetzt  ordne  ich  einem  Punkte  d  ausserhalb  (a,  6,  c)  eine  Fläche  YS 
aus  (/4rf,  Bd)  so  zu,  dass  FS7  =  Yaa  ißt.  Dann  genügt  nach  dem  Vor- 
hergehenden Y^  mit  den  Elementen  jedes  Büschels  aus  f  F",  F^,  F"),  dem 

F«  angehört,  d.  h.  mit  allen  Elementen  von  (F«,  Fj*,  F")  der  Beziehung 
der  gemischten  Polaren.     Es  lässt  sich  infolge  dessen,  wie  es  soeben  bei 

einem  Punkte  y  in  (a,  A,  c)  möglich  war,  ihm  Y^   aus  (^y,  i?JD  polarisch 
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zaznordnen,  in  derselben  Weise  einem  beliebigen  Punkte  z  des  Raumes 

eine  Fläche  7"  aus  (/^", -^D  so  zuordnen,  dass  iT  mit  Y^^  Vbi  Yet  Y2 
der  Bedingung  der  gemischten  Polaren  genügt.  Nach  Allem,  was  vor- 
hergeht, ist  die  Gesammtheit  der  so  den  Punkten  des  Raumes  zugeord- 
neten Flächen  ein  Polargebüsch  (F^,  Fa,  F",  F^).  Dies  repräsentirt  eine 
Fläche  F"+^ 

Dadurch  also,  dass  dem  Punkte  a  eine  Fläche  Y^  zugeordnet  wird, 
wird   den  Punkten  des  Raumes   ein  Polargebüsch  zugeordnet.     Ordnet 

man  dem  Punkte  a  nach  und  nach  alle  Flächen  yon  (^A^^  A^)  zu,  so 
erhält  man  eine  Unendlichkeit  von  Flächen  (n  +  l)^^  Ordnung;  die  Ge- 
sammtheit dieser  bezeichne  ich  als  das  Büschel  (^4"+^  ^+^).    Lässt  man 

F2  das  Büschel  C-^,'«^?)  durchlaufen,  so  beschreibt,  wie  aus  der  Natur 

von  2,^  ersichtlich  ist,  V^  und  ebenso  Yey  Y^d  etc.  ein  projectivisches 
Büschel.  Die  Polaren  zweier  Punkte  x  und  y  in  Bezug  auf  ein  Flächen- 
büschel («-|-1)**'  Ordnung  (-4"+^  ^'•+*)  bilden  zwei  projectivische  Flä- 
chenbüschel n*«  Ordnung,  also  (4 ,  ^x)  A  (^ »  ^y)-  E*»  Gebilde  ein- 
facher Mannichfaltigkeit  nennt  man  projectivisch  zu  (i4"+S  ^"+^),  wenn 
es  zu  einem  und  damit  zu  jedem  Polarenbüschel  projectivisch  ist. 

(Sohlois  folgt.) 


XV. 

Oscillationen  einer  homogenen  FlüsBigkeitsmasse  infolge 

ihrer  Oberflächenspannung. 

Von 

Dr.  Arnold  Giesen. 


1.  In  dem  Jahrgange  1876  dieser  Zeitschrift,  S.  57,  ist  eine  Ab- 
handlung des  Verfassers  veröffentlicht,  betreffend  „Oscillationen  einer 
homogenen  Flüssigkeitsmasse,  deren  Theilchen  nur  ihrer  eigenen  An- 
ziehung unterworfen  sind^S  Es  ist  dort  gezeigt  worden,  dass  es  unter 
den  möglichen  Oscillationen  auch  solche  giebt,  bei  welchen  die  Oberfläche 
der  Flüssigkeit  stets  die  Gestalt  eines  Ellipsoids  behält,  dessen  Azen  sich 
abwechselnd  verlängern  und  verkürzen,  mit  der  Beschränkung  jedoch, 
dass  die  Amplituden  als  kleine  Grössen  erster  Ordnung  betrachtet  und 
alle  Grössen  zweiter  Ordnung  vernachlässigt  werden.  Es  wurde  aber 
zugleich  (S.  62)  hervorgehoben,  dass  die  betrachtete  Bewegung  nur  auf 
Flüssigkeitskugeln  von  grossen  Halbmessern  Anwendung  findet,  indem 
nur  bei  grossen  Massen  die  Wirkung  der  Oberflächenspannung  gegen  die 
Wirkung  der  Attractionskräfte  zurücktritt,  während  umgekehrt  bei  klei- 
neu Flüssigkeitsmassen  die  Attractionskräfte  gegen  die  Oberflächenspan- 
nung vernachlässigt  werden  können. 

Im  Anschlüsse  an  den  erwähnten  Aufsatz  möge  nun  hier  eine  ähn- 
liche Untersuchung  folgen  über  eine  der  Schwere  (d.  h.  der  Anziehung 
der  Erde)  entzogene  kleine  Flüssigkeitskugel  (einen  Flüssigkeitstropfen), 
auf  welche  blos  die  Molecularkräfte  wirken;  im  Gleichgewichtszustande 
muss  die  Oberfläche  wieder  sphärisch  sein.  Y^^rd  dann  aber  der  kugelige 
Flüssigkeitstropfen  einer  die  Gestalt  seiner  Oberfläche  verändernden  Er- 
schütterung ausgesetzt,  so  entstehen  wieder  Oscillationen  desselben  um 
seine  Gleichgewichtsfigur  und  wir  wollen  zeigen,  dass,  so  lange  diese 
Oscillationen  klein  bleiben,  es  unter  anderen  auch  wieder  solche  geben 
kann,  bei  welchen  die  Oberfläche  in  gleicher  Annäherung  fortwährend 
als  Ellipsoid  betrachtet  werden  kann. 

Solche  Oscillationen  von  Flüssigkeitstropfen  treten  bei  mehreren 
bekannten  physikalischen  Versuchen  ein,   z.  B.  bei  dem  folgenden  Ver- 
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mdie  ?on  Platean.     Es   werden,    wie   bekannt,   bei   diesem  Versucbe 
swd  nicht  miscbbaro  Flüssigkeiten  von  gleichem  spcciiiscbem  Gewichte 
Ji€i;g[e8tellt,  von  denen  die  eine  gefärbt  ist;  bringt  man  dann  eine  Qnan- 
titft  der  letzteren  geförbten  in  die  ungefärbte  Flüssigkeit,  so  verhalt  sich 
dieselbe  so,  als  ob  sie  der  Schwere  ganz  entzogen  wäre,  und  man  kann 
ftko  die  Erscheinungen ,  die  an  derselben  blos  durch  die  Molccularkrftfte 
hervorgebracht  werden,  beobachten.     Wenn  die  eingeschlossene  Flüssig- 
keitsmasse ganz  frei  ist  j  so  nimmt  sie  stets  Kugelgestalt  an.     Stellt  man 
aber  in  der  umgebenden  Flüssigkeit  zwei  dünne  Drahtringe  von  gleichem 
Dorchmesser  senkrecht  über  einander,  so  kann  man  durch  Anlehnen  des 
eingeschlossenen  Flüssigkeitstropfens  an  diese  demselben  auch  die  Gestalt 
«lieg  an  beiden  Enden  von  Kugelsegmenten  geschlossenen  Kreiscylinders 
geben,  dessen  Gleichgewicht  aber  nur  dann  stabil  ist,  wenn  seine  Länge 
ninen  Umfang  nicht  Übertrifft.    Durch  künstlichere  Mittel  kann  nun  aber 
tQch  ein  solcher  Cylinder  hergestellt  werdcA ,  dessen  Länge  seinen  Durcli- 
nener  vielmal   Übertrifft;   wird  derselbe  dann  sich  selbst  überlassen,   so 
beginnt  er  sofort,   in  gleichen  Abschnitten  sich  abwechselnd  einzuschnü- 
reii  und  aussubuchten ,  bis  er  zuletzt  in  einzelne  Tropfen  zerfällt.     Im 
Moment  ihres  Entstehens  sind  diese  Tropfen  verlängert,   und  indem  sie 
fortwährend  gegen  ihre  sphärische  Gleichgewichtsgestalt  hinstrebeu,  cnt- 
itelien  regelmässige  Oscillationen ,  bei  welchen  dieselben  abwechselnd  ver- 
längert and  abgeplattet  erscheinen. 

Es  ist  nun  aber  an  sich  für  diese  Erscheinungen  nicht  nothwendig, 
daas  der  Flüssigkeitstropfen  der  Schwere  entzogen  sei;  vielmehr  werden 
an  einem  vollkommen  frei  fallenden  Tropfen  dieselben  in  ganz  gleicher 
^«se  auftreten,  eben  weil  die  Schwere  auf  alle  Theilchen  des  Tropfens 
in  ganz  gleicher  .Weise  wirkt  und  sonach  die  relative  Bewegung  dersel- 
ben gegen  einander  nicht  ändert.     Diese  Oscillationen  frei  fallender  Flüs- 
aigkeitstropfen  treten   nach  den  Versuchen  von   Magnus   und  Savart 
Wionders    schön   auf,    wenn   ein   Flüssigkeitsstrahl   aus   etner   in   einem 
Wizontalen    Boden    angebrachten    kreisförmigen    Oeffnung    fliesst.      In 
^aiger  Entfernung  von   der  Oeffnung  bilden  sich  dann  au  dem  Strahle 
abwechselnd   Einschnürungen    und   Anschwellungen,   worauf  Zerreissung 
'«nlben  und  Tropfenbildung  eintritt.     Bei  besonders  günstigen  Verhält- 
•»inen  durchläuft    nun    die   Oberfläche   eines   solchen    Tropfens   in   sehr 
'<Selm2ftsiger  Folge  dieselbe  Gestalteureihe,  wie  sie  oben  für  den  Platoau- 
•^*n  Versuch  angegeben  wufde;  wenn  in  dem  einen  Moment  der  Tropfen 
verlingert  ist,  so  ist  er  gleich  darauf  kugelförmig,  dann  abgeflächt,  dann 
»ieder  kugelförmig,  verlängert  u.  s.  w. 

2.  Denken  wir  uns  also  eine  von  einer  beliebigen  Oberfläche  be- 
S'CDtte  FlUssigkeitsmasse.  Für  ein  im  Innern  derselben  gelegenes  Thcil- 
eben  heben  sich  die  von  den  sämmtlichen  umliegenden  Theilchen  auf 
^a*Klbe  ausgeübten  Molecularauziehungeu  gerade  auf  und  jedes  im  Innern 
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8ndss=0^ 

wobei  die  obige  Festsetzung  über  das  Vorzeichen  von  dn  durchaus  wesozil- 
lich  ist.     Vermöge  der  angenommenen  Ausdrücke  für  £,  17,  {^  haben  ^wrir 
nun,  da  man  in  Anbetracht  der  obigen  Bestimmung  über  die  Kleinfaieit 
der  Factoren  fi  in  den  Ausdrücken  für  £,  17,  {;  offenbar  x^  y^  ^  anstatt 
resp.  Xqj  f/Qy  Zq  setzen  darf: 

=  -(-^)  sin2nj\fiixdx  +  ii^ydy'-{iii  +  (i^)z5z\ 

Setzen  wir  daher  zur  einstweiligen  Abkürzung  • 

SO  haben  wir  für  den  ersten  Theil  in  der  obigen  Gleichung  des  Principt 
der  virtuellen  Arbeit 

oder  bei  einfacher  Umformung 

=  öfwdk. 

Nun  ist  aber  weiter,  wie  leicht  durch  geometrische  Betrachtung  erhel^^ 

und  demnach  <wird  die  Gleichung  des  Princips  der  virtuellen  Arbeit    t^®* 
Vereinigung  der  beiden  Integrale  in  derselben 


/< 


{W-0)önds  =  0. 
Hier  ist  ön  eine  willkürliche  Function  der  Coordiuaten  von  ds^  die   l>*^ 

der  Bedingung   zu   genügen    braucht    /<y/M/6*  =  0;    die   vorige  Gleicl*^*^^ 

wird  daher  dann,  aber  auch  nur  dann  erfüllt,  wenn  man  hat  J^F— Q  =  Co^^^^' 
für  jeden  Punkt  der  Oberfläche.  Setzen  wir  hier  für  ff'  und  Q  i'  *^® 
Werthe  ein  und  rechnen  die  in  0  eingehende  Constante  A'  in  die  Cc:^^^' 
staute  der  rechten  Seite  ein,  so  drückt  also  folgende  Gleichung  ^  ^ 
Gleichgewicht  der  verlorenen  Kräfte  aus,  welche  zu  jeder  Zeit  in  jed^=^" 
Punkte  der  Oberfläche  des  oscillirenden  Flüssigkeitstropfens  erfüllt  se 
muss: 
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3,    Wir  wollen  jotat  den  Ausdruck  -^  +  -^  für  eine  ellipsoidUche 
Fliehe  bilden.   Gemäss  der  Theorie  der  Krümmung  der  Flächen  haben  wir 

biezbei  gesetst 

dz  dz  d^z  d^z  d^z 

''^di'    ^^dii'     ''"a^'     *""a^'     '"ä?' 

Die  Halbaxen    des   Ellipsoids    seien    nun  a,   6,  c,    dann   ist  seine 
Gleichang 

Daimos  folgt 


Wir  erhalten  nan  weiter 

vodoreh  dann  kommt 

^  ~  ?  j^  \6«+ W "^  t*  \^ "*'?/"''?  \ä»  +  6»  Jr 
Ebenso  kommt 

BoBUt  erhalten  wir  endlich  für  die  Summe  der  beiden  reciproken  Haupt- 
bümmungshalbmesser  in  einem  Ellipsoide 

t(L+L)+y!(L+l)+fa+r) 


4  Für  das  yon  ans  zn  behandelnde  Problem  haben  -wir  nun  diesen 
Audraek  nnter  Voraossetzaog  kleiner  Excentricitäten  nmzngestalten. 

"B  ittsen  fSr  die  nomerischen  Excentricitäten  x  und  l ,  wie  in  der 
Wk«««  Ablmndlnng, 
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dann  folgt,  wenn  wir  wieder  tiberall  Mos  die  Glieder  von  derselben  Ord- 
nung wie  x^  und  k^  beibehalten, 

i  =  ^(l-2x«).      ,^  =  i(l-2i«). 
Hieraus  folgt  weiter 

""  «» \a» 6» ^ 0*  W "^ 6»  Vo« 6» '•' t«  W"^ c«  \a» c» "^ *« c»/ 

Mit  Rücksicht  auf  die  Gleichung  des  Ellipsoids  und  weil  wir  in  den 
mit  x^  und  X^  multiplicirten  Gliedern  a  und  b  durch  c  ersetzen  dfirfen, 
können  wir  für  den  letzten  Ausdruck  auch  schreiben 

1  )o     (2x«  +  A^)a-^  +  (x^  +  2X»)y>+(>»+X«)2»j       . 
Femer  erhalten  wir  ebenso 


r=^i- 


Durch  Einsetzen  dieser  Werthe  in  die  obige  Formel  kommt  nun 

(2x^  +  A^)x^  +  (x^  +  2A»)y^  +  (x^+^')£^ 
1    ,  _L^2  2c2 


Äi      Ä2       c  3x^a:^+3A»y^ 

2c^ 

-  c  j  2c2 

oder  endlich,  da  in  dem  letzten  Gliede  wegen  der  Kleinheit  von  x^  und 
k^  statt  z^  einfach  auch  c^  —  x^  —  y^  gesetzt  werden  darf, 

B,      B^~  c  }  2      ^         c^ 

5.  Kehren  wir  nach  diesen  allgemeinen  Entwickelungen  jetzt  xu 
unserem  speciellen  Problem  zurück.  Wir  hatten  gemäss  der  Öfter  erwähn- 
ten Abhandlung  (S.  60) 

t  •  / 

X«  =  2^2^i  +  fjL^)  sin  2 rr  —  ,     A-  =  2  [^^  +  2^1^)  sin2n  -  ; 

Dadurch  erhalten  wir 
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Ferner  können  wir  auch  in  dem  Ausdrucke  f*i^*  +  f*2y^  "(f^i+f*»)** 
ftatt  z^  wegen  der  Kleinheit  von  fij  und  (a^  setzen  c^^x^^y^'  dann 
kommt 

Dadurch  geht  nun  endlich  die  Bedingungsgleichung  für  die  Ober- 
fiiche  in  die  folgende  über,  wenn  wir  die  Glieder,  in  denen  x  und  y 
nicht  vorkommen,  in  eine  Constante  vereinigen: 

i^i(2f*i+f4)^+(f*i+2f*,)y«i  {^y^^^^j 

Ef  bedeutet  diese  Gleichung  natürlich  nur,  dass  für  jedes  i  der  Ausdruck 
auf  der  linken  Seite  von  x  und  y  unabhängig  sein  muss,  während  er 
natfirlich  von  t  abhängig  sein  kann.  Da  die  Grössen  x  und  y  von  ein- 
ander gans  unabhängig  sind,  so  erfordert  diese  Gleichung,  dass  die 
Coef&cienten  von  a^  und  y^  verschwinden ,  was  die  eine  Gleichung  nach 
sieh  xieht:  ,    f^nV     4«      ^ 

Hieraus  folgt  fär  die  Oscillationsdauer 


"/ä- 


I>a  a  positiv  ist,  so  wird  T  reell  und  die  vorige  Gleichung  kann  also  in 
der  That  befriedigt  werden.  Für  diesen  Werth  von  T  halten  sich  also 
in  der  Tbat  die  verlorenen  Kräfte  in  jedem  Augenblicke  das  Gleich- 
^wieht  und  die  ursprünglich  angenommenen  Ausdrücke  für  £ ,  17 ,  (  stellen 
dann  alao  eine  mögliche  Bewegung  der  Flüssigkeitsmasse  vor.  Was  die 
Oscillationsdauer  T  betrifft,  so  kann  in  dem  Ausdrucke  derselben  wegen 
der  geringen  Excentricität  der  ellipsoidischen  Oberflächengestalt  auch  R 
tfki  c  gesetst  werden,  wodurch  dann  kommt 


=-/!?■ 


Wir  sehen  also,  dass  unter  den  möglichen  kleinen  Be- 
wegungen, welche  eine  blos  ihrer  Oberflächenspannung  un- 
terworfene Flüssigkeitsmasse  ausführen  kann,  sich  auch 
regelmässige  Oscillationen  befinden,  bei  welchen  die  Ober- 
fllehe  der'FlÜBsigkeit  stets  die  Gestalt  eines  Ellipsoids  be- 
hftlt;  die  Verschiebungen  eines  Theilchens  lassen  sich  bei 
diesen  darstellen  durch  die  Ausdrücke 
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anter   f4   and  f^  beliebige  sehr  kleine  Constai^ten  ▼erstAn-  \ 
den;    die  halben  Axen  der  ellipsoidiBchen  Oberfläche  Bind 
für  jeden  Moment 


=  Ä(l-|>i  +  f4]*m2«i), 


anter  R  den  Halbmesser  der  sphärischen  Gleichgewielitt« 
Oberfläche  verstanden;  die  Osoillationsdaner  T  bestimmt 
sich  dabei  dnrch  die  Gleichung 


'¥'r.- 


Wir  sehen  hieraus,  dass  die  Oscillationsdaner  der  Qnadratwnnel  aas  der 
Dichtigkeit  and  der  Quadratwurzel  aus  dem  Volumen  des  Tropfens  pro- 
portional ist.  Nehmen  wir  etwa  das  Gewicht  eines  Granunes  als  Kiaft- 
einheit  und  das  Centimeter  als  Längeneinheit,  dann  ist,  um  die  Formel  i 
auf  einen  Wassertropfen  von  1  [cm.  Halbmesser  ansuwenden,  sn  selaeB 
R=sl^  Q  (die  Masse  der  Volumeinheit  oder  eines  Kubikcentimeters  Waaaer) 

=  — •  =  ,   «  =  0,07  (s.  Beer' 8  Einleitung  in  die  Theorie  der  Elas- 

ticität  und  Capillarität) ;  dadnrcK  findet  sich  7"=  0,268  Secunden. 
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Einige  8&tse  ftber  Wirbelbewegungen  in  reibenden  Flüssigkeiten. 

Die  merkwürdigen  Sätze,  die  Helmholtz  über  die  Wirbelbeweg- 
nngen  in  nicht  reibenden  Flüssigkeiten  abgeleitet  hat ,  lassen  sich  auf 
reibende  Flüssigkeiten  im  Allgemeinen  nicht  übertragen ,  da  ja  schon  die 
Erfahmng  seigt,  dass  in  diesen  Wirbelbewegungen  beliebig  erzeugt  und 
serst5rt  -werden  können.  Es  sollen  im  Folgenden  einige  Sätze  über  solche 
Bewe^^ngen  in  reibenden  Flüssigkeiten  entwickelt  werden,  die  noch 
nieht  bekannt  zu  sein  scheinen.  Dabei  soll  angenommen  werden,  dass 
die   irirk enden  äusseren  Kräfte  ein  Potential  haben. 

Wir  stellen  die  Gleichungen  für  reibende  Flüssigkeiten  auf.     Es  ist 

^  d^'^^         dx       dy        dz  ' 

^  dfl      ^         dx        dy        dz  ' 

^  d(^^^         dx'^  dy        dz' 
Dmrin   ist 

x,^p-up^.   y,=P-u^.    z.-,-j»?f, 


r..z.=-*(|-;+|£). 

Zi|  diesen  Gleichungen  kommt  noch  die  Continuitätsglcichung : 

WO  •=  .T"  +  ^5 — I"  ö""  ^8t,  und  eine  Gleichung  zwischen  dem  Druck  p  und 
dx     dy     oz 

der  Dichtigkeit  /i  hinzu.    Bilden  wir  nun  die  Differcntialquotieuten  von 

J[,  u.  s.  W.9  so  kommt 
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öa:        ^y         c?«        ^o:         ose 

a«      a«     a* 

wo  J  die  Operation  tt"«  +  ^t"^  +  ;r-5  bedeutet. 
^  aa:^      ay'^      ^2* 

Wir  bekommen   zwei  andere  Formen   für  diese  Gleicbungen,   wenn 

wir  die  Componenten  der  Drebungsgeschwindigkeit  einfübren.    Bezeicbnen 

wir  diese  mit  tt,  %,  q,  so  ist 

^"""ä^^äl*   ^^""ä^^ä^'   ^^Tx^'d^' 

Tragen  wir  diese  ein,  so  erbalten  wir  die  Gleicbungen 

dx  \dy     dz)  dx' 

Wir  b^utzen  zu  weiterem  Vorgeben  die  Gleicbungen 

Wir    bezeicbnen    mit  abc  irgend welcbc   von   einander   unabhängige 
Grössen,  die  den  materiellen  Punkt,  dessen  Coordinaten  zur  Zeit  i  xyz 

sind,    bestimmen.      Wir  setzen    /  —  =  P  und    /  —  =  5   und   benutzen, 

t/    ft  J    ^ 

dV  dV  dV 

daes  A'=^— ,   F=7— ,    Z=:—-    sein    soll.      Multipliciren   wir   dann    die 

dx  dy  dz  '^ 

Gleicbungen  I)  mit  -t"»    :t-»   ;^  und  addiren,  so  kommt 

da     da     da 

^  d_x      d^  dj^      <fiz  dz_d_ 

iiWdy      dzJda'^Kdz      dx)  da^\dx      dy)dü\' 

n  .  11.1  .        .     dx     dy     dz      .  ,     dx     dy     dz 

bntsprochend   wird,    wenn    wir  mit   ttti   :rr»  ^tt   oder  mit   t:-  y   -^ ^  tt- 

db      db     db  de      de     de 

multipliciren  und  addiren, 

^x  djc      d^  dy      d^z  d_z_d^ 

dfi  db^  dt^  db+d?  db-db^'      i+^fcS) 

u  l\dy      dzJdb'^Xdz      dx)db'^\dx      dy)dby 


dl^  de^di^  de^d(^  de^Ve^^      Z'+^AfÄ) 


2k 


Ka(P_ax\^  , /^_?^\^  . /^_^\?il 
dy      dz)dc'^\dz      dx)dc'^\dx     dy')dcy 
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»^^^.^^^^■^^^^^^^^^^^^^j 


y^.^^^^«<*^»^^^«^v^'^^^»^^^^  ^sm  ' 


Diese  Oleichnngen  sind  analog  den  Lagrange*  sehen  hydrodynamischen 
gebildet.     Sie  gehen  in  sie  über,  wenn  /r  =  0  gesetzt  wird. 

Differentiirt  man  die  zweite  von  diesen  nach  o,  die  dritte  nach  h 
nnd  zieht  die  Resultate  von  einander  ab,  so  erhält  man  auf  der  linken 
Seite  nach  einer  leicht  auszuführenden  Rechnung  (s.  Kirch  hoff,  Vorles. 

S.  166) 

d /du  dx     du  dx     dv  dy     dv  dy     dw  dz     dw  dz\ 

'       Jl\dc  dl'^db  dc'^Vc  db^db  dc'^ de  db^db  de)' 
Um  die  rechte  Seite  zu  bilden,  setzen  wir 

Dann  wird  die  rechte  Seite 

^.fdLdx      dldxdMdy     dM  dy      dN  dz      dN  dz\ 
\dc  db      dbde^dedb     db  dc^ de  db      db  de/' 

2dtt     2dß     2dy 


Bezeichnen    wir    nun 
haben  wir 


die    linken   Seiten  mit 


dt 


dt 


dt 


so 


Jcdl^db  dc'^de  db      db  de^ de  db      dbdc^'^Jdt' 
^„.dLdx     dldxdMdy     dM  dy      dN  dz      dN  dz  Idß 

^   da  de     de  da^  da  de     de  da^da  de      de  da  k  dt' 

db  da      da  db"^ db   da      da  db'^db  da      da  db"       k   dC 

d  X      d  X      d  X 

Diese  Gleichungen  multipliciren  wir  resp.  mit  ö~  >  öT  •  ö~   ^öd  addiren 

Dann  heben  sich  die  Glieder,  die  L  enthalten ,  fort  und  es  kommen 

d_M/dy  ^^_dy  dx' 

da  \dc  db       db  de 

_         dNfdzdx     dz  dx\      ..  .        ,  ^     . 

Form  —  V  7^  -;7T  —  öT  •^-  I  >  die  aus  einander  entstehen ,  wenn  man  a,  6, 
(fß  \de  db     db  de) 

e  cyklisch  vertauscht.     Die  Klammergrössen  sind ^  aber  nach  einer  Rech- 
nung,    wie   sie  Kirchhoff,   Vorl.    S.  167,  angiebt,    resp.   ^^i  ^0^:1 

0  z         {/  z 

jv  5i  C^  t%  ^  j» 

2)5-,  —^^-1  ~"^5~»  ^^ö""»  wobei  D  die  Determinante  ist 


sie. 


links  drei  Glieder  von  der  Form 


D 


und  drei  von  der 


dt 


»y 


dy 


dy 


dx 

dx 

dx 

da 

db 

de 

V)                                     D  = 

dy 

da 

dy 

db 

dy 

de 

dz 

dz 

dz 

da 

db 

de 

Infolge  denen  trtrden  « 

güiirtrHi  tmn^m» 

!• 
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.  ^w%^N^M^'V^'^^>V«^VV^^^«WW^^>^^>W%^^^<^^#%^^«AM^^MMMM^MMM#*MMAMMM«%MMn* 


\a«      dy)  "      ^  Vaa  ifr  •  db  dt  '^ de  dt/' 

'  \dx     dz)  k\da  dt^db  dt^dc  dt/' 

\dy      dxJ"       k\da  dt^db  dl^dc  dtj' 
Endlich  differentiiren  wir  die  erste  von  diesen  Gleichungen  nach  :r,  die 

zweite  nach  «,  die  dritte  nach  z  und  setzen  ^-7-7:^1*  so  kommt,  wenn 

kD 

wir  addiren,  auf  der  linken  Seite  0  und  es  wird 

\da\di)^db\dt)'^dc\dt)/^da   dt'^db  dt'^dc  dt* 
Aus  den  Gleichungen  IV)  ersieht  man  aber,  dass 

da  dt'^db  dt'^dc  dl^ 

ist,  also  behalten  wir,  da  7r-  =  T7:z  t-   und  D  im  Allgemeinen  nicht  0 

da      kB*  da  " 

ist    die  Gleichung        3^  ^        g^  ^ .     aZ>  dy  _  ^ 

^"^  da  Ti^db  Tt'^dc  Tt"^' 

Wir   wollen    zuerst  die  noth wendige  und  hinreichende  Bedingung 

dcc  dß  dy 

daftir  suchen,  dass  -t-=0,   -t-  =  0,  -~  =  0   ist,   d.  h.   dass  wir  auf  die 

dt  at  dl 

Holmbolt zischen  Gesetze  kommen. 

Wenn  diese  drei  Grössen  gleich  0  sind,   so   erkennt  man  aus  VI), 

dass,  da  D  nicht  gleich  0  ist, 

dx  dy  dz 

ist,  wo  jd£  =  0  ist.     Soll  das  aber  der  Fall  sein,  dann  mnss 

dy     dx 
sein  und  dazu  ist  nach  III)  nothwendig,  dass  fjL=^const,  und 

vy^     cx^     dydz      dxdz 

o  o  o 

d.  h. ,  da  ^4--^  +  --?  =  0  ist,  dass 
dx     dy     dz 

ist.     Wir  haben  also  den  Satz: 

Falls  bei  der  Bewegung  einer  incompressiblen  reiben- 
den Flüssigkeit  ^f7r  =  0,  /t')(^  =  0,  -^^  =  0  ist,  so  gelten  für 
diese  Flüssigkeit  die  Ilelmboltz^schen  Gesetze  der  Wirbel- 
bewegung. 
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e  Gleichangen  sind  analog  den  Lagrange*  sehen  hydrodynamischen 
gebildet.      Sie  gehen  in  sie  über,  wenn  A:  =  0  gesetzt  wird. 

Differentiirt  man  die  iweite  von  diesen  nach  c,  die  dritte  nach  h 
und  sieht  die  Resultate  von  einander  ab,  so  erhält  man  anf  der  linken 
Seite  nacb  einer  leicht  auszuführenden  Rechnung  (s.  Kirch  hoff,  Vorles. 
S.  166) 

^  TtKdcdb      dhdc'^dcdb     db  de'*' de  db^db  de)' 

Um  die  rechte  Seite  zu  bilden,  setzen  wir 

"^  -^KTy    dz)-^'   J\dz    d^)-^'    -^iKd^    Fy)-"- 

Dann   irird  die  rechte  Seite 

_        /aZ  ^_^  d^      dMdy^dM  dy      dN  d^z_dNdz\ 
\dc  db      dbde^dcdb      db  dc"^ de  db      db  der 

Bezeichnen   wir   nun    die   linken   Seiten  mit  -r— ,  — r-^,  —--^ 

dt        dt        dt 

haben   wir 

de  db      dbde'^dedb      dbde'^dedb      db  de^       kTt' 
'    da  de     de  da'^ da  de      de   da'^da  de      de  da"'       k   dt' 

dl  da^Ya  Jb^db  da      da  db'^db  da      Ja  db^^T  dt' 

d  X     d  X     d  oc 
Diese  Gleichungen  multipliciren  wir  resp.  mit  ^-  ,  ^r  i  ^-   find  addiren 

ca     ob     de 

Dann  heben  sich  die  Glieder,  die  Z  enthalten,  fort  und  es  kommen 

dM/dy  ^^_dy  dx' 

da\dc  db       db  de 

dN  fdzdx     dzdx\  . 

Form  1  s—  -ST ""  5T  "5~  I »  die  aus  einander  entstehen ,  wenn  man  a.  b. 

Ö0  \0C  00     Co  oej 

c  cyklisch  vertauscht.     Die  Klammergrössen  sind^aber  nach  einer  Bech- 

nung,    wie    sie  Kirchhoff,   Vorl.   S.  167,  angiebt,    resp.  ^j^i  ^ö::i 

de  d  ti  db         w^de 

/> — .  — Jy  TT- %  — ^7r-\  "■^^— 9  wobei  D  die  Determinante  ist 
&z'  dy^  dy'  dy' 


0ie. 


links   drei  Glieder  von  der  Form 


) 


und  drei  von  der 


V) 


D 


dx 

dx 

dx 

da 

db 

de 

dy 
da 

dy 

db 

dy 

de 

dz 

dz 

dz 

da 

db 

de 

Infolge  deeeen  werden  unsere  Gleichungen 
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Bezeichnen  wir  die  Drehnngsgeschwindigkeit  des  materiellen  Theil- 
chens  mit  q>^  so  ist  q>  der  Grösse  und  Richtung  nach  bestimmt  durch 
die  Gleichungen 

n 


r.nsn.  =  ,      cos  ff I  =    ,  =.      rnsy   z=  ^       . 

f'^'+i'+Q*  ^«*+x»+e»  V^'+i*+9' 

Die  Determinante  D  ist  von  /  unabhängig,  d.  h.  sie  hängt  nur  ab 
von  abc.  Jedem  materiellen  Theilchen  entspricht  also  ein  bestimmter, 
von  /  unabhängiger  Werth  von  />.  Für  jedes  Theilchen  haben  wir  also 
einen  Werth  D=zconsi.  Dieser  Gleichung  entspricht  eine  Fläche,  so  dass 
wir  also  für  jedes  Theilchen  eine  bestimmte,  von  t  unabhängige  Fläche 
construiren  können.  Wir  wollen  sie  wegen  der  Bedeutung  von  B  die 
Dilatations fläche  nennen.  Andererseits  ist  D  eine  Function  von 
xyzi.     Jedem  Raumpunkte  entspricht  also   eine  mit  der  Zeit  veränder* 

liehe  Fläche  Z>,  jedoch  so,   dass  —  =3  0   ist.     Gonstruirt  man   nun   im 

Punkte  xyz  zur  Zeit  t  die  Normale  an  die  Fläche  2^,  so  bildet  diese  mit 

den  Axen  Winkel,  deren  Cosinus  sind 

dB  dD 

dx  ^  dy 

^^•"^^2= -7T7^.o       ..^.o       ...^..1     cosß^  = 


dD 

dz 
C0SY2 


/(K)'+©'+.(^D 

Ist  nun  E  der  Winkel  zwischen  g>  und  der  Normale  an  />,  so  geht 
unsere  Gleichung  IX)  über  in 

—  (g)  cos  s)  =  0. 

Wir  haben  also  den  Satz: 

In  einer  incompressiblen  Flüssigkeit  ändert  sich  die 
Drehungsgeschwindigkeit  an  einem  bestimmten  Punkte  mit 
der  Zeit  nach  Grösse  und  Richtung  so,  dass  ihre  Projection 
auf  die  Normale  der  Dilatationsfläche  in  diesem  Punkte 
constant  bleibt. 

Breslau.  Dr.  Leo  Grabtz. 

XTTI.    Eine  Relation  sEwischen  Potenzen  und  Determinanten. 

Henri  Brocard,  der  auf  dem  Gebiete  der  algebraischen  Analysis 
unermüdlich  thätige  französische  Mathematiker,  machte  den  Schreiber 
dieser  Zeilen   unlängst  auf  eine  Determinante  von  interessanter  Stmctnr 
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t^t0y^^^0t00^0^0^^^^^^^^^^^^^^^»^^^^^^^d 


ufiDerksam  nnd  theilte  demselben  gleichzeitig  seine  Vermathung  mit,  dass 
joie  mit  gewissen  Potenzen  der  natürlichen  Zahlen  in  sehr  naher  Be- 
lidnuig  stehen  müsse.  Nachdem  die  Ermittelung  dieser  letzteren  nun- 
■dirgdangen  ist,  erlanbt  sich  der  Unterzeichnete,  mit  Zustimmung  seines 
Tndirten  Freundes,  seine  Herleitung  als  einen  hübschen  Beitrag  zur 
Detenninantenlehre  nachstehend  zu  veröffentlichen. 

Vorgelegt  ist  die  Determinante*  (2m+iy*°  Grades 


IUI. 
Olli. 

..  1      1      1 
..  1      1      1 

■^Im  +  l 
l(m  +  2)    0 
1               1 

0 
0 

...  0 
...  0 

0 
0 

0(1» -1) 
0 

0011. 

..  1      1      1 

1 

...  0 

0 

0 

OOO  1  . 

..  1      1      1 

1 

...  0 

0 

0 

•             • 

OOOO. 

..  1     1      1 

9                   0 

9                 # 

•                  • 

1 

•                  •                 • 

...    1 

0 

•                  • 

0 

} 

oooo. 

..  1      1      1 

1 

...     1 

1 

0 

^ 

OOOO. 

..  0        1        1 

1 

...    1 

1 

1 

^" 

12  3  4. 

..  m-1  m        tn+l 

0 

0 

0 

...  0 

JÜ 

0 

012  3. 

.  •  ifi— 2  III  — 1  III 

m+l 

0 

0 

...  0 

0 

0 

- 

0012. 

.  fli— 3- iW"*2  m  — 1 

m 

»»+1 

0 

...  0 

0 

0 

000  1. 

9mm 

..  IM— 4  »1-3  «1-2 

m-1 

0         « 

m+l 

...  0 

•                 •                  • 

0 

0 

•           •            • 

oooo. 

.1        2       3 

4 

• 

5 

6 

...  m+l 

•               • 

0 

•             • 

0 

oooo . 

..  0        1        2 

3 

4 

5 

. . .  m 

m+l 

0 

■ 

OOOO. 

..  0       0        1 

2 

3 

4 

. . .  m-1 

m 

m+l 

vo  die  einer  Eins  und  einer  Null  in  der  ersten  Horizontalreihe  an- 
pUogten  Indices  selbstverständlich  als  blosse  Stellenzeiger  aufzufassen 
imd.  Wir  subtrahiren  jeweils  eine  Vertikalreihe  von  der  links  neben  ihr 
itehenden  und  erhalten  so 


*  Ä  priori  lässt  sich  von  dieser  Determinante  Nichts  weiter  aussagen,  als  dass 
A  jeden&lls  nicht  gleich  Null  sein  kann.    Denn  bilden  wir  von  der  ganzen  ratio- 

Asfan  Fmction 

/'^^j  =  a:w+»+a^  +  a;"»-*  +  ...+rc*  +  a:3  +  a?*  +  Ä  +  l 

und  deren  erster  Ableitung 

/"(,)  =  («*+l)«*4-ma?«-' +  (m-l)««-*  + . . .  +  4a;'  + 3a;*  + 2a; +  1 

naeh  der  dialytischen  Methode  die  Besoltante,  so  ist  diese  eben  mit  unserer  De- 
terminante ^«41  identisch.  Würde  letztere  sich  annulliren,  so  wäre  damit  aus- 
;,  dass  die  beiden  Functionen  f^^^  und  /^^^v  einen  gemeinsamen  Theiler  be- 

Andererseits  aber  weiss  man,  dass  für  die  Gleichung 

irelciie  in  der  Theorie  der  KreistheUung  bekanntlich  eine  Hauptrolle  spielt,  dies 
möglich  ist. 
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0  0  0  0 
-10  0  0 
0-100 
0     0-10 

0     0     0     0 
0     0     0     0 
0     0     0     0 
-1   -1  -1  -1 
-1   -1  -1  -1 
0     -1  -1  -1 


...0  0  0  l(«+2)  0 

...0  0  0  0  1 

...0  0  0  0  0 

...0  0  0  0  0 


0  0  0  0 
0  0  0  0 
-10  0  0 
-1  -1  m+1  0 
-1  -1  -1  m+l 
-1  -1  -1 


0 
0 
1 
0 

0 
0 
0 
0 
0 


0  0-1-1  ...-1  -1  -1 

0  0    0    0    ...-1  -1  -1 

0  0    0    0    ...-1  -1  -1 

0  0    0    0    ...0    -1  -1 


0 

0 

0 

0 

0 

m+1  0 

-1      iii+l 


...  0 
...  0 
...  0 
...  0 

...  1 

.  .  0 
...  0 
...  0 
...  0 
...  0 
.  0 


0 
0 
0 
0 

0 

1 

0 
0 
0 
0 
0 


0 
0 
0 

0 
0 

1 

0 
0 
0 
0 


1  -1  ...  m+1  0  0 
1  -1  ...  -1  m+l  0 
1       -1      ...-1       -1        M4-1 


Wird  jetzt  zur  p*®"  Colonne  die  {m+p  +  2)^  addirt,  wo  p 
1  und  (m  —  1)  variirt,  so  folgt 


^2m  +  l 


0 

0 

0     0    ...0 

0 

0 

l(«.+0 

0 

0 

...  0 

0      o,..,, 

0 

0 

0     0     ...  0 

0 

0 

0 

1 

0 

...  0 

0       0 

0 

0 

0     0    ...  0 

0 

0 

0 

0 

1 

...  0 

0       0 

0 

0 

0     0     ...  0 

0 

0 

0 

0 

0 

...  0 

0       0 

0 

•           • 

0 

•         .         .         .         « 

0     0    ...  0 

1           . 

0 

•          • 

0 

0 

0 

0 

...  1 

•              a               ■             • 

0        0 

0 

0 

0     0     ...  0 

0 

0 

0 

0 

0 

...  0 

1        0 

0 

0 

0     0    .  .  0 

0 

0 

0 

0 

0 

...  0 

0        1 

-1 

-1 

JL            X     •   •   •           JL 

—  1 

—  1 

0 

0 

0 

...  0 

0        0 

-1 

-1 

JL               ^      •    •    •              A 

- 1 

—  1 

m+1 

0 

0 

...  0 

0        0 

m+1 

-1 

X           X     •  •  •          X 

-] 

—  1 

—  1 

m+1 

0 

...0 

0       0 

-1 

m+1 

A            X     •  •  •           X 

—  1 

—  1 

—  1 

-1 

m+1 

...0 

0       0 

•          • 

-1 

• 

-1 

•        •        •        •        • 

^  X           X    •  •  •          X 

.             . 

.         . 

.           • 

-1 

-1 

...  w+1 

•         •         •        • 

0        0 

-1 

-1 

X            X     •   •  •           X 

- 1 

•4  1 

-1 

-1 

-1 

...-1 

m+1  0 

-1 

-1 

^x   ^x  •••  *^x 

—  1 

—  1 

-1 

-1 

-1 

...-1 

-1      m+1 

Das  durch  unser  Kreuz  ausgeschiedene  Rechteck  oben  links  bestefaft 
aus  m(m  +  l)  Nullen;  es  tritt  also  das  bekannte  Corollar  des  L a place- 
sehen  Determinantensatzes  in  Kraft,  und  da  die  obere  Determinante 
rechts  sich  auf  ihr  Diagonalglied  l'''  =  l  reducirt,  so  ist 
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<^m4-i 


-1  -1  -1  -1 

-1  -1  -1  -1 

m  +  l  -1  -1  -1  -1    - 

m+1  -1  -1  -1    - 

-1  m  +  1  -1  -1    - 

-1  -1  m  +  1  -1    - 

-1  -1  -1  -1    - 


- 


-1 
-1 
-1 


-1 
-1 
-1 


-1 
-1 
-1 


-1  - 
-.1  - 
-1    - 


-1 

-1        ^ 

-1 

-1 

-1 

-1        - 

-1        -< 

-1 
m  +  1  -1 
-1        m  +  1  - 


-l(m)    m+1 


Diese  Determinante  besitzt  nur  mehr  (m  +  ] )'  Elemente.  Indem  wir  nun, 
üie  ▼orhiiiy  von  jeder  Colonne  die  rechts  neben  ihr  befindliche  abziehen, 
»rgiebt  sich  uns 

^2m  +  l 


0      0 

0     0 

0    0 

-(m+2)  m  +  1 

O      0 

0    0 

0    0 

0     -1 

m  +  2      0 

0    0 

0    0 

0     -1 

-(II1  +  2)   m+2 

0    0 

0    0 

0     -1 

0     -(m  +  2) 

m  +  2  0 

0    0 

0     -1 

0      0 

-(m  +  2)  m+2  ... 

0    0 

0     -1 

0      0 

0    0 

0    0 

0     -1 

0      0 

0     0 

0    0 

0     -J 

0      0 

0     0 

m  +  2  0 

0     -1 

0      0 

0     0 

-(m  +  2)  m  +  2 

0     -1 

1 

EUer  haben  (m  — 1)  Colonnen  mit  zwei  Zeilen  im  Ganzen  2(m  — 1)  ver- 
schwindende Elemente  gemein;  wir  können  sonach  wiederum  die  durch 
cUs  Krenz  angedeutete  Zerlegung  zur  Anwendung  bringen  und  finden 


'^2»+l  = 


m+2 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

-(«+2) 

m+2 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

-(m  +  2)   m 

+2 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

-(m 

+  2) 

m+2  ... 
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0 

0 

•    •    • 

0 

•    •    • 

0 

•    • 

0 

• 

•    •    •    • 

0 

0 

0 

•  • 

•    • 

0 

0 

0 

0 

0 

m- 

+2 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

-(m 

+  2) 

m 

+2 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

-(m 

+2) 

m  +  2 

-(m  +  2) 

m+1 

0 

-1 

• 

Dar   Werih    dea    ersten  Factors    ist  (m  +  2)"''\    deijenige  des  zweiton 
(m  +  2)j  also  ist  zum  Schlüsse 
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z.  B.  für  m  =  0,  1,  2,  3,  ... 

Vielleicht  gestalten  sich  die  oben  erörterten  Transformationen  flb« 
sichtlicher,  wenn  wir  sie  am  speciellen  Falle,  etwa  fÜrmesSy  nochiia 
reprodnciren.     Es  ist 


^7  = 


1 

0 


1 
1 


0  0 

1  2 
0     1 


1 
1 
1 
3 
2 
1 


0    0 
0    0    0 
0 


-1 
0 


0 

0 

«1 


-1    -1 
-1    -1 


0 
0 


-1 
0 


1 
1 
1 
4 
3 
2 
1 
0 
0 
0 

-1 
-1 
-1 

0 


1  0  0 

1  1  0 

1  1  1 

0  0  0 

4  0  0 

3  4 

2  3 


0 
0 
0 
4 

-1 
-1 
-1 


0 

4 

1 

0 

0 

0 

4 

-1 


0 
1 
0 
0 
0 
4 


-1     -1 


0 
0 
1 
0 
0 
0 
4 


0 

0 

0 

0 

1 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

1 

0 

.0 

0 

0 

0 

0 

-1 

-1 

-1 

4 

0 

0 

-1 

-1 

-1 

-1 

4 

0 

4 

-1 

-1 

-1 

-1 

4 

-1 

4 

-1 

-1 

-1 

-1 

0      0 

-5     4 

0      0 

0     -1 

' 

5      0 
-5     5 

• 

-5 
0 

4 
-1 

5      0 

0     -1 

-5     5 

0     -1 

=  5^5, 


^7  =  b\ 


Ansbach. 


Dr.    S.    GUNTBBB 


XIV.   Einfacher  Beweis  des  Satzes  von  Desargnes. 

(Hierzu  Taf.  III  Fig.  2  —  4.) 

Wenn  1234  ein  beliebiges  Vierseit  darstellt,  0  einen  Punkt 
dessen  Ebene,  so  gehen  von  ihm  nach  den  sechs  Vierseitsecken  die 
Fig.  2  mit  aabb'cc  bezeichneten  Strahlen  (die  mit  gleichem  Bnchstal 
je  nach  Gegenecken).  Zu  beweisen  ist,  dass  diese  drei  Strahlenpa 
einer  Involution  angehören. 

Zunächst  bestimmen  abc^  ab'c  zwei  projectivische  concentris 
Büschel.  Entspricht  sich  eines  der  Paare  vertauschungsfahig  (doppf 
so  ist  dasselbe  bei  allen  anderen  auch  der  Fall,^'  und  dieses  Verhal 
kennzeichnet  die  Involution. 


*  Man  vergleiche:   Cremona-Detculf,   Elements  de  Geometrie  projee 
Paris  1875,  §  XII. 
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Schneidet  man  die  Büschel  abc  nnd  abV  resp.  mit  den  Strahlen  /, 
//die  mit  zwei  Yierecksstrahlen ,   z.  B.  1,  2,   übereinstimmen,   so   ent- 
iteiieD  die  Panktreihen  ABC,  /[B'C\  die  in  /  und  i  projectivische  Reihen 
keidmiDen.     Die  perspectivische  Axe  geht  durch  C\  da  C  in  den  Schnitt- 
fukt  i(  nUlt.     Sie  geht  ausserdem   durch   die  Ecke  AB\  AB  des  ge- 
felenen  Vierseits,   ist  also   c\     Dem  Punkt  D\   den   t  aus  {  schneidet, 
CDtipricht  der  Schnittpunkt  ^("=  Z>.     Die  Verbindungsstrahlen  von  D  und 
B  mi  0  entsprechen  sich  in  den  projectivischen  Büscheln.     Wählt  man 
ibo  c=d  als  Originalstrahl,  so  fällt  der  entsprechende  Strahl  i  nach  c. 
Simit  ist  gezeigt,   dass  das  Paar  cc   sich  doppelt  entspricht,   und  die- 
lelle Figur  würde  auch  zeigen,  dass  aa  und  bb'  sich  doppelt  entsprechen. 
Ffir  di^   dualistische  Aussprache   des  Satzes   ist   der  Beweis  ebenso 
emfieh  und  ohne  Hilfslinien  zu  führen.     Die  sechs  Seiten  des  vollstän- 
jigen  Vierecks  I»  ü,  III,  IV  schneiden   eine  Gerade  t  in  den  Punkte- 
piaren Ajf^  Bß^  CC\     Diese  Punkte  sind  drei  Paare  einer  Involution, 
wenn  in  der  Projectivität,   die  durch  Zuordnung  der  Punkte  ÄIlC'  zu 
i5C  entsteht,  das  eine  Paar,  z.  B.  AÄ ^  sich  doppelt  entspricht  (so  dass 
D^öi,  wenn  />  =  -^  ist). 

Man  projicire  die  Reihe  AffC  aus  0  =  rV  auf  /'=IIII,  so  entsteht 
mS'S",  welche  Oruppe  nun  mit  ABC  eine  Projectivität  bestimmt.  Die 
pttipectivische  Axe  für  diese  Reihen  ist  /"=  II,  IV.  Dem  Schnittpunkte 
B  Ton  i  mit  i  entspricht  in  /  der  Schnittpunkt  mit  {\  also  />=  i/,  wo- 
iut  der  Beweis  erbracht  ist.  —  Die  Fig.  3  würde  auch  noch  zeigen ,  wie 
diA  Paare  BB'  und  OC  sich  ebenfalls  doppelt  entsprechen. 

Ein  weiterer  Satz  von  Desargues  lautet:  Wenn  ein  Kegel- 
•elnitt  einem  Viereck  umschrieben  ist,  so  trifft  jede  Ge- 
rade den  Kegelschnitt  und  die  Gegenseitenpaare  des  Vier- 
ecks in  vier  Punktepaaren  einer  Involution.* 

h  Fig.  4  sei  1526  das  Viereck,  i  die  Gerade.  Auf  /  entstehen 
dnrch  das  Viereck  die  Paare  AÄ ^  BB^^  CC'  einer  Involution  und  es  ist 
an  beweisen ,  dass  die  Schnittpunkte  3  4  von  /  mit  dem  Kegelschnitt  ein 
weheres  Paar  DD'  dieser  Involution  bilden. 

Zunächst  ist  123456  ein  Pascalsechseck,  deshalb  sind  die  Punkte 
^=12,45;  Pc=23,56;  Ä  =  34,61  in  Gerader  —  die  Involution  auf  t 
™Ä  man  als  Vereinigung  von  zwei  projectivischen  Reihen  ABC^  ABfC' 
nffiassen  (das  vertauschungsfähige  Entsprechen  der  Punktepaare  ist  oben 
Mwiesen)  und  man  hat  zu  zeigen,  dass  DD'  sich  in  dieser  Projecti- 
^  entsprechen.  Projicirt  man  aber  ABC  aus  0  =  5  auf  ('=12, 
■•  g«ben  ABC^  3l'S'6'  die  projectivischen  Reihen  mit  /"=56  als  per- 
•P^ctiyische  Axe.  Um  zu  />  =  3  den  entsprechenden  Punkt  zu  finden, 
»ehe  man  D%\   welche   i'  in  Q  trifft.     Die  Pascallinie  QA  ist  zugleich 


*Cremona-Dewalf,  U  c.  S.  135. 
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A^\  deshalb  S)'  in  P  und  QS)'  geht  von  selbst  durch  D'=^4f  womit  der 
Satz  bewiesen  ist. 

Man  bemerkt,  dass  die  Figur  nebst  dem  Kegelschnitt  und  der  Trana- 
versalen  nur  das  Pascalsechs  eck  mit  der  Pascallinie,  sowie  die  Seiten  des 
Vierecks  enthält,  dass  also  keine  Hilfslinien  znm  Beweise  nöthig  and« 

Zürich-Hottingen,  im  Februar  1879.  Dr.  A.  Weilbr, 


XY.   Zur  Theorie  der  Bemoulli'schen  Zahlen. 

m 

Die  bekannten  independeuten  Darstellungen  der  Beriioulli'schen 
Zahlen,  deren  n^^  ich  in  der  Folge  immer  mit  B^  bezeichnen  werde, 
gehen  sämmtlich  von  der  Relation 


Ht^) 


oder  der  verwandten 

wo  nach  der  Differentiation  o;  =  0  zu  setzen  ist,  aus  und  verdanken 
Entstehung  vorzugsweise  Laplace,  Scherk  etc.  Im  Nachstehenden 
werde  ich  hingegen  auf  elementarem  Wege  einen  independenten  Aus- 
druck mit  Hilfe  des  Satzes,  dass  die  n^^  Bernoul Hasche  Zahl  der  Co- 
efficient  des  niedrigsten  Gliedes  in  der  Summenformel  der  2»^^"  Potenzen 
der  natürlichen  Zahlen  ist,  ableiten,  der  recht  gut  in  die  niedere  Ana- 
lysis  mit  aufgenommen  werden  kann. 

Beachtet  man  nämlich,  dass 

1)  m2  =  2!r„,,,+  CVi, 

wenn  mit  Cm,p  die  Anzahl  der  Combinationeu  aus  m  Elementen   zur  p^^^ 
Classe  bezeichnet  wird,  so  folgt  durch  Multiplication  mit  m 


m 


8_ 


•"  =[(m-2)  +  2]2!C^,2+[(m-l)  +  ljr„.,i 
^  =3!C^,3+2!(2  +  l)C„..2  +  C„,i. 

Setzt  man  jetzt 

1+2        +3        +...+P         =5i,p, 
l  +  2Si,2  +  3Si,3  +  ...+p5i,p  =52,p, 

1  +252,2  +  3^2,3 +-+P52,p    =^3,^, 


WO  immer 
wenn 


iSx,i+  Sj;^l^i^l  =Sj:^l^iy 
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5b,i  =  5o,2  = . . .  =  5b,^  I  _ 
wird,  80  kann  auch  2) 

m' s=  3  !  Cm,Z  +  2 !  S|^2  ^m, 2  +  ^m,  1 

werden.     Multiplicirt  man  die  soeben  erhaltene  Gleichung 
mit  m,  80  folgt  nach  leichter  Beduction 

i«*  =  41C«,4  +  3!(3  +  5,,2)C„,8  +  2!(25,,2  +  l)6'„,2  +  ^m,i 


könnte  in  dieser  Webe  beliebig  weit  fortgehen ;  allein  das  Bildungs- 
fUlt  schon  jetzt  in  die  Augen  und  ist  allgemein 

m'=p!C«,,  +  (p-l)!5,,p-iC„,p-.i  +  (p-2)!52,p-2  6'„,p-.2  +  ... 

sieh   leicht  beweisen  lässt.     Multiplicirt  man  nämlich  4)  mit  m,  so 
eiliXlt  mmn 

mP+t  =  (p  +  l)!6?«,p+i+i)!(p  +  S,.p-i)t7«.p 

+  (p-l)![(P-l)5i,p-l+Sz,p-2](?m,p-, 
+  (p-2)![(p-2)52,p«2  +  S8,^-.8]^m,r-2  +  ... 
...  +  31  [3Sp_8,8+5p-2,2]  Ci„,8 
+  21  (2*Sp_2,2  +  1)  Cm,2  +  ^m,  1  > 

f  o%lich  * 

».i»+i==(p  +  l)!C«,p+,+p!Ä,,pC„,,p  +  (p-l)!S2,p-,C„,p-,+... 

...  +  2!  ^p— 1,2  ^m,2  +  ^m,l. 

Hieraos  ergiebt  sich^  dass,  wenn  das  bemQ;rkte  Gesetz  bis  p  als 
richtig  angenommen  wird,  es  auch  für  p -Hl  gilt,  woraus  sofort,  da  es 
bereit«,  bis  p=i4  bewiesen  worden  ist,  die  Allgemeinheit  desselben  folgt. 

Legt  man  nun  tn  in  4)  alle  Werthe  der  ganzen  Zahlen  von  1  bis  m 
bei  nnd  addirt  sämmtliche  auf  diese  Weise  erhaltenen  Gleichungen,  so 
findet  man  bei  Zuhilfenahme  der  bekannten  Relation 

die  merkwürdige  Formel 

issm 

tf«p!  C«,+i,p+i  +(p-l)!  5i,p_i  (7„,+i,p 

+  (p  — 2)!52,p— 2^»i  +  l,p-l  +  ...  +  2!  Sp«2,2C'ro4.i,3+  Cin^\,2 

oder  ndt 

«=■1 

•  •  •  + i^iw  +  1,2. 

'^b  allgemeine  Formel  für  die  Summen  der  geraden  Potenzen  der 
nmlarücben  Zahlen  von  1  bis  m  hat  man  daher 
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Um  nun  auf  die  Bernonll loschen  Zahlen  zu  kommen,  haben  wir 

alle  A  aufzulösen  und  die  Coefficienten  der  Glieder,  die  m  in  der  ersten 

Potenz  enthalten,  zusammenzufassen.     Nun  enthält  aber,  wie  leicht  ein- 
zusehen ,  allgemein  für  t  ^  2  ' 

das  Glied 

(_l).(,_2)!m, 
woraus  sofort  aus  5) 

Ä  -r     iWiT     (2n~l)!      (2n-2)! 

(2n-3)!.  .  t.  ..1 

folgt.' 

Der  Factor  (—1)"+^  muss  hinzugefügt  werden ,  weil  das  letzte  Glied 
der  nach  fallenden  Potenzen  geordneten  Summenformel  für  die  2n}*'^  Po- 
tenzen der  natürlichen  Zahlen  für  ein  gerades  n  negativ,  für  ein  un- 
gerades n  aber  positiv  ist. 

Gleichung  6)  lässt  sich  auch  einfacher 

«.=(-')--'{i+'"|""(-.)'*'!^=A^^u.-| 

schreiben. 

Burgk.  W.  KüTTNER. 


XVI.   Bemerkungen  zur  Differentialgleichung 

Man  kann  in  jeder  DifferentialgleicbuDg  die  Punktcoordinateu  durch 
LiniencoordiDaten  ersetzen,  wenn  mau  die  Relationen 

dv  du  ,  u 

udv  —  V  du  ^  udv  —  V  du  ^  v 

benutzt.     Diese  Ausdrücke  lassen   sich   zweckmässig  umgestalten,    wenn 

man  für  u  und  v  beziehendlich und   —  schreibt,  denn  dadurch  er- 

V  r 

hält  man 

dv  dv 

X  =  —~,     y  =  u V.     y  =  u, 

du'     ^         du       '     ^ 

Diese  letzten  Substitutionen    verdienen   dann  Beachtung,   wenn  sie  eine 
vorgelegte  Differentialgleichung  in  eine  solche  überführen,  deren  Integra- 
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tion  bekannt  ist,  weil  dann  das  Integral  der  vorgelegten  Gleichung 
ireni^tens  durch  eine  Parameterdarstelinng  gegeben  ist.  Denn  sei  die 
fibergef&brte  Differentialgleichung 

vnd  ihre  Integralgleichung 

so   'Würde   eine  Elimination  der  Grössen  ti,  v  und  -^  aus  diesen  Gleich- 

du 

angen    und   den   ersten   beiden  Substitutionen   auf  ein  Resultat  von  der 

Form 

/■(«»y.  0  =  0 

f&bren ,    welches  das  allgemeine   Integral  der  ursprünglichen   Gleichung 
•ein   mnas. 

W^enn  wir  eine  Anwendung  auf  die  Gleichung  1)  machen,   so  ver- 
wandelt sich  dieselbe  in  die  lineare  Differentialgleichung 

dh^  p»H  — }t(ti) 
deren   Integral  das  folgende  ist: 

Den  Werth  von   v  kann   man   sogleich  wieder  in  die  Gleichung  2) 

xarficksnbstituiren :  suletzt  hat  man  noch  -r-    durch  x  zu  ersetzen  und, 

du 

wenn  möglich »  die  Variabele   u  aus  den  Gleichungen  1)  und  2)  zu  eli- 

nünireü. 

Bemerkenswerth  ist,   dass  die  Differentialgleichung  erster  Ordnung 

fi^**   Grades,  deren  Coefficienten  lineare  Functionen  in  x  und  y  sind, 

K*+*oy  +  ^o)(^)"+(«i^+^y  +  ^i)(5|)""'+... 

als   specieller  Fall  in   der  Gleichung  1)  enthalten  ist     Der  Exponent  n 
unterliegt  keiner  Beschränkung. 

Die  lineare  Differentialgleichung  2)  ist  aber  bekanntlich  auch  dann 
integrabel,  wenn  das  letzte  Glied  noch  mit  einer  beliebigen  Potenz  der 
Variabelen  «  multiplicirt  ist,  wenn  also  vorliegt 

dv  _  v^{u)-v'^xiM) 
du        q>{u)'\-H^(u) 

Da  nun  e«  in  den  ursprünglichen  Variabelen  ausgedrückt,  den  Werth 
jr^'—jf  besitst,  so  führt  die  allgemeinere  Differentialgleichung 
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la)  a:<p(y')+yt^(yO  +  (^y-y)".x(y)  =  o 

bei  Verwendung  der  Sabstitntionen  auf  die  integrable  Gleichung  2a). 

Die  Eliminationen,  welche  nach  Integration  der  Gleichung  2a)  tot- 
zunehmen  sind,  um  das  Integral  der  Gleichung  la)  als  Function  der 
Variabelen  off  und  y  zu  erhalten,  sind  an  sich  klar.  Nur  mag  hervor- 
gehoben werden,  dass  das  Integral  der  Gleichung  1)  immer  eine  Auf- 
lösung nach  der  Constanten  zulässt,  während  diese  Bechnung  mit  dem 
Integral  der  Gleichung  1  a)  im  Allgemeinen  nicht  durchführbar  sein  wird« 
Diese  Bemerkung  gilt  bereits ,  wenn  über  den  Charakter  der  Functionen 
^1  ^y  %  d^o  einfachsten  Voraussetzungen  gemacht  werden.  Seist  man 
beispielsweise 

9>(»')=*{»)  =  i.   x(»')  =  -i, 

so  geht  die  Gleichung  la)  über  in 

ar  +  y  — (a:y  — jf)»=  0 
oder 


m^ 


y "~"  • 

X 

Die  Gleichung  2  a)  hat  bei  diesen  Annahmen  die  Gestalt 

dv      «;  +  !;"' 
du      1  +  w 

und  man  gewinnt  aus  ihr  das  Integral 

1 


c  =  (1  +  m)|C— (l+T/)"»-!)!-"»     {Cz=const.). 

Führt  man  diesen  Wertb  von  v  in  dio  vorletzte  Gleichung  ein ,  so  erfafilt 
man  nach  einfacher  Zusammenziehnng 

.  PI 

_  =  C.{C-(1  +  m)'""M^^^. 
du  '         \     •     /        » 

,^  dv  ,  /  . 

Da  nun  — -  =  o:  und  w  =  V  >  so  »st 
du  ^ ' 


das  allgemeine  Integral  der  zu  lösenden  Differentialgleichung. 

In  der  That  wird  sich  auch  hier  für  ein  allgemeines  m  die  Con- 
staute  nicht  explicite  als  Function  von  x  und  y  darstellen  lassen,  und 
aus  diesem  Grunde  wird  überhaupt  die  Gleichung  la)  im  Allgemeinen 
keinen  hinscbreibbaren  integrirendon  Factor  besitzen. 

Was  endlich  den  besonderu  Fall  betrifft,  in  welchem  die  Beziehung 
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stattfiDdet,  so  kön9en  hier  die  Gleichnogen  2)  und  2a)  nicht  verwendet 
werden.  Unter  diesen  Umständen  redaciren  sich  aber  beide  Differential- 
gl^chnngen  1)  nnd  la)  auf  die  folgende: 

welche   nnter  dem  Namen  „Clairau tische  Form''  bekannt  ist. 

Dresden,  im  December  1878.  Woldemar  Hbymann, 

Stud.  m«th. 


XTLL  Elementarer  Beweis  eines  Saties  der 

auf  geometrischem  Wege. 

(Hierzu  Taf.  III  Fig.  5.) 

Der  grundlegende  Satz,  dass  die  Centrifngalkraft  eines  ebe- 
nen Systems  von  Massenpnnkten,  welches  um  eine  senk- 
recht gegen  die  Ebene  gerichtete  Aze  rotirt,  der  Grösse  nnd 
Richtung  nach  gleich  ist  der  Centrifngalkraft  der  im  Schwer- 
punkte vereinigt  gedachten  Masse,  wird  in  den  elementaren 
Liehrbachem  stets  auf  umständliche  Weise  abgeleitet,  da  die  Coordinaten- 
methode  noch  nicht  voransgesetat  werden  darf. 

Höchst  einfach  ergiebt  er  sich  ans  folgendem  geometrischen  Satze: 
Theilt  man  zwei  aneinanderstossende  Parallelogrammseiten 
▼  om  Eckpunkte  aus  im  Verhältniss  l:m,  resp.  Itm^,  und  ver- 
bindet man  die  Schnittpunkte,  so  wird  die  Verbindungslinie 
durch  die  Diagonale  imVerhältniss  m^im^  die  Diagonale  selbst 
im  Ve^rhältniss  l:{m+tn^)  getheilt. 

Beweis.      In  der  Figur  setze  man  J  E  = =  a?,  AF= =  y 

nnd  siebe  BE\\EF,  Dann  folgt  aus  der  Aehnlichkeit  von  AEF  und 
ABH^  dass  AB^my  ist.  Folglich  ist  GH:  GB==AH:  BC=m:m^, 
also  auch  ES:  FSsszm^itn^  wie  behauptet  war.  Femer  ist  auch  ^ ^ : 6? C 
=  iR:«iijy    folglich   AG  i  AC=^m\m'\-m^^    aber   AS\AG^=l\m^    folglich, 

.      «^   ,^                 .«      ^^        ^^ 
wie    behauptet,  AS^  —  = — ; . 

*^  m       m  +  iitj 

Anwendung.    In  E  befinde  sich  die  Masse  m,  in  /*  die  Masse  m^^ 
A   sei   die  Botationsaxe,    dann  sind   die  Centrifugalkräfte  mx%^  in   der 
Richtung  AB  und  m|y^*in  der  Richtung  AD.     Die  Winkelgeschwindig- 
keit %  ist  fEir  beide  Punkte  dieselbe,  kann  also  gleich  der  Einheit  gesetzt 
werden,  dann  stellen  AB  und  ^itfdie  Centrifugalkräfte  auch  der  Grösse 
nach    dar,   nnd  ^(7  ist  die  Resultante.     Letztere  Linie  theilt  aber  nach 
Obigem    EF  im   Verhältniss  m^'.m,    geht  also   durch   den   Schwer- 
punkt S.     Ferner  ist  nach  Obigem  AC=i(m'\-m^ÄSy  ein  Ausdruck, 
welcher  übereinstimmt  mit  der   Centrifngalkraft   der  Masse 
(m-(-m|)  im  Punkte  S  bei  der  Winkelgeschwindigkeit  1. 
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Für  zwei  Massenpankte  ist  also  der  Satz  bewiesen  and  kann  nach 
bekannter  Methode  auf  3 ,  4 ,  ...  n  Punkte  ausgedehnt  werden. 

Hagen.  Director  Dr.  HolzmOlles. 


XVm.   Isometrische  Coordinaten  auf  der  Kngelfläche. 

Sei  k  der  Modul  der  elliptischen  Functionen  mit  dem  Argument  ti, 
k'  der  Modul  für  das  Argument  v.  Es  bedeuten  k  und  k'  Complemen- 
tärraoduli,  so  dass  k*'\'k'^=l.  Wird  der  Mittelpunkt  einer  Kügelflftche 
mit  dem  Halbmesser  g  zum  Anfangspunkt  orthogonaler  Coordinaten  ar, 
y  und  2  genommen,  so  ist 

aj2  +  y2  4- ;t2  =  ^2. 

Dieser  Gleichung  wird   durch  folgende  Werthc  von  x,  y  und  z  genügt: 

1)     X  =:g  sinamu  JamVy   y=:  g  Jamu  sinamv^    z=^  g  cosamu  cosamv. 

Diese  Gleichungen  geben 

dx  dx      dt/ dy     dz  dz 

du  dv      du  dv      du  dv         ' 


''    (Shm'^m'=(^hm'<^' 


::-:)'H-0"+S)=(^:)+fö)+(; 

=  gr*  (1  —  k^  sin^am  u  —  /f'*  sin^am  v). 

Durch  die  vorstehenden  Gleichungen  ist  bekanntlich  ein  System  iso- 
metrischer Coordinaten  charakterisirt.  Sieht  man  allgemein  u  und  v  als 
Functionen  von  p  und  q  an,  so  reduciren  sich  die  Gleichungen 

dx  dx  .  dy  dy      dz  dz 

dp  dg      dp  dq      dp  dq         ' 

infolge  der  Gleichungen  2)  auf 

du  du      dv  dv 

dp  dq      dp  dq         '       \dpj    '   \dpj  ^  \dqj    '   \dq 

Diese  Gleichungen  geben 

du t^^      ^^  ^ ^^ 

dp  dq^     dq  dp ' 

Es  genügen  also  u  und  v  beide  der  partiellen  Differentialgleichung 

dp^      dq^ 
Göttingen.  Professor  Ennepbr. 


)' 
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XVL 
Gteometrie  der  Kreise  in  der  Ebene. 

Von 

R.  Mehmke, 

Stad.  matb. 


Statt  der  Punkte  oder  geraden  Linien  können  die  Individuen  irgend 
einer  Art  von  Cnrven  als  Elemente  eines  ebenen  Systems  anfgefasst 
-werden.  Vom  Punkte  und  der  Geraden,  als  den  einfachsten  geometri- 
schen Gebilden,  zum  Höheren  aufsteigend,  liegt  es  jedenfalls  am  näch- 
sten, den  Kreis  zum  Element  der  Ebene  zu  wählen.  Die  aus  dieser 
Annahme  entspringende  Geometrie,  die  Geometrie  der  Kreise  in  der 
Sbene ,  in  ihren  wesentlichsten  Umrissen  darzustellen ,  ist  der  Zweck  des 
folgenden  kleinen  Versuchs. 

Was  die  Beweise  der  aufgestellten  Sätze  anbetrifft,  so  sind  dieselben, 
wie  mir  acheint,  am  einfachsten  mit  Hilfe  der  in  Grassmann's  Aus- 
dehnnngslehre  enthaltenen  Methoden  zu  leisten.  Da  jedoch  diese  Me- 
thoden trots  ihrer  Einfachheit  noch  keine  solche  Verbreitung  gefunden 
an  haben  scheinen,  dass  man  sie  als  hinreichend  bekannt  voraussetzen 
könnte,  so  glaube  ich  von  der  Mittheilung  der  Beweise  absehen  zu  mtissen. 


1. 

Es  ist  nothwendig^  bei  jedem  Kreise  den  Sinn  festzuhalten ,  in  wel- 
chem er,  als  geometrischer  Ort  gedacht,  vom  erzeugenden  Punkte  durch- 
laufen wird.  Setzt  man  einen  bestimmten  Sinn  als  den  positiven  fest,  so 
hat  man  positive  und  negative,  gleichsinnige  und  gegensinnige  Kreise  zu 
vnterscheiden.  Unter  dem  Winkel  zweier  Kreise  versteht  man  immer, 
gleichviel  ob  sie  sich  reell  schneiden  oder  nicht,  die  durch  die  Gleichung 


g,^arccos[±-^-) 


2rr^ 

bestimmte  GMsse  ^i  wo  r  und  r^  die  Halbmesser  der  beiden  Kreise  sind ,  d 
die  Entfeninng  ihrer  Hittelpunkte  bezeichnet  und  das  +-  oder  — Ta^x^^ü 

tMmAmuHk  u. Pbfdk  XXJV,  5.  \1 
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zn  nehmen  ist,  je  nachdem  die  Kreise  gleich-  oder  gegensinnig  sind. 
Zwei  Kreise  heissen  normal  zu  einander,  wenn  der  Cosinus  ihres  Win- 
kels 0  ist.  Die  Ausartungen  der  Kreise  in  Punkte  oder  gerade  Linien 
sollen  vorläufig  von  der  Betrachtung  ausgeschlossen  bleiben. 

2. 

'  Unter  einem  Kreis  netz  versteht  man  bekanntlich  die  Gesammtheit 
der  zweifach  unendlich  vielen  Kreise,  welche  zu  einem  gegebenen  Kreise 
normal  sind.  Letzterer  möge  der  Polarkreis  jenes  Netzes  heissen  und 
das  Netz  selbst  das  Polarnetz  des  Kreises. 

Der  Kreisbüschel  erklärt  sich  dann  als  die  Gesammtheit  aller  Kreise, 
welche  zu  zwei  gegebenen  Kreisen  normal  sind  oder  zwei  gegebenen 
Netzen,  den  Polaruetzen  jener  Kreise,  zugleich  angehören.  Die  Polar- 
netze aller  Kreise  eines  Büschels  haben  ein  und  denselben  Büschel  ge- 
meinschaftlich, welcher  der  Polarbüschel  des  ersteren  heissen  soll. 
Polarkreis  eines  gegebenen  Büschels  in  einem  diesen  Büschel  enthalten- 
den Netze  möge  derjenige  Kreis  genannt  werden,  welchen  der  Polar- 
büschel des  gegebenen  mit  jenem  Netz  gemeinschaftlich  hat  und  welcher 
daher  zu  allen  Kreisen  des  Büschels  normal  ist.  In  zwei  Polarbüscheln 
ist  jeder  Kreis  des  einen  Büschels  normal  zu  jedem  Kreise  des  andern. 

3. 

Die  ganze  Kreisgeometrie  wird  beherrscht  vom  Gesetz  der  Recipro- 
cität,  nach  welchem  der  Kreisbüschel  sich  selbst,  Kreis  und  Kreisnetz 
sich  gegenseitig  entsprechen.  Ebenso  besteht  im  Netze  vollkommene 
Keciprocität  zwischen  Kreis  und  Kreisbüschel.  Dieses  Gesetz  erstreckt  sich 
gleichmässig  auf  metrische,  wie  auf  rein  projectivische  Beziehungen. 

lieber  die  gegenseitige  Lage  von  Kreisen,  Büscheln  und  Netzen 
seien  nur  einige  wenige  Sätze  angeführt: 

Durch   zwei  Kreise   ist   ein  Bü-  Zwei  Netze  haben  einen  Büschel 

schel  bestimmt  (der  Yerbindungs-  gemeinschaftlich  (den  Schnittbüschel), 
büschel). 

Durch  drei  nicht  einem  und  dem-  Drei  nicht  durch  einen  und  den- 

selben Büschel  angehörige  Kreise  selben  Büschel  gehende  Netze  haben 
ist  ein  Netz  bestimmt  (das  Verbin-  einen  Kreis  gemeinschaftlich  (den 
dungsnetz).  Schnittkreis). 

Zwei  Büschel  haben  im  Allgemeinen  keinen  Kreis  gemeinschaftlich 
(sie  schneiden  sich  im  Allgemeinen  nicht). 

Durch  zwei  sich  schneidende  Bü-  Zwei  Büschel  eines  Netzes  haben 

schel  ist  ein  Netz  bestimmt.  einen  Kreis  gemeinschaftlich. 

Die  Polametze  aller  Kreise  eines  Die  Polarkreise  aller  Netze, welche 

N^MBB  hahon  einen  einzigen  Kreis,     einen  Kreis  gemein   haben,   bfldea 


Von  R.  Mbhmke.  259 

Jen  FolikTbeiB  des  Netzes,  gemein-     ein     Netz,     das     Polarnetz    jenes 

Kreises. 


} 


Die  Polarkreise  aller  einen  ge-  Die  Polarnetze  aller  Kreise  eines 

lebenen  Bfischel  enthaltenden  Netze  Büschels   hahen   einen   Büschel  ge- 

büden  einen  Büschel,    den   Polar-  meinschaftlich,  den  Polarbüschel  des 

Uiehel  des  ersteren.  ersteren. 

4. 

Ein  Büschel  heisse  normal  zu  einem  Netze,  wenn  er  den  Polarkreis 

des  Netxes  enthält.     Alle  Büschel,  die  einen  gegebenen  Kreis  enthalten, 

lind  hiernach  normal  zum  Polarnetz  dieses  Kreises;  dagegen  giebt  es  nur 

onen  bestimmten  Büschel,    der   durch   einen  gegebenen  Kreis  geht  und 

n  einem  gegebenen  Netze  normal   ist,   sofern   der  Kreis  und  das  Netz 

BJeht  polar  sind.     Der  Schnittkreis   dieses  Büschels   mit  dem  gegebenen 

Nette  soll  die   normale  Projection   des   gegebenen  Kreises   auf  das 

Neu  heissen.     Unter  der  normalen  Projection   eines  Kreises   auf  einen 

Bfiiehel  sei  femer  derjenige  Kreis  des  Büschels  verstanden,  dessen  Ver- 

Ihdongsbüschel  mit  dem  gegebenen  Kreise  den  Polarbüschel  des  gegebe- 

MB  schneidet.  —  Unter  dem  Winkel  zweier  Netze  verstehe  ich  den  Win- 

kl  ihrer  Polarkreise,  unter  dem  Winkel  eines  Kreises  und  eines  Netzes 

i^  Winkel  des  Kreises  mit  seiner  Nonnalprojection  auf  das  Netz ;  ferner 

ister  dem   Winkel  eines   Kreises   und   eines   Büschels    den  Winkel   des 

Kieiies  mit  seiner   normalen  Projection    auf  den  Büschel.     Endlich   soll 

der  Winkel   zweier  Büschel   eines  Netzes   gleichbedeutend   sein  mit  dem 

Winkel  ihrer  Polarkreise  in  diesem  Netze.     (Der  Winkel  zweier  Kreise, 

BOiehel  oder  Netze  wird  im  Folgenden  einfach  durch  Nebeneinanderstellen 

der  flr  sie  gewählten  Buchstaben  bezeichnet.) 

Man  kann  in  demselben  Sinne,  wie  in  der  Geometrie  der  Punkte 
^d  Geraden,  vom  Doppelverhältniss  von  vier  Kreisen  eines  Büschels, 
^er  Yon  vier  Büscheln  eines  Netzes,  die  sich  in  einem  Kreise  schneiden, 
^cr  von  vier  Netzen,  die  sich  in  einem  Büschel  schneiden,  sprechen. 
Solange  es  nur  auf  projectivische  Eigenschaften  ankommt, 
BHtehen  zwischen  Kreisen,  Kreisbüscheln  und  Kreisnetzen 
in  der  Ebene  genau  dieselben  Beziehungen,  wie  zwischen 
linkten,  Geraden  und  Ebenen  in  der  Euklidischen  Raum- 
S*ometrie. 

5. 
Mittelkreis  eines  Systems  von  Kreisen. 

0 

Zu  n  beliebigen  Kreisen  ifj,  Ä'g»  •  •  ^»»»  ^^^  denen  jeder  (ATr)  mit 
^>Bi  beliebigen  reellen  Zahlcoefficienten  oder  Gewicht  (m^)  versehen  ist, 
^  lieh  immer   (ausser  in   einem   später   zu  bezeichnenden  Fallet   ein 
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bestimmter  Kreis  K  finden,  welcber  die  Eigenscbaft  hat,   dass  f&r  jedes 
diesen  Kreis  enthaltende  Netz  iV,  nnd  nur  für  solche,  die  Gleichung 

statt  hat.  Dieser  Kreis  möge  der  Mittelkreis  jenes  Systems  von  Kreisen 
genannt  werden.  Es  lässt  sich  femer  ein  bestimmtes,  im  Allgemeinen 
von  0  verschiedenes  reelles  Gewicht  m  angeben,  so  dass,  wenn  19  ein 
beliebiges  Netz  bezeichnet, 

m  sin  (Ä'  JV)  =  Znir  sin  {Kr  N) , 

welche  Gleichnng  die  vorhergehende  als  speciellen  Fall  in  sich  schliesBt. 
Für  m,  das  Gewicht  des  Mittelkreises,  hat^man  die  Gleichungen 

m  ^=s  2  mrCOs{KrK)^ 
^^^^mrm.cos{KrK,)     (^j  =  1,  2,  ...  w). 


m* 


Wenn  ferner  C  ein  beliebiger  Kreis,  so  ist 

m  cos  {K  C)  =  2mr  cos  (Kr  C) 

ZmrCos{KrC) 


oder 


cos{KC)== 


und 


ZmrCOS{KrK) 


Für  alle   Kreise   C,   welche   den   Mittelkreis  K  unter  dem    gleichen 

Winkel  schneiden,  hat  man  folglich 

(K  C\ 
-^--  \  ==  consi. 

und  ebenso  für  alle  Netze  TV,  deren  Winkel  mit  K  constant  bleibt: 

ZntrSin  {Kr  N)  =  const. 

(Man  bemerke  noch  Folgendes:  Wenn  7?j,  T?^,  ...  /?„,  R  die  Halb- 
mpsser,  M^^  M^^  ...  3/„,  M  die  Mittelpunkte  der  Kreise  K^^  K^^  ,. .  K^^  K 
sind,  so  ist  M  nichts  Anderes,  als  der  Schwerpunkt  der  mit  den  Gewich- 
ten  -^,   ^,  ...  —  verseben  gedachten  Mittelpunkte  M^^  il/g,  ...  Jl/„  und 

—   das  Gewicht  von  M,     Wenn    ferner  ;?r  die  Potenz   des  Mittelpunktes 
M  in  Bezug  auf  den  Kreis  J(t  bedeutet,  so  hat  man 


mR:=^  £mr  -=f    oder    B}  =  — 

Rt 
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Wenn  die  KreiBe  K^..,  Kn  alle  in  einem  nnd  demselben  Netze  liegen, 
•0  Be^  auch  ihr  Mittelkreis  K  in  diesem  Netze  nnd  es  gilt  alsdann  für 
jeden  demselben  Netze  an  gehörigen  Büschel  B  die  Gleichung 

m  sin  {KB)  =  2mr8in{KrB). 

Es  kann  der  Fall  eintreten ,  dass  der  Mittelkreis  K  unbestimmt  wird 
oder,  wie  man  sich  ausdrücken  kann ,  die  Kreise  K^,.,  Kn  im  Gleich- 
gewicht sieh  befinden.  Alsdann  hat  man,  wenn  iV  ein  beliebiges  Netz 
und  C  einen  beliebigen  Kreis  bezeichnet: 

Zmf  sin  {KrN)  =  0 ,     Zmr  cos{KrC)  =  0 
und 

UmrSm  l  — s~ )  =  const,  =2-^. 

Umgekehrt  sind  die  Kreise  K^,,,  K^  nothwendig  im  Gleichgewicht, 
wenn  in  Bezug  auf  vier  sich  nicht  in  einem  Kreise  schneidende  Netze  N 

SmrSin{iCrN)=:0 

oder  vier  nicht  in  einem  Netze  liegende  Kreise  C 

ist.  Es  ist  klar,  dass ,  wenn  man  zu  dem  System  der  Kreise  K^  ,.,  K^ 
ihren  Mittelkreis  K  mit  dem  Gewichte  —  m  hinzufügt,  alsdann  das  neue 
System  im  Gleichgewicht  ist.  Mit  Hilfe  des  schon  mitgetheilten  Recipro- 
ciUitsgesetzes  lassen  sich  alle  vorhergehenden  Theoreme  unmittelbar  auf 
Bfischel  eines  Netzes  übertragen. 

6. 
Dreipass. 

Den  Inbegrifif  dreier  beliebigen,  nicht  einem  und  demselben  Büschel 
angehörenden  Kreise  nebst  ihren  drei  Verbindungsbüscheln,  den  Seiten- 
biischeln,  nenne  ich  einen  Dreipass.  (Der  Name  ist  aus  der  gothischen 
Ornamentik  entlehnt,  wo  er  eine  ähnliche  Bedeutung  bat.)  Es  seien  k\^ 
^s»  ^s   ^®i  beliebige,   einen  Dreipass  bildende  Kreise  und  man  nenne 

die  Seitenbüschel  K^K^i  ^z^\y  ^\^%  bezüglich  B^^  B^^  B^,  Man  hat 
vor  Allem  folgende  zwei  Reihen  von  Gleichungen ,  von  welchen  die  eine 
SOS    der    andern   durch   das  Princip   der  Reciprocität  abgeleitet  werden 

kann ,  nftmlich 

sin (Ä'g K^  sin {B^  Ä^J  =  sin {K^K^)  sin{B^ K^) 

=  sin \k^  K^)  sin  {B^ K^)  =  sin  [b^  B^)  sin  {K^  K^)  sin  {K^ K^ 
=  sin  (^3  B^)  sin \k^ K^)  sin  \k^ K^^)  =  sin  (B^  B^)  sin  {K^  K^)  sin (Vj K^) 

und 

sin  {B^  B^)  sin  (iSTj  ^j)  =  . . .  =  sin  {B^  B^)  sin  (A^g  Bj^) 

=  sin  ( AT,  K^)  sin  {B^  B^)  sin  \b^B^)=^,,.  =  sin  \k^  K^)  sin  ( B^  B^)  sin  {B^  B^). 

Jedes  dieser  Gleichungssjsteme  bestimmt  eine  gewisse  Grösse  und  beide 
fir  den  Dreipass  von  fundamentaler  Wichtigkeit.     Die  eiste  &c>l\  dex 
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Sinus,  die  zweite  der  Polarsinos  genannt  werden,  so  dasa  man  die  De^ 
finitionsgleichnngen  hat 

Sin {K, K^ K^  =  sin {K^ K^  siniB^K^)  = . . . 

...  =  5iw(^2^s)5i/i(Ä'3Ari)5i>i(A'iA'a)=  .., 

Pols  {K^  K^  K^  =  sin  (B^  B^)  sin  (A^^  ^J  = . . . 

. . .  =  sinllC^IC^)  sin {B^Bj)  sin (^,  B^)  = 

Von  den  zahlreichen  im  Dreipass  stattfindenden  Beziehungen  filhr« 
ich  nur  an 

stn(B^BQ) 
__  sin  {K^  B^)  sin  (A^g  B^)  sin  (A^g  B^) 
Pols{K,£,K^) 

Sin^  {K^  K^  A3)  =  51«  ( Ag  K^  sin  {K^  k;)  sin  {K^  K^  Pols  (AT^  AT,  IT^ , 

«««(A^Aj) 
^sin{B,£,)  sinjB^l^,)  sin{B^K^) 
Sin{K^K^K^)  ' 

Pols^ (A^i  K^  A3)  =  sin  ( B^  B^  sin  {B^B^) sin  ( B^  B^)  Sin (ATj  A\ h\) , 

5m(A^,AgA^3)_5m(ArgA^8)_5t>i(A^^A^^)_jgin(A^,Ag) 
Pois{i^^  K^  A'3) ~ 5fw  \b^  B^)  ""  5i>i  (-^3 B^) "  «h (^^  ^,) * 

Eine  fundamentale  Gleichung  ist  auch 

cos  {k\  A3)  =  cos  (A3  K^)  cos  (A'j  A'g)  —  5t w  (A3  A\)  sin  (A'j  A^^)  c 05  (  B^  B^ , 

welche   zeigt,    dass   eine   vollkommene  Analogie   zwischen    dem   Dreipass 
und  dem  sphärischen  Dreieck  besteht. 

Wird  zu  jedem  Seitenbüscbel  eines  Dreipasses  in  dem  durch  die 
Kreise  desselben  bestimmten  Netze  der  Polarkreis  construirt,  so  entsteht 
ein  neuer  Dreipass,  der  Polardrcipass  des  ersteren.  Die  Beziehung  zwi- 
schen Dreipass  und  Polardreipass  ist  eine  gegenseitige;  der  Sinus  eines 
jeden  von  beiden  Dreipässen  ist  gleich  dem  Polarsiuus  des  andern. 

7. 
Dreinetz,  Vierpass. 

Die  Polarnetze  der  Kreise  eines  Dreipasses  nebst  ihren  drei  Schnitt- 
büscheln bilden,  was  man  ein  Dreinetz,  und  zwar  das  Polardreinetz  des 
gegebenen  Dreipasses  nennen  kann.  Das  Dreiuetz  hat  dieselben  Eigen- 
schaften, wie  der  Dreipass,  und  man  kann  ebenfalls  von  einem  Sinus 
und  Polarsinus  des  Dreinetzes  sprechen,  wo  der  Sinus  gleich  dem 
Polarsinus  und  der  Polarsinus  gleich  dem  Sinus  des  zugehörigen  Polar- 
dreipasbos  ist.  Der  Inbegriü*  von  vier  Kreisen  nebst  ihren  vier  Verbin- 
dungsnetzen (Seitennetzen)  und  sechs  Verbindungsbüscheln  (Kanten- 
büscheln) soll  ein  Vierpass  genannt  werden.     Es  seien  Ä\,  AT^,  A'3,  K^ 
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)  (»Ben  Yierpass  bildenden  Kreise  and  die  Seitennetze  K^K^K^j  K^K^K^^ 

i^iX^if  werden  der  Reihe  nach  bezeichnet  mit  N^N^N^N^, 

Sinns    and  Polarsinns    nenne   ich   dann  die,    wie  folgt,    definirten 

Sin  (iTj . . .  Jrj  =  Sin  {K^K^K^  sin{K^N^), 
Pols  (iSTi . . .  K^  =  Pols  (iVg  Aj  iV^)  sin  {K^  N^). 


Znr  Abkürzung   sollen    im  Folgenden    die   Dreipftsse  K^K^K^^  ... 

^K^  bez.  durch  $i,  ...  $4,  die  Dreinetze  N^N^N^^  ...  N^N^^s  durch 
. . .  9l4  bezeichnet  und  ferner  soll 

(ÄV^r)  =  Är,       (^  =  1,2,3,4) 

xt  werden.     Man  hat  dann,  um  einige  der  einfachsten  Beziehungen 


endlich 


^rznheben : 


Sin  P  =  Sin  ^^  sin  h^     (Definition) 

=  Sin  $j  mÄj  = . . .  =  Sin  ^^  sin  hr 

=  Sin  SRj  5tw  Ojg  sin  «^3  5tn  0^4  =  ... 

5m  $2  Am  ^3  5m  a^,  __ 
_  •         — — — —  »M  ... 

sin  a^^ 

sinh^  sinh^  sina^^ 
""  sina^ 

sin  Äg  sin  A3  «m  Ä^ 

"■         P^is%  • 

5m  Ä,  5mÄjj  5mÄ3  sinh^ 
^  ?ö/57>  * 

Sin^P^^Sin"^^  Sin%  Sin iß^  Po/^Si,  = . . ., 

Alt»  />  =  Äfi  gjj  Sm  g$j  Sin  ^3  Sm  $4  A>/5  P, 

PolsP=  Pols%  sinh^     (Definition) 
=  Pols  SRj  5m  Ä^  =  . . . 
=  Pols  ißi  51/1  «Ig  sin  «13  51«  «^4  = . . . 
Pol$yi^  P0/5SR,  5m  ^23  __ 

•  ~—  .  —  •  •  • 

stfi  a^4 
5m  Ä^  5m  //j^  5m  a,^ 

5171  Ä^  5m  A3  51//  Ä^ 

sin  Äj  5m  Ä j  sin  A3  5m  Ä^ 
"^  SiiTP  ' 

/>o/5«  />  =  Pols%  Pols  %  Pols%  Sin  5Pj , 

Pvls^P=^Pols%  Pols3l2  Pols%  Pols%  SinP, 
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SinP  _  5m ^^  __  Sin"^^  _ 

TdsP"  Pols%  "■  Pols% 

sina^^  sina^ 

sin  a^  sin  a^j 

sinh^  sinh^ 

^  Pols%Pols3t^'^"' 

_  Sin  ^3  Sin  $^  _ 

stnh^  Sinh^ 

Die  Polarkreise  der  Seitennetze  eines  Yierpasses  bilden  einen  neuen 

Vierpass ,  den  Polarvierpass  des  ersteren ,  dessen  Sinns  gleich  dem  Polmr- 

sinus    nnd    dessen    Polarsinns    gleich    dem  Sinns    des    gegebenen  ^er- 

passes  ist. 

8. 

Fünf  nicht  in  demselben  Netze  liegende  Kreise  sind  im 
Gleichgewicht,  wenn  man  jedem  den  Sinns  des  durch  die 
vier  übrigen  gebildeten  Vierpasses  als  Gewicht  znertheilt. 
Reciprok  dazn:  Fünf  sich  nicht  in  einem  Kreise  schneidende 
Netze  sind  im  Gleichgewicht,  wenn  jedes  mit  dem  Polar- 
sinus  des  von  den  vier  anderen  gebildeten  Yierpasses  ver- 
sehen gedacht  wird. 

Vier  in  einem  Netze  liegende  Kreise  sind  im  Oleich- 
gewicht, wenn  jeder  ein  Gewicht  gleich  dem  Sinus  des  durch 
die  drei  übrigen  gebildeten  Dreipasses  hat. 

Vier  durch  einen  Kreis  gehende  Netze  sind  im  Gleich- 
gewicht, wenn  jedes  ein  Gewicht  gleich  dem  Polarsinns  des 
durch  die  drei  übrigen  gebildeten  Dreinetzes  hat. 

Vier  in  einem  Netze  liegende  Büschel  sind  im  Gleich- 
gewicht, wenn  jeder  den  Polarsinus  des  durch  die  drei  übri- 
gen bestimmton  Dreipasses  zum  Gewicht  hat. 

Wenn  /fj,  Ä'g,  Ä'g  drei  beliebige  Kreise  sind,  deren  Verbin  dun  gsnetz 
M  heisse,  und  Cj,  C^,  C.^  die  normalen  Projectionen  jener  Kreise  auf  ein 
beliebiges  Netz  N  bedeuten,  so  ist 

o....^^^N_        Sin{£,£:,Ii,)cos{MN) 
^^'^^   ^^^  cos{C,K,)  cos{C\I{^)  cos(C^K^y 

Wenn  A'^,  A\  zwei  beliebige  Kreise  und  Cj,  C^  ihre  normalen  Pro- 
jectionen auf  einen  beliebigen  Büschel  B  bezeichnen,  welcher  den  Ver- 
bindungöbüschel  J   der  zwei  ersten  Kreise  schneidet,  so  ist 

sin  jU,]^,)  cos  (AB) 
stn^v^c^)      cos{C\£:^)cos{C\K,y 

9. 
Coordinatensystem.    Analytische  Fondamentalformeln. 

Man  kann  einen  beliebigen  Vierpass  als  Coordinatensystem  zu  Grande 
legen.     Es  vereinfachen  sich  jedoch  alle  Formeln  beträchtlich,  wenn  man 
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Statt  eines  beliebigen  einen  durcbaus  normalen  Vierpass  annimmt,  d.  b. 
eineii  solchen ,  in  welcbem  je  zwei  der  vier  ibn  bildenden  Kreise  normal 
SU  einander  sind. 

Es    seien  Cj,  C,,  C3,  C^  die  Kreise  eines  solcben  Normalvierpasses, 
die  FundamenUlkreise ,  also 

cos  (Cj  Cj)  =  cos  (C,  C3)  = . . .  =  cos  {C\  Cj)  =  0. 

Dann  verstebe  icb  unter  den  Coordinaten  eines  Kreises  X  in  diesem  nor- 
nttlen  Coordinatensystem  die  cos  der  Winkel,  welcbe  der  Kreis  X  mit 
den  Fnndamentalkreisen  C  einscbliesst: 

Xi=^cos{JCCi)     (1  =  1,2,3,4), 

ferner  unter  den  Coordinaten  eines  Netzes  ü  die  sin  der  Winkel,  gebil- 
det Ton   ü  mit  den  Fnndamentalkreisen: 

Ui=sin{üCi). 

I>s  scbon  drei  Coordinaten  zur  Bestimmung  eines  Kreises  oder  eines 
Metses  mnsreicbend  sein  würden,  so  muss  zwiscben  den  vier  bomogenen 
Coordinaten  Xi  eines  jeden  E^reises  X  ebenso,  wie  zwiscben  denjenigen 
eines  jeden  Netzes  U  eine  Beziebung  stattfinden.     In  der  Tbat  bat  man 

(Man  bemerke  nocb:  x^^  a:^,  0:3,  x^,  1  sind  die  Gewicbte,  welcbe 
man  den  Kreisen  C^,  C,,  C3,  C^,  Ä  zuertbeilen  müsste,  damit  sie  im 
Gleiefagewicht  wSren,  und  Aebnlicbes  gilt  für  die  Coordinaten  eines 
Netses.  Wenn  r^  •  *  •  r^  die  Halbmesser  der  Fundamentalkreise  sind  und 
Mt  den  Halbmesser  von  JC  bezeicbnet,  so  ist  daber 

1  X*  Xa\ 

Winkel  nreler  Kreise  X  und  Y. 

eos  (ZF)=:ar,yi  +  a;,y,  +  a:8y,  +  x^y^, 

«•«  (J-  J)  =  («,y,)»  +  (x,y,y  +  (x,y,)»  +  (x,y,)«  +  {x,y,Y  +  (.r.y,)« 

[('»i»«) = *»»8 — "^8 y«  '»•  «•  W-]  • 

Winkel  nreler  Hetze  U  und  F. 

4««»  (^)  =  («I  -  f  ,)*  +  K  -  "«)» +  («3- "j)*  +  («4  -  "4)*, 
4  «'•(^)  =  («1  +  "i)*  +  («»  +  "»)*  +  («8  +  "3)*  +  K  +  "*)*. 
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Winkel  eines  Kreiseg  X  mit  einem  Netze  U. 

sin  (X 17)  =  Xj  t/j  +  JTg Wg  +  ^3^5  +  ar^ w^ , 

Sinns  eines  Dreipasses  X  YZ, 

Sin^Ä  YZ)  =  (ar^ygi,)«  +  (x^^^z^)^  +  (x^y^  z,)«  +  {^c^^^z^K 

Polarsinns  eines  Dreinetzes  iJJYW). 
Sinns  eines  Yierpasses  (XYZT). 


Sm{XYZT)=^ 


JPj  x^  x^  x^ 

Vi  Vi  Vs  Vi 

^1  ^2  ^8  ^4 

h  h  h  U 


Polarsinns  eines  Yierpasses  mit  den  Seitennetzen  U,  V,  W,  A. 


Pols{ÜVWSl) 


^1 


u, 


2 


U 


8 


«. 


w.     rv^ 


Wo      fv. 


Ol 


o« 


o« 


Oi 


10. 
Sinns  eines  Büschelpaares.    Goordinaten  eines  Büschels. 

Nimmt  man  in  jedem  von  zwei  sich  nicht  schneidenden  Büscheln  P 
und  Q  zwei  heliebige  Kreise  an,  im  ersten  etwa  die  Kreise  K  und  C, 
im  zweiten  K^  und  C^^  so  ist  der  Quotient 

Sin{KCK^C;) 
sin{KC)sin{K^C^) 

eine  nur  von  der  gegenseitigen  Lage  der  Büsehel  P  und  Q  abhängige 
Grösse,  welche  der  Sinus  des  Büschelpaares  {PQ)  heissen  soll.  Als  Goordi- 
naten eines  Büschels  P  sollen  die  Sinp^^y  Piai  Pu^  -Pas»  i^34»  Pa  ^®^  sechs 
Büschelpaare,  gebildet  aus  P  und  je  einem  Kantenbüschel  des  normalen 
Coordinatenvierpasses,  angenommen  werden.  Da  ein  Büschel  schon  durch 
vier  Bestimmungsstücke  gegeben  ist,  so  müssen  zwischen  den  sechs  homo- 
genen Goordinaten  p  eines  jeden  Büschels  P  zwei  Bedingungsgleichungen 
stattfinden.     Diese  sind 

Pl2  P34  +  Pl3  Pii  +  Pl 4  /^23  =  ö ,     p\.^+  p\^  +  p\^  +  p\^  +  p\^  +  />*42  =  I . 
Der  Sinus  eines  Büschelpaares  {PQ)^  ausgedrückt  durch  die  Goordi- 
naten von  P  und  Q^  ist 

Sin  (PQ)  =  P12  ^34  +  />,3  y.^  -f-  pj^  q^  +  p^^  q^^  +  p^^  ^,3  +^53^,4. 
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11. 

Die  Bedingungen  dafür,   dass  vier  Kreise  X^  F,  Z,  T  einem  Netze 
gehören,  femer  dass  vier  Netze  17,  F,  W^  Sl  einen  Kreis  gemeinschaft- 
hclk  haben;  endlich  dass  zwei  Büschel  P  und  Q  sich  schneiden,  sind 


Sfi 


2^8     Vi 


0, 


u. 


w^ 


00. 


2 


«8 


ft^o        Wo 


09« 


09. 


tt, 


Wi 


CO. 


=  0, 


Pi%9u  +Pi&9a  +Pm^m  +  Ps4  9'i2  +PA%^n+P^9u  =  0. 

Gleicliiuig  eines  Netzes ,  eines  Kreises  und  eines  Büschels« 
Eline  Glmchung  der  Form 

atellt  entweder  ein  Netz  mit  den  Coordinaten 

^«n  P«2»  e«8»  ^«4     [^*=l:(V  +  --  +  0] 
oder  einen  Kreis  mit  den  Coordinaten 

tfo?!,  tfa:,,  aoTj,  cx^     [«'  =  1 :  (ari*+V+^8*  + V)] 
Tor,  je  nachdem  die  x  oder  die  u  als  veränderlich  angesehen  werden. 
Durch  eine  Gleichung 

5^12^84  +  ^13/^42  +  •  •  •  +  ä'28Pl4  =  0 

endlich  wird,  wenn  die  p  die  Coordinaten  eines  veränderlichen  Büschels 
sind,  der  Büschel  Q  mit  den  Coordinaten 

^ft2»  A 0^18»  •••  ^5^42     [^*  =  1 :  {q\%  +  ^*i8  +  •  •  •  +  9*42)] 
▼orgestellt.     Netz,   Kreis    und  Büschel   besitzen    alle  homogene  lineare 
Gleichungen. 

Das  Verbindungsnetz  dreier  Kreise  X^  V,  Z  hat  in  laufenden  Co- 
ordinaten I  die  Gleichung 

91       §2       $8      94 


*1 

yi 


*2 
2^2 
^2 


ys 


*4 
2^4 


=  0. 


Femer  ist  die  Gleichung  des  Schnittkreises  dreier  Netze  Uj  F,  W  in 
Isnfenden  Coordinaten  a> 


»1 


w. 


(0^ 

«^2 


«8 
«^8 


®4 
«4 
«^4 


0. 


1      '•'a     '»'S     '"4 

Die   Coordinaten  des  Yerbindungsbüschels  P  zweier  Kreise  X  und 
r  aisd 
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[q  =  ^in  {ÄF)] 


QP4s  =  x^y^—x^y^. 

Endlich   bat  der  Scbnittbüscbcl  Q  zweier  Netze  U  und    V   die  (V 
ordinaten 

cqis  =  »A^2  —  ^2^4^ 

•  •  •        ■• 

•  •  •  . 

Es   sind   im  Vorbergebenden   die  Mittel  an  die  Hand  gegeben,  die 
Kreisgeometrie  analytisch  zu  bebandeln. 


12. 
Besiehnngen  swischen  KreiBgeometrie  und  Nicht -Enklidiseher  GeoHuMiL 


In  allen  metrischen  Sätzen,  in  welchen  nur  Winkel  von 
Büscheln  oder  Netzen  und  ihre  trigonometrischen  Functionen ,  sowie  dar- 
aus abgeleitete  Grössen  (Sin,  Puls)  vorkommen,  zeigt  die  Geometrie  der 
Kreise  in  der  Ebene  die  vollkommenste  Uebcreinstimmung  mit  der  Nicht- 
Euklidischen  Geometrie  des  Raumes.  Es  lassen  sich  nämlich  die 
Ebene  und  ein  hyperbolischer  Raum  auf  fünffach  unendlich 
viele  Arten  so  zuordnen,  dass  jedem  Kreise,  Kreisbüscheli 
Kreisnetze  in  der  Ebene  resp.  eine  Ebene,  Gerade,  ein  Punkt 
im  Räume  eindeutig  entsprechen,  und  zwar  so,  dass  der 
Winkel  irgend  zweierKreise  oder  Kreisgebilde  in  der  Ebene 
gleich  dem  Winkel  der  entsprechenden  Gebilde  im  hyper- 
bolischen Räume  ist. 

Hierbei  sind  den  Punkten  der  Ebene,  als  Kreisen  mit  verschwinden- 
dem Halbmesser,  die  Tangentenebenen  der  absoluten  Fläche  zugeordnet. 
Den  reellen  Kreisen  entsprechen  im  hyperbolischen  Räume  diejenigen 
Ebenen,  welche  die  absolute  Fläche  reell  schneiden;  den  Kreisen  mit 
reellem  Mittelpunkt  und  imaginärem  Halbmesser  dagegen  die  idealen 
Ebenen,  d.  h.  diejenigen,  welche  ausserhalb  der  absoluten  Fläche  liegen. 
Wenn  zwei  Kreise  sich  berühren,  so  entspricht  dem,  dass  die  zugeord- 
neten Ebenen  im  hyperbolischen  Räume  parallel  sind,  d.  h.  sich  nach 
einer  Geraden  schneiden,  welche  die  absolute  Fläche  berührt. 

Dieses  merkwürdige  Uebertragungsprincip  erlaubt  es,  aus  Sätsen  dar 
Nicht -Euklidischen  Geometrie  neue  Sätze  über  die  Kreise  in  d«r^ 
abzuleiten,    wofür  ich   nur   wenige,    übrigens   ganz   willkttrlicli 
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Beispiele    anführen   will.     Es   existirt  z.   B.   in   der  Nicht -Euklidischen 
Geometrie  folgender  Satz: 

Wenn  E^  und  E2  zwei  veränderliche  Tangentenehenen  einer  Kngel 
Bind,  deren  Schnittlinie  heständig  in  einer  festen  Ehene  E  liegt,   so  ist 


^   ^EE.\       (EE^\ 


') 

Hieraus  folgt  yermöge  unseres  üehertragnngsprincips :  Bewegen  sich 
zwei  (anch  dem  Halbmesser  nach)  veränderliche  Kreise  K^ 
und  K^  so,  dass  sie  stets  mit  einem  festen  Kreise  C  einen 
Constanten,  und  zwar  beide  denselben  Winkel  einschliessen 
nnd  sich  zugleich  immer  in  zwei  Punkten  schneiden,  die 
beide  auf  einem  festen  Kreise  K  liegen,  so  ist 


Als  zweites  Beispiel  möge  die  Uebertragung  des  Satzes  vom  um- 
drehungsellipsoid  dienen,  dass,  wenn  E^  eine  sogenannte  cyclische  Ebene 
(das  Reciproke  eines  Brennpunktes)  ist  und  E^  die  absolute  Polare  des 
Poles  von  E^  in  Bezug  auf  das  Ellipsoid,  E  dagegen  irgend  eine  Tan- 
gentenebene desselben,  die  Gleichung  stattfindet 

siniEE,) 

/[  =  consL 

cos^EE^) 

Sie  lautet:  Wenn  ein  veränderlicher  Kreis  A^  sich  so  bewegt, 
dass  die  Summe  der  Winkel,  welche  er  mit  zwei  festen  Krei- 
sen K^  und  C^  bildet,  constant  bleibt,  so  lassen  sich  zwei 
durch  die  Schnittpunkte  von  IC^  und  C^  gehende  Kreise  Afj 
und  C)  finden  von  der  Eigenschaft,  dass  für  jede  Lage  des 
veränderlichen  Kreises  A" 

Aehnliche  Beipiele  Hessen  sich  noch  in  Menge  angeben. 

Alle  bisher  aufgestellten  Sätze ,  soweit  sie  nur  Aussagen  über  Schnitt- 
Winkel  von  Kreisen  und  daraus  abgeleitete  Grössen  enthalten ,  gelten 
wörtlich  auch  für  die  Kreise  auf  der  Kugel  oder  überhaupt  für  die  kreis- 
artigen Curven  auf  den  Flächen  von  coußtanter  Krümmung. 


xvu. 

Deformation   einer    unendlich   dünnen   kreisförmii^en 
ebenen  Platte  durch  die  Wärme ,  wenn  die  Tempe- 
ratur der  einzelnen  Funkte    der  Platte  blos  stetige 
Function  der  Entfernung  vom  Mittelpunkte  der 

Platte  ist. 

Von 
Dr.    F.   NiEMÖLLEU 

in  Eiseuacb. 


I.  Es  ist  eine  bekannte  Erscheinung,  dass  eine  Metallplatte,  weleht 
in  der  Mitte  erwärmt  wird,  oft  plötzlich  mit  knackendem  Geräusch  ihia: 
Gestalt  verändert  und  ans  der  labilen  Gleichgewichtslage  in  die  BtabOe 
übergeht.  Diese  Erscheinung  ans  der  Kirchhoff-Clebsch^scben  Theorie 
der  Deformation  elastischer  Platten  herzuleiten,  habe  ich  im  Folgendes 
versucht.     Die  Methode  und  Bezeichnung  ist  die  Kirchhoff'sche. * 

Sind  k^y  Aj,  A3  die  Hauptdilatationen  im  Punkte  xyz  eines  elasti- 
schen Körpers,  PyiP^i  Pz  ^^®  daselbst  stattfindenden  Hauptdrucke,  ii'and 
0    die  Elasticitätsconstanten    eines  isotropen  Körpers,   so  gelten  die  Be- 

Ziehungen 

Pj  =  -2yi(A,  +  e(A,  +  A,  +  A,)), 

1)  ;>,  =  -2A-a,  +  ö(A,  +  A,  +  is)), 

/>3  =  -2Ä(i,  +  9(A,  +  A,  +  A3)). 

Sind  ^  +  ",  y+?s  2  +  w  die  Coordinaten  des  Punktes  xyz  nach  der  De. 
formation,  ferner  »1,  j^i,  yi?  ^^i  §2^  y^'i  «'s  1  1^3»  ^3  die  Richtungscosinusse 
der  Hauptdruckaxen ,  so  ist 


2) 


dx 

dv 

dw 

d~z 


—  =  O:^  =  ttj^i  +  or/ A2  +  V^3, 
dw 


*  Kirchhoff,  Vorlesungen  über  mathematißche Physik,  Vorl.  10, 11,28,29,30. 
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d  «ff»      7iu 

Endlich  finden  rieh  die  elastischen  Kräfte  ans 

3^  ^»  =  Pi  yi* + Pi  y%^ + Pa  ys'> 

^.  =  ^y=/>iftyi+P2l52y2  +  P8Ays» 

2,  =  ir.  =/?,  y,  «1  +  ;>2  y^  a^  +p^  y^a^, 
X^=  Yjc^Pia^ßi  +Pia2ßi  +  P3^9ßs' 

n.  Wir  beschränken  nns  nnn  auf  den  Fall ,  dass  der  Ansdehnnngs- 
eoefficient  c  des  Körpers  nach  allen  Richtungen  constant  sei.  Ist  dann 
im  Punkte  xyz  die  Temperatur  <,  so  ist  die  Dilatation  nach  allen  Rich- 
tungen =  c/.  Für  uvw  gelten  also  jetzt  die  Differentialgleichungen,  die 
ans  2)  hervorgehen,  indem  man  statt  A^,  A^,  A3  überall  setzt  A|  +  ^^ 
2,+  el,  l^  +  cL  Infolge  der  zwischen  den  Richtungscosinussen  geltenden 
Belationen  bleiben  dann  die  drei  letzten  der  Gleichungen  2)  ungeändert, 
in    den    drei  ersten   hat  man  statt  ^r^ ,  t/y^  Zz   rcsp.   zu  setzen  Xx  —  ct^ 

^g^€i,    Z^  —  CU 

Ana  dem  neuen  Gleichungssjstem  hat  man  A|,  A^,  A3  und  die  Rieh- 
tangscorinnsse  zu  berechnen,  in  1)  einzusetzen  und  mit  Hilfe  der 
«riialtenen  Werthe  aus  den  Gleichungen  3)  die  elastischen  Kräfte  zu 
finden. 

Wie  leicht  zu  sehen,  ergiebt  sich 
4) 


ry  =  -2irOj,  +  0(a:,+yy  +  r.)- 0/(1  +  36)), 


Z,  =  -2A'(2.  +  e(a:,  +  yy  +  z.)-(;/(l  +  30)), 

Mx  ^^  Xjf  ^  —  KXy  I      Zy  ^  ^z  ^^  ""■  ^y*  >      Xz  =  Zx  ^  —  Ä  Tjp . 

Wirken  keine  äusseren  Kräfte  und  keine  Druckkräfte  auf  die  Ober- 
fllebe  des  Körpers,  was  wir  annehmen  wollen,  so  muss  die  Arbeit  der 
inneren  Kräfte  bei  einer  möglichen  virtuellen  Bewegung  in  der  Gleich- 
gewichtslage verschwinden.  Ist  daher  dx  ein  Volumelement  des  Körpers 
und 

F=Jdr{XxSxx+rySyy+Z:,azz  +  rzdyz+Zx8zx+Xj,ÖXy), 
Bo  muBS  in  der  Gleichgewichtslage  dF=0  sein.     Ist 

^^  -ci{l  +  3d){xx  +  yy  +  zz), 

§0  ]«t 

6)  dF=:-K8jdTf=0. 


'0 
1 


7)  yy  =  '-P2^  +  <^2^       ^x  = 


dUQ 

dz' 


2z  =      -^^  ary  =  -  2/?i  2  +  T 

ist.  Wir  setzen  diese  Werthe  in  4)  ein  und  nehmen  an,  dass  die  Tem- 
peratur i  von  z  unabhängig  sei.     Aus  den  Gleichungen 

und  daraus,  dass  an  der  Oberfläche  Z^^,  Zy^  Z.  verschwinden  müssen, 
weil  keine  Druckkräfte  wirken,  finden  wir  dann,  dass  2^  =  0  sein  muss; 
ferner  muss  sein 

dz^  cy        dz  dy 

dz^  ox       dz  dx         ^ 

a  und  j3  sind  Integrationsconstanten. 

An   der  Oberfläche  müssen   -r^  und   -r^  verschwinden  oder  wenie- 

dz  dz  ^ 

stens  kleiner,  als  von  der  ersten  Ordnung  unendlich  klein  sein. 
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m.  Es  werden  von  Eircbhoff  die  Punkte  einer  Platte  tod  der 
Dicke  2A  auf  ein  rechtwinkliges  System  9^$^  bezogen,  welches  in  die  ^ 
Mittelfläche  der  im  natürlichen  Zustand  befindlichen  Platte  fUlt.  Des 
Axen  dieses  Systems  parallel  sind  in  jedem  Punkte  P  der  Platte  xw«i 
Linienelemente  ds^  und  ds^  angenommen;  der  von  ihnen  eingeechlostena 
Winkel  unterscheide  sich  nach  der  Deformation  von  90^  nm  r.  Nach  der 
Deformation  werden  die  Punkte  bei  P  auf  ein  System  xyz  besogen, 
welches  dadurch  bestimmt  ist,  dass  sein  Nullpunkt  mit  P,  seine  rr-Axe 
mit  ds^  zusammenfallt  und  seine  a;y- Ebene  durch  df^  geht.  Si^^seieia 
im  Räume  festes  System,  welches  mit  der  rr-Axe  die  Richtungscosinnssa 
cTj,  oTj,  «3,  mit  der  y-Axe  /5,,  /5g,  /Jgi  mit  der  z-Axe  y^,  y,,  y,  dn- 
schliesst.  Durch  die  Deformation  gehe  x  über  in  a?+t<,  y  iny+v,  zin 
Z'\'W^  ds^  und  d$^  in  ds^^l  +  a^)  und  ds^{l  +  a^)'^  sind  dann  Uq,  v^,  Wq 
die  Werthe  von  uvw  im  Punkte  (c  =  y s=  z  =  0 ,  ist 

so    zeigt   Kirch  ho  ff,    dass    bis    auf  unendlich  kleine  Grössen    zweiter 
Ordnung  ^^ 
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Dm  e  und  z  beide  unendlich  klein  sind,  so  können  wir -r-^ » -7^  =  0 

dz       dz 

Sil  7^1 

V  wenn  -r—  nnd  -r-  endlich,  oder  t  stetig  ist.    Ans  Z^  =  0  findet  sieb 

OX  Off 

-.  rfiPo        (1+36)      ,  0        ,,  X       .  .        ^ 

®>  -57 = 11+^ '^'-TqF«((yx--P»)  *+"'+**)• 

Die  Gldchnngen  7)  nnd  8)  erlauben,  die  in  5)  angegebene  Func- 
tion f  in  bilden. 

Wir  wollen  noch  annehmen ,  dass  die  Dicke  2  h  der  Platte  so  gering 
•«i,  daaa  die  Dilatationen  aj,  (Fji  femer  t  unendlich  gross  seien  gegen 
9i<«  Ps^  ^^^  ^1'*     ^'^  findet  sich  dann  dF  = 

1+e  > 

lY.  In  dem  speciellen  Falle,  den  wir  jetzt  betrachten,  setzen  wir 
s^  =  rco8g>j  i|=srm^.  Nach  der  Deformation  hat  dieser  Punkt  {s^s^) 
die  Cylindercoordinaten  QCosg>,  QSing>  und  {;.  Da  /  von  g>  unabhängig, 
sondern  blos  Function  von  r  ist,  und  für  9  =  0  wir  setzen  können 


,^„_yä^±ä^^  1+,,=^.  _o. 


dr         '     -  — ^       ;. 


j/dg^+  d}^'      ds 

■o  findet  «ich,   wenn ; =  -7-  gesetzt  wird  und  It  der  Radius 

dr  dr   ^ 

der  Platte  ist: 

Dareh  10)  sind  die  Functionen  s  und  q  bestimmt;  {  findet  sich  aus 


p.=}/m-(^f- 


Wir  müssen  nun  die  beiden  Fälle  unterscheiden,  dass  t  1*6611  wird 
oder  dass  es  imaginär  wird.  Im  letzten  Falle  bleibt  die  Platte  eben  bei 
der  Deformation;  um  dann  den  Zustand  zu  bestimmen,  hätten  wir  in  10) 
ss=  Q  sn  setzen  und  dann  blos  die  eine  willkürliche  Function  q  zu  be- 
stimmen ans  10).  Die  Behandlung  beider  Fälle  hat  keine  Schwierigkeit. 
Cm  aber  beide  Fälle  gleichzeitig  zu  behandeln,  begnügen  wir  uns  mit 
folgend^f  Annäherung. 

Ist  die  Deformation  nicht  gross,  so  können  wir 

Tilimlirtft  f-  M Atbwaftftik  «.  Phjwik  XXJV,  5.  1^ 
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setzen ,   weil  —  wenig  von  1 ,   und  -j-  wenig  von  0  abweicht.     Setiei 

dr  dr 

wir  noch 

80   findet  sich  ans   10),   indem  wir  die  Variation  ausführen   und,   weni 
nöthig,  partiell  integriren: 

12)  0  =  |:[2rJ'(*'+if»  +  i(7+*  +  U'»)-«')]' 

13)  0  =  (l  +  l)^(^+*'+i{r')+i^*-x^, 

12a)        0=[«f.2rJ'(*'+i£^  +  i(f.  +  i'+ir*)-K/)]. 

13a)       0  =  [ap.2r(x'+|{r»  +  i(7  +  *'+iJ'»)-*')]. 

Die  letzten  beiden  Gleichungen  gelten  für  r  =  0  und  r  =  A. 

V.    Es  wird   12)   befriedigt  durch   f=0,   !;=  Consi.^O.     Aus   13 
folgt  dann 


_1    /*x<r' 


0 

12a)  ist  erfüllt;  aus  13a)  bestimmt  sich  die  Constante 

B 

0 
es  findet  sich  also  schliesslich 

r  R 

0  0  "^^ 

B 

2c  r 

Für  r  =  H  Ißt  Q  =  n  +  —  j  ir  dr.     Ist  /  constant,   so  ist  ^  =  7?  (1  +  c/ 


0 
VI.    Es  lässt  sich  aber  12)  noch  befriedigen,  indem  man  setzt 


15) 


Es  sind  dann   12  a)  und   13  a)  von  selbst  erfüllt. 
Schreiben  wir   15)  in  der  Form 

("+^'+ir)(i+A)  =  7  +  'c/. 

(lifferentiiren  und  vergleichen  sie  mit  13),  so  folgt 
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•  \/NM^^^*^^^r^^>^^^s^^i^^«M^/\AA/«^^^^>^s^« 


*r  dr\rj 


oder 

16)  7  =  *'+*£". 

r 
Ans   16)  und  15)  folgt  dann 


r      1  +  2;L 
oder 

17)  j?«=3p— r=3C^r,  also  q^^r  -{- ctr  =  r{\  +  eC), 

^  Ist  =y— 2er/',  also 


18)  i=^'-ly'-2crUr, 


=-/^-- 


wenn  am  Rande  {;=0  ist.    Die  Gleichungen  17)  und  18)  haben  einen  Sinn, 

wenn  f  für  alle  Wertbe  von  ^^^  negativ  ist,  wenn  also  die  Platte  in 

der  Mitte  stärker  erwärmt  ist,  als  am  Rande.  Offenbar  giebt  der  letzte 
Znatand  die  stabile  Gleichgewichtslage  an,  der  erstere  durch  14)  an- 
gegebene die  labile. 

Es  leuchtet  ein,  dass  man  auch  den  stabilen  Zustand  leicht  berech- 
nen kann,  wenn  i  für  einen  oder  für  mehrere  Wertbe  von  r  sein  Zeichen 
weehselt.  FtLr  die  Theile,  in  welchen  i  negativ  ist,  sind  die  Gleichungen 
17)  nnd  18),  in  den  übrigen  Theilen  ist  die  Gleichung  13)  anzuwenden. 
Die  Orenabedingnngen  sind  einfach  durch  l2a)  und  13a)  gegeben  und 
dmdnreh,  dass  die  Platte  zusammenhängend  bleiben  muss. 


!%♦ 


i 


xvni. 

Die  Definition  der  geometrischen  Gebilde  durch 
Constmction  ihrer  FolarsyBteme. 

Von 
H.    T  HIE  ME, 

Or.  pWl. 
(Sohlusa.) 


§3. 

Jetzt  gebe  ich  drei  nicht  einem  Büschel  angehörige  Flächen  (n-|>l)** 
Ordnung  ^  +  ',  ^+'.  C"+*.  ^"  +  >  und  ^+'  bestimmen  ein  Bflachel 
(ii  +  l)*"  Ordnung  (^"+«,^+0.  Eine  Fläche  Jr"+»  in  (^+^  i9"+0 
bestimmt  mit  0"  +  ^  wieder  ein  Büschel  (C"  +  ',  A'"+*);  ein  Element  des 
letztern  sei   F"+^     Aus  der  Theorie  der  Flächen  w*®'  Ordnung  setze  ich 

nun  als  erwiesen  voraus,  dass  man  aus  ^ixy  ^jct  ^x»  den  Polaren  von  x 

für  -4"  +  S   /?"  +  ',  C"  +  S    das  Bündel  (.^J,  ^",  C")  erhält,   indem  man  die 

durch  Cx  und  die  Elemente  von  (-^J,  /?")  bestimmten  Büschel  construirt; 

zu  (^x,  /if",  r")  gehört  J'",  da  es  zu  (6'",  .V")  gehört.    Ebenso  bestimmen 

//",  ^y,  Cy^  die  Polaren  von  f/,  ein  Bündel,  dem  Vy  angehört,  (y^",  /?",  (x) 

und    (./y,  /?",  r,")   kann   man    projectivisch   aufeinander   beziehen,    indem 

man  A^y  />t,  ^-ä-,  i'r  resp.  den  Flächen  //JJ,  ^y,  6*^,  J^y  zuordnet.    Hierbei 

entsprechen    auch    AJ    und    A""    einander    und    deshalb   in  (y#",  i?J)  un^ 

(//",  li^y)  allgemein  zwei  Flächen,    welche  Polaren  von  x  und  fj  für  diOf^ 

selbe    Fläche    in    (^"  +  \  /^"  +  0    sind.      Einer    beliebigen    Fläche  2j  i^^ 

(^^",  /?;,  r;)  entspricht  eine  Fläche  Z^  in  (^;,  Z?;,  (7;).     Da  (^J,  i?;,^;) 

Ä  i'-^/»  ^/^  ^Iv)   ist,  80  ist  auch   {aI~\  r>''^j\  ^'"7^)  Ä  ('fvx  \  ^"j\  Cy^^  \ 

Nun    ist    aber    A^y     -.-/,,.,    ,    />\r»/     -=f />r,x    ,  ^x»,     ^  S'    »   ^ 'ö     =JV       ; 

(i^jy   ,  f*'jr>,   y(\rt,    )    uud    (-^yj  ,  />yj^  ,  6'^.^  )     haben    vier    und    infolg*^ 

dessen   alle    t^lemente   entsprechend    gemein,    d.  h.    es    ist   Z"^   =2^^ 

Nach  den  Eigenschaften  des  Bündels  w'"^  Ordnung  gehört  Zj  mit  C"  a«=^^ 
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einer  Fläche  ü^  ans  {^ly  ß"),  der  Polare  von  x  für  1/"+*  aus  (^4"+*,  Ä"  +  '), 

einem  Büschel  an;  im  Bündel  {/4y,  By,  Cy)  sind  entsprechende  Elemente 

^J,   die   Polare  von  y  für  (7"+^,  d.  h.  Cy  und  üy^  die  Polare  von  y  für 

17*+*.     Nach  dem  Vorhergehenden  ist  ZjJ  die  Fläche  ans  (Cy,  t^^ ),  welche 

mit  2^  in  (C",  C/j^  der  Beziehung  der  gemischten  Polaren  genügt.    Hält 

mmn    x   und  Z"  fest,    lässt  y  den   anendlichen   Raum  durchlaufen  und 

ordnet  jedem  y  diejenige  Fläche  Zy    in  (Cy,  üy)  zu,   für  welche  C"^^ 

^Cy^     ist,   80   ordnet  man  nach  den  Betrachtungen  des  vorigen  Para- 
graphen den  Punkten  des  Raumes  ein  Polarsystem  Z''^^  zu,  welches  zum 

BQschel   (C"+S  Z7»+^)   gehört.     Lässt  man  Z2   das  Bündel   (^J,  B^,  Cj) 

darcblanfen  und  führt  man  für  jedes  Z^  dieselben  Constructionen  aus, 
so  erh&lt  man  eine  zweifache  Unendlichkeit  von  Flächen  (n  +  l)^''  Ord- 
nung; diese  nenne  ich  das  Bündel  (^+',  IM-\  C+i)  von  Flächen  {n  +  iy^' 
Ordnung.  Da  jede  beliebige  Fläche  2»+^  in  (^+»,  ^"+S  C"  +  »)  einem 
durch  C"+*  und  eine  Fläche  t/"  +  *  aus  (.4"+^^+^)  bestimmten  Büschel 
angehört,  so  kann  man  (^+\  ^+^,  C"+')  auch  constmireu,  indem  man 
ans  C"+*  und  den  Elementen  von  (^4"+*,  ^+^)  Büschel  construirt. 

LäsBt  man  Zl  das  Büschel  (£/",  V^)  durchlaufen ,  so  erhält  man  ein 
BOschel  von  Flächen  {n  +  lf*'  Ordnung;  denn  für  eine  beliebige  dieser 
Fliehen  Z"+^   erhält  man   die  Polare   eines  Punktes  ^,   indem  man   in 

{O^^Vy)  die  Fläche  Zy  sucht,  für  welche  Z"7'=Zy 7 '  ist;  dies  ist  aber 
nach  vorigem  Paragraphen  die  Construction  einer  Fläche  Z"+^,  welche 
dem  Bfischel  (C^"+S  F»+>)  angehört. 

Et   entspricht    somit  jeder  Fläche   in   {A^,  Bl,  Ö^)  eine  Fläche   in 

(J"H^+»,  C"+*),    jedem    Büschel    in    (^1,^,  C")    ein    solches    in 
(^■+\  fi"+*,  C"+*)    und,    wie    leicht    ersichtlich    ist,    auch    umgekehrt. 

(iCi^I,  C")  und  (i^+^  i?"+S  C"+*)  nennt  man  hiernach  zu  einander 
projeeti^sch ;  (-<^"+*,  F"  +  *,  C"+*)  ist  zu  jedem  seiner  Polarbündel  pro- 
jeetiriich.  Gehören  zwei  Flächen  iJf«+^  und  iV"+>  zu  (.4"+\  ^"+SC«+i), 
»gehört  (Af"+*,  iV"+*)   ganz   dem  Bündel   an,    weil  (iKf",  iV")  ganz  zu 

WiÄ,C;)  gehören.  Da  zwei  Büschel  in  (/^i,  ^x,  Cj)  ein  Element 
jemein  haben,  so  gilt  das  Gleiche  von  {A"  +  \  ^«+S  C"+»). 

bt  dies  aber  der  Fall,  hat,  wenn  C^',  F"  +  S  W^"+*,  Z-+i  belie- 
bige Elemente  von  (-'i"+',  ^'»+*,  6'''  +  »)  sind,  das  Büschel  ( Jr'«  +  »,  Z^+i) 
öüt  (ü»+>,  F*  +  ')  eine  Fläche  gemeinsam,  so  kann  man  auch  Z'»  +  ^  und 
^rhaupt  alle  Elemente  von  (-^'*+^  ^''+*,  6'"+^)  erhalten,  wenn  man  die 
duich  »"•+>  und  die  Elemente  von  (^"  +  S  F'»+*)  bestimmten  Büschel 
^Mtniirt;  d.  h.  man  kann  der  Construction  von  (^"  +  ',  Z^"  +  *,  (7"  +  *)  statt 
4»+i,  Ä"+i,  6**+^  drei  beliebige,  nicht  einem  Büschel  angehörige  Flächen 
Ü«+i^  j'.+i^   ^^«+1  aus  (^»+S^+*,  C"+*)  zu  Grunde  legen. 
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§4. 

Nachdem  so  das  Büschel  nnd  Bündel  von  Flächen  (ft  +  l)*®'^  Ordnnng 
constrnirt  und  ihre  nächstliegenden  Eigenschaften  abgeleitet  sind,  seien 
vier  nicht  einem  Bündel  angehörige  Flächen  {n  +  iy  Ordnung  A'''^\ 
^+1,  ^»+1,  2>"+i  gegeben.  ^"+»,  ^'•+^  C"+*  bestimmen  das  Bündel 
(^»+»,  5»+i,  (7*^1);  Z>»+i  bestimmt  mit  jedem  Element  von  (.T+S  ß-+>,  (>+*) 
ein  Büschel.  Die  Gesammtheit  der  in  diesen  Btlscheln  enthaltenen  Flächen 
nenne  ich  das  Gebüsch  (^"+\  ^'•+^  (7*+ ^ />*+').  Das  durch  irgend 
zwei  Flächen  des  Gebüsches,  2""+'  und  1^"+^  bestimmte  Büschel  gehört 
ganz  dem  Gebüsch  an.  Zunächst  nämlich  gehört  A'"+^  mit  2>''+*  und 
einer  Fläche  J7»+'  aus  (A^^^  B''-^\  ^"+>)  zu  einem  Büschel,  ebenso 
y^^  mit  2>"+*und  r»+i  aus  (^«+*,  ^»+S  C"+t).  Da  nun  («7"+SF"+*) 
zu  (^"-^1,  ^"+^  C"+i),  also  (i7"+S  r"+i,  Z>"^-i)  zu  (^+\  B"+i,  C»^«,  />"+*) 
gehört,  so  gehört  auch  (Z"+^F»+l),  das  mit  (^"+S  F»+*,  Z)«+i)  zwei 
und  deshalb  alle  Elemente  gemein  hat,  zu  (^*+\  ^»+\  C"+*,  2^+*). 
Hieraus  folgt  weiter,  dass  (.1"+^  5»+ ^  C"+', />»  +  *)  das  aus  drei  beliebi- 
gen seiner  Flächen  A'"+^,  y+^  Z"+^  construirte  Bündel  ganz  enthält; 
denn  (A!'"+\  1^"  +  *,  Z"+^)  erhält  man  aus  den  gegebenen  Elementen  durch 
Construction  von  Büscheln,  deren  jedes  mit  (i#"+^,  ^"+*,  67"+^, />"+*) 
zwei  und  deshalb  alle  Elemente  gemeinsam  hat. 

Construiren  wir  umgekehrt,  wenn  Z>"+^  nicht  zu  (^'"+\  F"+*,  Z"+*) 
gehört,  aus  (-*'"  +  *,  7"+*,  Z"+^)  und  /)"+*  ein  Gebüsch,  so  muss  diesem 
auch  (i^"+\  ^  +  \  C"  +  ^)  angehören;  denn  die  drei  Flächen,  welche  es 
mit  den  Büscheln  (i'^+S />"+>),  (F»+\ /)"+*),  (Z»+\ />«+i)  gemeinsam 
hat,  hat  es  natürlich  auch  mit  (A'"  +  ^  F"+^  Z"  +  i,  />"+*)  gemeinsam.  Wir 
können  also  zur  Construction  des  Gebüsches  i^"+\  ^+^  und  (7"+*  durch 
drei  beliebige  seiner  Flächen  ersetzen,  deren  Bündel  Z)"  +  ^  nicht  zugehört. 
Ebenso  können  wir  2?"  +  ^  durch  F"+^,  welche  zum  Gebüsch,  aber  nicht 
zu  (i4"+^,  ^"+^  (7"  +  *)  gehört,  ersetzen;  denn  jedes  der  durch  />'»  +  ^  und 
eine  Fläche  [/"+^  aus  (^  +  \  J?"  +  ^,  (7"  +  *)  bestimmten  Büschel  muss  ganz 
zu  (^+S  ^"  +  »,  67"  +  »,  F^  +  i)  gehören,  weil  es  mit  diesem  zwei  Ele- 
mente, Z>"  +  ^  und  17" +  \  gemein  hat.  Denkt  man  sich  nacheinander 
(-4"+',  ^+S  C"+*)  und  />"+^  durch  andere  Elemente  ersetzt,  so  folgt, 
dass  ein  Gebüsch  durch  vier  beliebige,  nicht  einem  Bündel  angehörige 
Flächen  2-«  +  »,   F»  +  >,  Z"+i,   F«  +  >  bestimmt  ist. 

Ein  Bündel  (^''+*,  7"  +  SZ«  +  i)  und  ein  Büschel  (^7»+»,  r»+i)  im 
Gebüsch  haben  mindestens  ein  Element  gemeinsam;  denn  F"  +  ^  muss  in 
(J"  +  i,K»+*,  Z«+S  i7»+*)  enthalten  sein,  also  zu  einem  der  durch  i/"+* 
und  die  Elemente  von  (J^"  +  ^  F"+S2"  +  *)  bestimmten  Büschel  gehören. 
Zwei  Bündel  (-r"+^  7»+*,  Z»+i)  und  ((7»+^  r»+i,  JfF«+i)  müssen  ein 
toehel  gemeinsam  haben;  denn  haben  (t7"+*,  F»+i)  und  (F"+^  fr»+i) 

ar"+*,P"+S^+*)  die  Elemente  ^•+*  und  iV"+*  gemeinsam,   so 
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ki  (If"'!'^,  JV"+^)    mit  beiden  Bündeln   zwei  Elemente  gemeinsam,  ist 
ab  in  beiden  ganz  enthalten. 

Wie  wir  ans  vier  Elementen  A"+\  ß»+S  C"+S  2)"+i  die  dreifach 

nendliehe  Mannichfaltigkeit  construirt  haben,  so  können  wir  successive 

■§5,6,  ...  r+1  Elementen   die  4-,  5-,   ...  r- fache  Mannichfaltigkeit 

kotdlen.    Ich  setze  jetzt  voraus ,   dass  die  Mannichfaltigkeiten  bis  zur 

(r-l)-faeh   unendlichen    construirt    sind,    und   construiro  die    r- fache. 

Gegeben  sind  r-f-1  nicht  einer  (r  —  1)- fachen  Mannichfaltigkeit  angehö- 

ii(e  fliehen  (n  +  1)*"  Ordnung  ^"+*,  B^+\  ...  Ä"+*,  5'"+^     Aus  den 

»ten    r    Flächen    construire    ich    die    (r  —  1). fache    Mannichfaltigkeit 

(/+',  ^+S  ...  Ä''+^).     Dann  constituirt  S"  +  *  mit  jedem  Elemente  von 

(^+*, ^+*,  ...  Ä"+')  ein  Büschel;   die  Gesammtheit  der  in  diesen  Bü- 

icMn  enthaltenen  Elemente    nenne    ich   die  r- fache  Mannichfaltigkeit 

(/+>,  ^+ ",...«"+»,  S"+^).      In   derselben  Weise,  wie  beim   Gebüsch 

(^+*,^+*,  C"+*,  !>■+*),  lässt  sich  zeigen,  dass  jedes  Büschel,  welches 

■it  der  r- fachen  Mannichfaltigkeit  2,  und,  da  jede  höhere  Mannichfal- 

tigkat  darch  Bttschelconstructionen  entsteht,  jede  p(p<r)- fache  Man- 

■idfiltigkeit,   welche  mit  ihr  p  +  1  nicht  einer  (;>  —  !)- fachen  Mannich- 

Utigkeit  angehörige  Elemente  gemein  hat,  ihr  ganz  angehört.     Hieraus 

eigiebt  sich  femer,   ebenso  wie  beim  Gebüsch,   dass  mau  statt  der  con- 

itittirenden  Elemente  ^+*,  i?"+S  ...  «"+*,  S"+*  beliebige  andere  r+1 

von  einander  unabhängige  Elemente  der  Construction  zu  Grunde  legen 

kann.     Femer  ergiebt  sich   in  analoger  Weise,   dass  eine  (r—1)- fache 

ul  eine  p  (/i^r)- fache  Mannichfaltigkeit,  die  der  r- fachen  angehören, 

dnep—l- fache  Mannichfaltigkeit  gemeinsam  haben.     Eine  /?- fache  und 

016  9 -fache  Mannichfaltigkeit  in  der  r- fachen  Mannichfaltigkeit  haben, 

ntBA  p'i-q'^r  ist,  mindestens   eine  {p  +  g  —  r)  -  f&chQ  Mannichfaltigkeit 

pBän.    Ergänzt  man  nämlich  die  p- fache  Mannichfidtigkeit  durch  llin- 

nfllpng  weiterer  Bestimmungselemente  zu  einer  (r  ^  I;- fachen  Mannich- 

Uti^eit,  so  hat  diese  mit  der  g- fachen  eine  (9— 1)- fache  gemein.    Die 

^-fadie  und  9 -fache  in  der  r- fachen  Mannichfaltigkeit  haben  dieselben 

Bonente  gemeinsam,    wie    die  />- fache  mit  der   (9  — 1)- fachen   in   der 

('*!) -fachen  Mannichfaltigkeit.     Gilt  nun  für  fi  <  (/*  —  l)  der  Satz,  dass 

W  ^-fache  und   eine  a- fache  Mannichfaltigkeit   iu  einer  fi- fachen  für 

f'l'0>fi  eine  (^  +  0  —  fi)- fache  Mannichfaltigkeit  gemein  haben,  so  haben 

^P-fache  und  die  ^- fache  in  der  r- fachen  eine  {/>  +  (^  — 1)  —  ('*  —  !)} 

^(p+f^r)- fache  Mannichfaltigkeit  gemein. 


§5. 

b  fragt  sich  nun,  wie  weit  man  in  der  Construction  von  Maii- 
BKofiltigkeiten  fortschreiten  kann.  Aus  den  Schlussbetrachtungen  von 
Sl  winea  wir,  dasa  es  mindestens  eine  /*('< +  1)- fesche  Mannichfaltigkeit 
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von  Flächen  (n+l)*"  Ordnung  giebt,  wenn  f(n+l)  =  ^'^'^^'^^'''^^^^'"^^^ -l 

ist.  Es  zeigt  sich  nun  auch ,  dass  es  keine  höhere  Mannichfaltigkeit  von 
Flächen  dieser  Ordnung  giebt.  Da  die  Flächen  n^*'  Ordnung,  wie  als 
bewiesen  angenommen  wird,  eine  /'(n)- fache  Mannichfaltigkeit  bilden,  so 
kann  ich  zunächst  eine  f(n}- fache  Mannichfaltigkeit  (i^+^  ^+*, ...  Z**'*"^) 
construiren ,  in  der  die  Polaren  eines  Punktes  die  Gesammtheit  der  Flä- 
chen n^  Ordnung  bilden.  Jetzt  gebe  ich  noch  eine  Fläche  ^+^  und 
construire  (^  +  S  B^+\  . . .  P•+^  ö»+^).  In  (.^+S  ^+^  . . .  /*+0  giebt 
es  eine  Fläche  2""+^  für  welche  ein  Punkt  y  und  eine  beliebige  Fläche  2'y 
Pol  und  Polare  sind.  Wähle  ich  nun  aus  (^+\  ^+*,  ...  /^+*)  /"(»)  — 1 
Flächen,  von  denen  Jr"+^  unabhängig  ist,  so  bestimmen  diese  mit  ^+* 
eine  /'(n)- fache  Mannichfaltigkeit.  In  dieser  muss  es,  da  ihre  Polaren 
zu  y  im  Allgemeinen  auch  die  f{n)  -  fache  Mannichfaltigkeit  von  Flächen 
II**'  Ordnung  bilden,  eine  zweite  Fläche  A^'"+*  geben,  für  welche  y  und 

Ä^  Pol  und  Polare  sind;  dasselbe  gilt  folglich  für  das  ganze  zu 
(^+1,  B"+»,  ...  />"+*,  0"+0  gehörige  Büschel  (2'"+*,  ^'■+*).  Es  giebt 
also  bei  allgemeiner  Wahl  aller  Elemente  in  einer  {/'(n)4-li- fachen  Man- 
nichfaltigkeit von  Flächen  (n  +  iy^  Ordnung  ein  Büschel,  für  dessen 
Elemente  ein  gegebener  Punkt  und  eine  gegebene  Fläche  n*^  Ordnung 
Pol  und  Polare  sind.  Giebt  man  nun  eine  weitere  Fläche  B*'^\  so  be- 
stimmrdiese  mit  der  \f{n)  —  !)•  fachen  Mannichfaltigkeit  von  (-4"+*...ö"'*'^), 
welcher  (Jf*+*,  ^"+0  nicht  angehört,  eine /"(n)- fache  Mannichfaltigkeit; 

in  dieser  giebt  es  eine  Fläche  2"""+^,  für  welche  ^  und  2^  Pol  und 
Polare  sind.  In  (^  +  >,  ^+^  ... /^+^  £)"+i,  Ä»+i)  giebt  es  also  ein 
Bündel  (J:»+\  A"»+S  2'""+^),  für  welche  ein  beliebiger  Punkt  und  eine 
beliebige  Fläche  Pol  und  Polare  sind.  Analog  beweist  man,  dass  es  in 
einer  \f{n)  +  r\-%cheii  Mannichfaltigkeit  eine  r- fache  Mannichfaltigkeit 
giebt,  für  welche  ein  beliebiger  Punkt  und  eine  beliebige  Fläche  n^^ 
Ordnung  Pol  und  Polare  sind.  In  Bezug  auf  diese  r- fache  Mannichfal- 
tigkeit bilden  die  Polaren  eines  Punktes  :  eine  r- fache  Mannichfaltigkeit 
von  Flächen  n*""  Ordnung;  ist  jedoch  r>/'(fi)  — /"(n  — 1),  so  bilden  die 
Polaren   von   z   doch   nur  eine  \f(n) — /*(n  —  l)j -fache  Mannichfaltigkeit, 

da  überhaupt  alle  Flächen  n^^^  Ordnung,  welche  mit  X^  der  Eigenschaft 
der  gemischten  Polaren  genügen,  nur  eine  (/(«) — /(w  —  1))- fache  Man- 
nichfaltigkeit bilden.     In  diesem  Falle  giebt  es  eine  \r'-'f(n)-\-f{n--l)\' 

fache  Mannichfaltigkeit,  für  welche  y  und  Ä'y^  z  und  eine  beliebige  Fläche 

X\  Pol  und  Polare  sind,  wobei  allerdings  X^r  ^nX^y  seih  muss.  Der 
Beweis  hierfür  ist  den  vorhergehenden  Betrachtungen  analug.  Ebenso 
folgt  für  r>2/'(ii)-2/'{n~l)+/'(/i-2),  dass  es  eine  {r-2/'(/0  +  2/(w-15 

— /(ü  —  2) {-fache  Mannichfaltigkeit  giebt,   für  welche  y  und  X^^   z  und 

'^m  m  Wßä  X2  Pol  und  Polare  sind ,  wenn  der  Bedingung  der  gemischten 
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9***i»**ir^^*^^^^^Ä 


Pdmn  g^nflgt  ist.  üuter  derselben  Bedingung  giebt  es  in  der /'(n•|'])- 
kkal  Mannichfaltigkeit  eine  Fl&che,  für  welche  y  nnd  Xy^  z  und  X",  u 

nl  lu%  o  und  X^  Pol  und  Polare  sind.  Man  kann  hiemach  in  der- 
idben  Allgemeinheit,  wie  es  in  §1  geschehen  ist,  in  der /"(ri  +  l)- fachen 
IhsDiehfaltigkeit  zu  vier  Punkten  a^  b^  c,  d  die  Polaren  geben ;  man  hat 
ii  dar  Hanoichfaltigkeit  genau  wie  ohne  Rücksicht  auf  sie  der  einzigen 
Be£ogang  der  gemischten  Polaren  zu  genügen.  Die  Gesammtheit  der 
Fliehen  {«  +  !)*"  Ordnung  bildet  also  eine  lineare  /"(«  +  !)- fache  Man- 
lidiftltigkeit.  Irgend  zwei  aus  Flächen  {n  +  iy^^  Ordnung  bestehende 
Ibniiieb faltigkeiten  von  r-facher  und  5-fachcr  Unendliclikcit  haben,  wenn 
r+i> /(«  +  !)  ist,  mindestens  eine  |r+5—/'(n+ 1)1 -fache  Mannich  fäl- 
tlet miteinander  gemeinsam. 

§6. 

Unsere  Definition  des  Polarsystems  {n  +  iy^^  Ordnung  liefert  sofort 
Mch  einige  seiner  Eigenschaften.  Zunächst  können  wir  die  n  Polaren 
«ui  Punktes  x  in  Bezug  auf  A''+^  definiren,   indem  wir  für  r'^u  —  1 

fie  r**  Polare  von  x  für  As  als  die  r  +  1*«  Polare  von  x  für  ^4"+^  be- 

»eknen  und  Ar^^-i  nennen. 

Die  erste  Polare  von  x^  Axt  gebe  durch  y;   die  erste  Polare  von  y 

ikrif  I  also  A^y  ,  geht  dann  auch  durch  y.   Da  nun  ^^    zugleich  die  erste 

Polare  von  x  für  A^  ist ,  also  die  erste  Polare  von  .r  für  Ay  durch  y  geht, 
•0  geht,  wie  wir  aus  der  Theorie  der  Flächen  n^'''^  Ordnung  als  bewiesen 

niehmen,   die  letzte  Polare  von  y  für  ^  oder,   was  dasselbe  ist,   die 

ktete  Polare  von  y  für  A""^^  durch  x.  Liegt  also  y  auf  ^,  der  ersten 
Polire  von  x  für  A^'^\  so  liegt  x  auf  A^^n,  der  letzten  Polare  von  y  für 

^'^\    Allgemein  geht  Ajgr        ,  die  r^®  Polare  von  x  für  -4"+^,  durch  y, 

•0  geht  A^^  oder  die  r^*  Polare  von  x  für  Ay  durch  y,  folglich  die 
("'^r)^ Polare  von  y  für  Ay^  wie  als  bewiesen  angenommen  wird,  durch 
'i  die  («— r)**  Polare  von  y  für  A^  ist  aber  Ayn-^-i-r,  Es  gilt  also  auch 
ftr^f+i  der  Satz:  Geht  die  r^®  Polare  von  x  durch  i/,  so  geht  die 
(■+1— r)**  Polare  von  y  durch  x. 

Im  Allgemeinen  liegt  ein  Pol  x  nicht  aaf  seiner  Polarilächc  A^» 
"^  Gesammtheit  der  Punkte  des  Baumes,  welche  auf  ihren  rcsp.  Polar- 
"^hen  liegen,  bezeichne  ich  als  die  Ordnungsfläche  oder  auch  kurz 
^feohe  des  Polarsystems. 

bt  X  ein  Punkt  der  Ordnungsfläche,  so  berühren  sich  in  ihm  nach 

■ 

^'^oni  als  bewiesen  angenommenen  Satze  für  Flächen  n^^'  Ordnung  die 
"■•■Üichen  Polaren.  Die  erste  Polare  irgend  eines  Puuktes  auf  ^^x« 
Wi  if'iB  wir  bewiesen  haben,  durch  den  Pol  x.  Das  Bündel  erster 
°<^kren,  das   der  Ebene  A^^^    zugehört,    hat  in  x  einen   gemeiusami' 
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Punkt.  Dies  Polarenbündel  schneidet  A^jgm  in  einem  ebenen  Polarna 
mit  dem  gemeinsamen  Punkte  or.  Solche  Ebenen,  deren  PoUmetse  eiiM 
gemeinsamen  Punkt  besitzen,  nenne  ich  Tangentialebenen  von  A''^\^  M 
gemeinsamen  Punkt  des  Netzes  Berührungspunkt.  Die  Polarejatea 
welche  auf  den  in  A^j^n  durch  x  gehenden  Geraden  ausgeschnitten  i^ 
den,  sind  natürlich  auch  von  der  speciellen  Art,  dass  sie  den  Ponk^ 
gemeinsam  haben.  Solche  Geraden  nenne  ich  Tangenten  der  Fliehe  A^ 
im  Punkte  x. 

Eine  besondere  Art  von  Polarsystemen  A"'^^  sind  diejenigen,  l 
welchen  alle  ersten  Polaren  durch  einen  Punkt  x  gehen.  Bei  dieser  A 
hat  natürlich  jede  Ebene  durch  x  die  Eigenschaft  einer  Tangen tialebea 
von  A"-^^.  Axi  die  Polare  von  x,  ist  ein  analoges  Gebilde,  ein  Pofai 
System  mit  dem  gemeinsamen  Punkte  x\  denn  die  erste  Polare  einei 
Punktes  y  für  A^  ist  identisch  mit  der  ersten  Polare  von  x  ftir  /^]  m 
geht  natürlich  mit  Al  durch  x.  Ebenso  besitzen  alle  übrigen  Polsm 
von  X  bis  zur  (/i  — 1)^'",  einem  Kegel  zweiten  Grades,  die  ansgeseicbneli 
Eigenschaft.  Die  n^*^  Polare  von  x  ist  deshalb  unbestimmt.  Einen  Poikl 
.r,  welcher  für  A""^^  diese  ausgezeichneten  Eigenschaften  hat,  nenne  lA 
einen  Doppelpunkt  von  v^"  +  *;  alle  Polaren  des  Doppelpunktes  besitiM 
in  ihm  ebenfalls  einen  Doppelpunkt. 

Die  zweite  Polare  eines  beliebigen  Punktes  y  geht  im  Allgemdoea 
nicht  durch  den  Doppelpunkt  a\  Liegt  aber  y  auf  ^*;rn-i,  der  vorletz- 
ten Polare  von  Xy  so  geht  Ay^  durch  a:  und  es  muss  Ay  die  Gerade 
(.r,  fj)  in  X  berühren.  Das  auf  einer  Gcueratrix  (a:,  y)  des  Kegels  A^x»-^ 
inducirte  Polarsystem  hat  also  die  specielle  Eigenschaft,  dass  die  ersten 
Polaren  aller  Punkte  von  (x^y)  in  x  einen  gemeinsamen  Doppelpunkt 
haben.  Geraden  solcher  Eigenschaft  nenne  ich  Taugenten  von  //"+'  io* 
Doppolpunkte.  Die  Tangenten  in  einem  Doppelpunkte  bilden  also  einen 
Kegel  zweiten  Grades,  welcher  mit  der  {n  —  1)^*'"  Polare  des  Doppel- 
punktes identisch  ist.  Wegen  der  Beziehung  von  -^^^n-i  zu  den  Polaren 
von  J"  folgt,  dass  ./"+'  und  die  Polaren  von  a*  im  gemeinsamen  Doppd* 
punkte  dieselben  Tangenten  haben. 

Wendet  man  den  Begriff  Doppelpunkt  auch  auf  die  Geometrie  ^on 
einer  und  zwei  Dimensionen  an,  so  kann  man  sagen:  die  Schnitte  von 
.-/"■*■*  mit  einer  Tangente  und  einer  Tangentialebene  haben  im  BerührungS' 
l)unktc  einen  Doppelpunkt.  Die  Tangenten  einer  Fläche  im  Dopp**' 
punkte  haben  in   diesem  einen   dreifachen  Punkt. 

Haben  zwei  Flächen  A"~^^  und  7)'"  +  ^  einen  oder  mehrere  Punk** 
«gemeinsam,  so  gehen  durch  diese  alle  Flächen  des  Büschels  (/!"+*,  ^"^  )' 
denn  es  gehen  nach  dem  entsprechenden  »Satze  für  Flächen  w**'  OrdnnDl 
durch  j:  alle  Flemente  von  (-7",  />'"),  d.  h.  die  Polaren  von  x  für  alh 
Kiemente  von  (//"  +  *,/>"+').  Da  nun  durch  Büschelconstructionen  »1** 
linearen   Maunichfaltigkeiten    sich    herstellen   lassen,   so    haben   alle  ^^ 
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menta  einer  ÜDearen  Mannichfaltigkeit  die  Punkte  gemein,  welche  die 
constitnirenden  Elemente  gemeinsam  haben. 

Durch  einen  nicht  gemeinsamen  Punkt  x  geht  eine  Fläche  des  Büschels 
(i<«+\  ^+*),  weil  eine  Fläche  aus  (^",  ^i)  durch  x  geht.  Von  den  Flä- 
chen einer  p-fachen  linearen  Mannichfaltigkeit  (w4'"+>,  i^  +  ^  ...  0"+*,  /'"  +  *) 
geht  durch  x  eine  (p  —  1)- fache  lineare  Mannichfaltigkeit.  Da  man  näm- 
lich snr  Bestimmung  von  C^"  *->,  5"  +  S  ...  ö»+»,  P^+^j  die  Flächen  ^+*, 
*•+*,...  0«  +  *    durch    diejenigen    Flächen     i^'^+S  ^'»+S  ...  0'"+i    aus 

(il»+*,  /*"+0i  (^'*'S  ^"^O»  •••  (Ö""*"S  ^"■'"O»  welche  durch  x  gehen,  er- 
seUeen  kann,  und  da  im  Allgemeinen  von  den  Flächen  eines  Büschels 
nur  eine  den  Punkt  x  enthält,  so  bekommt  man  alle  durch  x  gehenden 
Flifichen  von  (^"+\  ^"+S  ..  0»+^/>"+i),  wenn  man  die  (p  — l)-fache 
Mannichfaltigkeit  (^"+S  /?'"+S  ...  0'"+^)  construirt. 

Die  Gesammtheit  aller  Flächen  des  Raumes  bilden  eine  /^O'  +  l)- 
fache  lineare  Mannichfaltigkeit,  die  durch  einen  Punkt  gehenden  folglich 
eine  {/*(;! +  1) —  1} -fache  Mannichfaltigkeit;  in  letzterer  die  durch  einen 
weiteren  Punkt  gehenden  eine  {/"(w  +  l)  —  2j-fache  u.  s.  w.  Im  Allgemei- 
nen bilden  alle  Flächen,  die  durch  p  Punkte  gehen,  eine  {/"(w  +  l)— pt* 
fache    lineare    Mannichfaltigkeit.      Im    Besondern    geht    durch    /'(/i-f-l) 

^(y»+2)(yi  +  3)(;^  +  4)_^  Punkte  nur  eine  Fläche  (w  +  1)*«'  Ordnung. 
In  derselben  Weise  folgt,  dass  eine  ebene  Curve  (/i  +  l)**^' Ordnung 

durch   —      ^): und    eine   binäre   Form    (w +!)*•'   Ordnung    durch 

(ü+l)  Punkte  bestimmt  ist. 

§7. 

Von  der  binären  Form  {i\'\'\y^  Ordnung  lassen  sich  noch  einige 
Eigenschaften  beweisen,  welche  dann  wieder  auch  für  Curven  und  Flä- 
chen von  Bedeutung  sind. 

Auf  einer  Geraden  sei  eine  binäre  Form  n**"  Grades  B^  und  ein 
Punkt  a  gegeben;  die  durch  a  repräsentirte  binäre  Form  sei  i4^  Ich  will 
nun  zeigen,  dass  A^  und  B^  zusammengenommen  sich  als  eine  Form 
(fi  +  l)**'"  Grades  darstellen  lassen,  die  ich  dann  mit  C»  +  >  =  v4^^  be- 
zeichne. Indem  ich  wieder  die  entsprechende  Eigenschaft  für  Formen 
von  niederem  Grade  als  n  für  bewiesen  annehme  und  ebenso  als  bewie- 
sen annehme,  dass  die  Polare  eines  Punktes  x  für  eine  Form  Ä5"""* 
dem  Büschel  (S^""\  RS^"^)  angehört,  gilt  Folgendes.  Es  giebt  ein  Büschel 
von  Formen  (/i  +  l)*®'  Ordnung,  für  welche  a  und  i4*^*""*  Pol  und  Polare 
sind.  Die  Polaren  eines  Punktes  x  für  diese  Formen  (n -f- 1)^*' Ordnung 
bilden  die  Gesammtheit  der  Formen  fil^  Ordnnnff.  valohe  mit  A^Bl" 
der  Eigenschaft  der  gemischten  Polaren  fre«  *"«« 

Formen,   für  welche  u  und  (A^^~^)7^ 
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Pol  und  Polare  sind;  dieses  Büschel  sei  (/x9  P")*  i^^Ox)  hftt  mit 
(^B^y  A^  B'Jf''  )  eine  Form  Ö^  gemeinsam;  denn  das  Polarenbüscbel  von  a 
für  {B^^A^Bx^  )  ist  {Ba"  yA^BaZj^  und  letzterem  gehört,  wie  wir  als 
bewiesen  angenommen  haben,  (^jÄ"'")]7  an,  die  Polare  von  a  für 
(/^",  ()x).  Lassen  wir  x  die  Gerade  durchlaufen,  so  bilden  die  Büschel 
(J?",  A^Bx~  )>  da  ihnen  B*  gemeinsam  ist  und  die  Formen  A^  ^^  ein 
Büschel  bilden,  ein  Bündel  (^,  A^Bl^\  ^^-^~*);  die  Formen  (i^^^:"')*' 
bilden  ein  Büschel  [(^4*^^""  )j  ,  (.^^J?"""  )y  ].  Sucht' man  nun  zu  allen 
Punkten  x  der  Geraden  die  gemeinschaftliche  Form  der  Büschel  (/^,  0") 
und  (^",^1^;'*),  d.  h.  in  (B"",  A^Bl"^)  die  Form,  für  welche  a  und 
{A^Ba"  )J  Pol  und  Polare  sind,  so  erhält  man  ein  Büschel;  denn  in 
einem  Bündel  bilden  die  Formen ,  für  welche  die  Polaren  eines  Punktes 
ein  Büschel  sind,  selbst  ein  Büschel.  Ordnet  man  nun  jedem  Punkte  x 
die  gemeinsame  Form  von  (/?,  Qx)  und  (ß",  A^^"  ),  dem  Punkte  a  die 
Form  A^ B^"  zu,  so  haben  wir  ein  Büschel  von  Formen  (^A^Ba"  ,  (x)i 
welche  mit  A^  ^'  der  Eigenschaft  der  gemischten  Polaren  genügen. 
Dies  Büschel  reprüsentirt  also  eine  Form  (n  +  1)**'  Ordnung  6^+*.  Zu 
den  reellen  Punkten  von  C"+^  gehört  zunächst  a ,  da  a  ein  Punkt  seiner 
Polare  A^^l"  ist.  Femer  ist  jeder  reelle  Punkt  b  von  B^  ein  Punkt 
von  C"+*;  denn  C^  gehört  zu  dem  Büschel  (^,  ^*^""  ),  das  in  diesem 
Falle  in  6  einen  gemeinsamen  Punkt  hat. 

Im  Anschluss  hieran  folgt  nun  sofort,  dass  eine  Form  ('i  +  l)*'^'^ 
Ordnung  höchstens  it  +  1  reelle  Punkte  haben  kann.  Sind  nämlich  it  + 1 
Punkte  gegeben,  so  kann  man  die  durch  sie  nach  S.  283  bestimmte  Form 
construireu,  indem  mau  zuerst  die  durch  n  Punkte  bestimmte  Form  B^ 
con^trnirt  und  dann  aus  B^  und  dem  letzten  Punkte  —  er  sei  a  — 
(^  +  ^~.-l*^*.  Hätte  nun  ("■  +  *  ausser  den  «  +  1  Punkten  noch  einen 
reellen  Punkt  (/,  so  müsste  mau  (  "^^  auch  aus  </=/>  und  B*  construireu 
köunen.  Es  würde  C"  gleichzeitig  zu  (^,  A^B^"  )  und  zu  (B*^  D^BZ"  ) 
gehören,  B*  also  zu  (.^*^*~  ,  />*/>*""  ).  Jeder  Punkt  von  BZ~  müsste 
auch  ein  Punkt  von  B*  sein.  Ist  nun  aber  $  ein  beliebiger  Punkt  der 
Geraden  und  x  =  B^^m-t  seine  letzte  Polare,  so  ist  y  ein  Punkt  von 
B^"  .  Es  müsste  also  ein  beliebiger  Punkt  y  ein  Punkt  von  B*  and 
und  damit  auch  von  ('"-^^  sein.  C*-^^  hätte  dann  mit  einer  beliebigen, 
durch  /<  + 1  Punkte  bestimmten  Form  die  bestimmenden  Elemente  ge- 
meinsam, es  gäbe  nur  eine  Form  ^'•  +  0^*^'^  Ordnung,  was  der  Wirklich- 
keit widerspricht. 

Da  Curven  und  Flächen  auf  einer  Geraden  Polarsysteme  gleicher 
Ordnung  iuduciren,  so  gilt  noch  der  Satz:  Curven  und  Flächen  («  +  !)*" 
Ordnung  enthalten  von  einer  Geraden  höchsten;»  '>  +  !  oder  alle  Punkte. 

Striegauy  im  September  iS7S. 


XIX. 

Ueber  die  Verwendung  des  Pendels  znr  graphischen 
Darstellung  der  Stimmgabelcurven. 

Von 

J.  Hagen  ,  S.  J. 


Hierzu  Taf.  IV  and  Klangfigurentafeln  I  u.  II. 


Um  die  SchwiDgnngszablen  einzelner  Töne,   sowie  die  Verhältnisso 
1er  BehwingUDgszahlen  der  Zweiklänge  zu  bestimmen,  wendet  man  drei 
Tenehiedene  Methoden  an,  die  akustische,  die  optische  und  die  graphische. 
Die  bei   der    ersten   Methode   gewöhnlich   zur   Verwendung  kommenden 
lutramente  sind  das  Monochord  und  die  verschiedenen  Sirenen ,  die  bei 
itr  iweiten   Methode    meist    angewandten    sind    die    Kaleidophone   von 
Wkeatstone*  und  Melde,**  die  Vibrationsspiegcl  und  der  Comparator 
TnLisBajous  (nach  welchem  Physiker  die  Stimmgabelcurven  auch  als 
Liiiajoue^Bche    Curven   bezeichnet    werden),    das  Vibrationsmikroskop 
^Helmholts,  Koenig's  manometrische  Flammen,  während  zur  drit- 
tn  Hethode   die   verschiedenen    Phonautographen   gehören ,   welch^   letz- 
ten tbeils   aus  Stimmgabeln  (wie  der  von  Weber,  Duhamel,    König 
ulWertheim),  tbeils  aus  Saiten  (wie  der  von  Wertheim),  theils  aus 
Itmbranen  (wie  der  von  Scott  und  König)  verfertigt  werden. 

Von  jeher  haben  die  Physiker  sich  bemüht,  die  akustischen  Experi- 
■cite  auch  dem  Auge  zugänglich  zu  macheu,  und  in  der  Thnt  hat  din 
^ptvche  Methode  eine  solche  Vollkommenheit  erlangt,  dass  Guillemin 
*  iween  „Forces  de  la  nature^'^  mit  Recht  sagen  konnte,  ein  Tauber  sei 
nStindo,   Töne  mit  grösserer  Genauigkeit  zu  vergleichen,   als  es  dem 


*  Eme  kurze  Theorie  dieses  Instrumentes  hat  Herr  Edward  Sang  im 
^^"Äw^  new  Philosophicäl  Journal  (1832,  S.  308)  unter  dem  Titel:  „Ätuilysis 
«fftenJrotion  of  tcires"  mitgetheilt.    Vergl.  auch  Pogg.  Ann.  1827,  Bd.  86. 

*•  Pogg.  Ann.  1862,  Bd.  115.  Das  Werk  dieses  Autors:  „Die  Lehre  von  den 
^^^^iigQngBCurven*',  hatte  ich  bei  Abfassung  dieser  Abhandlung  nicht  zur  Hand, 
"«•0  wenig  die  Arbeiten  von  Lissajous  in  den  Campt ,  Bend,  1855,  T.  41,  43, 
*^  ^,  d,  dUm.  1857,  III.  ser.  T.  51. 
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feinsten  Ohre  je  gelingen  werde.  Die  graphische  Methode  ist  ind 
hinter  der  optischen  zurückgeblieben,  weil  eben  die  Schnelligkeit  dMlt 
scher  Schwingungen  die  erstere  ebenso  sehr  erschwert,  wie  ne  letitHi 
begünstigt. 

£s  lag  demnach  der  Gedanke  nicht  fem,  für  die  graphische  MetMi 
einen  Körper  zu  wählen ,  der  die  Schwingungen  elastischer  Köiper  il 
grösserer  Langsamkeit  ausführt,  nämlich  das  Pendel,  und  in  der  IM 
ist  dieser  Gedanke  auch  keineswegs  neu  und  wurde  in  letzter  Zeit  naanfr 
lieh  in  England  weiter  verfolgt.  Schon  im  Jahre  1844  soll  ProfcMi 
Blackburn  in  Glasgow  eine  Construction  des  Pendels  erfanden  htbo, 
die  den  Pendelkörper  in  zwei  zu  einander  senkrechten  Vertikaleb€Bn 
schwingen  und,  wenn  er  aus  beiden  Ebenen  herausgezogen  wurde,  dii 
L  i  s  s  a  j  o  u  s  *  sehen  Curven  beschreiben  Hess.  Dieselbe  ist  in  ihrer  eil* 
fachsten  Form  in  Taf.  IV  Fig.  1  dargestellt  und  wurde,  soviel  mir  bekiait 
ist,  zuerst  von  Herrn  William  Swan,  Professor  an  der  Univerntitt 
St.  Andrews,  zur  graphischen  Darstellung  der  Stimmgabelcarven  beniiliti 
Eine  seiner  Methoden  bestand  darin,  dass  er  am  untern  Ende  desPci" 
delkörpers  aus  einer  feinen  OefPnung  Sand  ausströmen  Hess.  In  dtt 
Vorlesungen  Hess  er  die  Zeichnungen  auch  durch  elektrische  Fnnlm 
ausführen,  indem  er  Drähte  von  weichem  Eisen  zur  Aufhängung  benntitSi 
den  Pendelkörper  an  seinem  untern  Ende  mit  einer  Metallspitze  Temk 
und  den  einen  Pol  eines  Ruhmkorff  sehen  Inductionsapparates  aÄ 
einem  der  beiden  Aufhängepunkte  des  Pendels  verband,  während  der 
andere  Pol  mit  einem  Staniolplättchcn  in  Verbindung  stand,  das  tvi 
einem  Tische  unmittelbar  unter  der  erwähnten  Metallspitze  lag.  L^g*' 
er  dann  ein  präparirtes  Papier  auf  das  Staniolplättchen ,  so  gab  ein 
einziges  Grove^scbes  Element  einen  hinreichend  starken  Strom,  üb 
Funken  von  der  Metallspitze  nach  dem  Staniolplättchen  überspringen  M 
lassen,  welche  dann  die  Bahn  des  Pendclkörpers  bezeichneten  und  überdiel 
durch  ihre  verschiedenen  Entfernungen  die  verschiedenen  Geschwindig- 
keiten angaben. 

Eine  dritte  Art  von  graphischer  Methode  wandte  Herr  Hubert  Airj 
an ,  indem  er  ein  Glasröhrchen  mit  fein  ausgezogener  Spitze  und  iöi< 
Diute  gefüllt  am  untern  Ende  des  Pendelkörpers  befestigte  und  unte: 
demselhcn  ein  Blatt  Papier  mittelst  elastischer  Bänder  horizontal  süS 
spannte.  Doch  war  sein  Apparat  in  praktischer  Beziehung  noch  aen 
unvoUkommou.  Eine  ausführliche  Beschreibung  seiner  Methode  find« 
man  in  der  ,,Nature"   17.  August  und  7.  September   1871. 

Später  hat  Herr  Tisley  die  Methode  dos  Herrn  Airy  sehr  ver^*^ 
kommnet  durch  Construction  seines  ,, Harmonograph'**,  der  auch  im  J»^ 

*  Der  Name  soll  wohl  andeuten,  dass  der  Apparat  nur  die  Intervalle  ^ 
hamionißchen  Tonleiter,  deren  Schwingungszahlen  die  natürlichen  Zahlen  1,2,  5t  • 
sind,  darstellen  kann. 
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1876  in  London  ausgestellt  war  nnd  zu  haben  ist  bei  Tisley  and  Spill  er, 
Opticians,  172  Brompton  Road,  London,  S.W.  Da  aber  der  Preis  dieses 
Apparates  mit  dessen  wissenschaftlicher  Bedeutung  in  einem  ungünstigen 
Verhältnisse  steht  —  der  Harmonograph  kostet  in  seiner  vollkommensten 
Form  über  400  Mk.  — ,  so  hat  Herr  Browning  seinen  „Sympalmograph'** 
zwar  nach  demselben  Princip,  aber  in  einfacherer  Form**  construirt 
(John  Browning,  63,  Strand,  London).  Indessen  kostet  auch  dieser 
Apparat  immerhin  noch  70  Mark.  Es  möchte  deshalb  nicht  ganz  über- 
flüssig sein,  eine  Construction  kennen  zu  lernen,  die  Jeder  ohne  Kosten 
nnd  ohne  grosse  Mühe  selbst  ausführen  kann,  die  aber,  was  Schön- 
heit und  Präcision  ihrer  Leistungen  betrifft,  der  Tisley 'sehen  und 
Brown  in  gesehen  zum  wenigsten  nicht  nachsteht,  wovon  sich  Jeder  über- 
zeugen wird,  der  Gelegenheit  hat,  die  beiliegenden  Illustrationen  (Klang- 
figurentafeln I  u.  II)  mit  Producten  der  erwähnten  Apparate  zu  vergleichen. 
Den  Apparat,  der  im  Folgenden  beschrieben  werden  soll,  hatte  ich 
im  Herbste  1877  Gelegenheit,  in  dem  in  England  bekannten  Stonjhurst 
College  zu  sehen.  Der  dortige  Professor  der  Physik  und  Chemie,  Herr 
John  Dobson,  hatte  ihn  selbst  construirt  und  war  so  freundlich,  mir 
die  ganze  Einrichtung  und  Behandlung  desselben  eingehend  zu  erklären, 
so  dass  es  mir  ein  Leichtes  war,  denselben  in  Verbindung  mit  einem  in 
mechanischen  Arbeiten  sehr  gewandten  CoUegen,  Herrn  Jutz,  nachzu- 
construiren.  Im  Ein  verstau  dniss  mit  Herrn  Professor  Dobson  theile  ich 
nun  die  Betchreibung  seines  Apparates,  sowie  unsere  beiderseitigen  Er- 
fahrungen in  Behandlung  desselben  mit.  Es  ist  zwar  das  Princip,  die 
Lissaj  ous'schen  Curven  durch  Pendelapparate  darzustellen,  auch  in 
Deutschland  längst  bekannt.  Der  Pendelapparat  von  Eisenlohr  ist 
indessen  nur  für  die  optische  Methode  eingerichtet  und  hat  vordem 
B lack bur naschen  Pendel  nur  den  Vorzug,  dass  er  auch  schiefwinklige 
Composition  gestattet,  was  dem  Umstände  zuzuschreiben  ist,  dass  er  aus 
zwei  völlig  getrennten  Pendeln  besteht.  Der  Pendelapparat  von  Mos*** 
vereinigt  beide  Schwingungen  in  einem  Pendelkörper,  aber  so,  dass  die 
Ebene,  welche  man  für  kleine  Amplituden  durch  die  Bahn  desselben 
legen  kann,  ziemlich  stark  gegen  die  Horizontal  ebene  geneigt  ist.  Infolge 
dessen  eignet  sich  dieser  Apparat  auch  besser  für  die  optische,  als  für 
die  graphische  Methode,  und  in  der  Tbat  wird  er  für  letztere  nur  inso- 
fern benutzt,  als  man  die  schwingende  Kugel  mit  einer  Spitze  versieht 
und  in  Staub  schreiben  lässt.     Es  bleiben  deshalb  die  Leistungen  dieses 


•  Von  nalfidgy  d,  das  Schwingen. 

**  und  more  reasonable  in  price,  wie  er  sich  in  einer  kleinen  Schrift  „IT^e 
Sympdlmograph*'  ausdrückt. 

***  Po  gg.  Ann.  1864,  Bd.  121.    Mehrere  der  hier  angefahrten  Notizen  nnd 
Citate  habe  ich  dem  Werkchen  von  Dr.  Pisko:  „Die  neueren  Apparate  dr 
Akustik",  Wien  1865,  entlehnt 
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Apparates  noch  hinter  denen  des  Sw an* sehen  zurück.  SpSter  soll  Hei 
Knoblauch  ein  Pendel  constmirt  haben,  welches  die  Figaren  mit  Diät 
auf  Papier  zeichnet;  ob  es  aber  Vollkommeneres  leistet,  als  der  Appaia 
von  H.  Airy,  ist  mir  nicht  bekannt.  Dass  die  voUkommeBereo  lai 
kostspieligeren  Apparate  von  Tisley'nnd  Browning  in  Dentschlisi 
noch  keine  Verbreitung  gefunden  haben ,  ist  mir  von  mehreren  Freonda 
versichert  worden. 


I.    Theoretisoher  Theü. 

1.  Da  das  Pendel  nach  demselben  Gesetze  schwingt,  wie  die  Mm 
Enden  der  Stimmgabeln  (wobei  selbstverständlich  beiderseits  nur  kleias 
Amplituden  in  Betracht  kommen),  so  lassen  sich  die  Bewegungen  im 
letzteren  durch  Pendelschwingungen  in  verlangsamter  Form  daistelbiL 
Dass  nun  zwei  ebene  schwingende  Pendel  auf  unser  Ohr  nicht  densdbea 
Eindruck  machen,  wie  zwei  tönende  Stimmgabeln,  rührt  einfach  dak^ 
dass  dasselbe  für  so  langsam  aufeinander  folgende  Schallwellen,  wie  M 
das  Pendel  erzeugt,  nicht  empfänglich  ist.  Würde  man  ferner  swei  ii 
verschiedener  Richtung  schwingende  Pendelkörper  mit  Spiegeln  verBebeii 
ähnlich  wie  bei  dem  bekannten  Experiment  von  Lissajous,  und  dnich 
dieselben  einen  Lichtstrahl  auf  einen  Schirm  projiciren,  so  würde  daselblt 
ein  leuchtender  Punkt  genau  die  L  i  s  s  aj  o  u  s '  sehen  Curven  ^beschreibeDi 
man  würde  aber  wieder  wegen  der  Langsamkeit  der  Bewegung  nie  die 
ganze  Figur  in  einem  Linienzuge  sehen.  So  wenig  sich  also  das  Pendel 
für  die  akustische  und  optische  Methode  eignet,  so  sehr  begünstigt  seine 
1  Langsamkeit  die  graphische  Methode. 

Aus  den  von  zwei  Pendeln  gezeichneten  Stimmgabelcurven  wird  man 
allerdings,  eben  w^eil  das  menschliche  Ohr  deren  Schallwellen  nicht  wahr- 
nimmt, keine  theoretischen  Resultate  ableiten  können;  dieselben  werden 
aher    sehr    dienlich    sein,    um    in    einer  Vorlesung  die  Lissajous'schen 
(Kurven  zu  erklären,  ja  man  kann  sie  für  sehr  grosse  Auditorien  benutien, 
indem    man    die  Pendel    auf   geschwärztes  Glas   schreiben    lässt   und  die 
entstandene    Figur    nach    der  Methode    von    Desains    projicirt.*    Kao'* 
demnach    das    graphische    Pendel    mit    den  Vibrationsspiegeln    von  Li«* 
sajous,    was    die    wissenschaftliche   Bedeutung  der  Apparate  anbe- 
langt,   in    keinen  Vergleich    kommen,    so    haben    doch    die  von  Erstereio 
gelieferten   Zeichnungen  und   namentlich  die  erwähnten  Projectioneu  den 
Vorlheil,   dass  sie   <^ross  sind,  immer  in  Ruhe  bleiben  und  nicht  nur  eitt* 
Schwingung,    sondern    die  ganze  Bewegung  von  der  grössten  Aroplittto* 
bis  zum  Verschwinden  derselben   in  einem  Bilde  darstellen. 


*  Kosmos  18r,l,  \k\.  24  S.  547. 
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2.  um  nun  zwei  Pendelschwingungen  von  verschiedener  Richtung 
zur  graphischen  Darstellung  der  Stimmgabelcnrven  zu  verwerthen,  kann 
man  entweder  die  eine  Schwingung  auf  das  Papier  und  die  andere  auf 
den  Schreibstift,  oder  aber  beide  Bewegungen  auf  letztern  allein  über- 
tragen. Im  erstem  Falle  sind  zwei  getrennte  Pendelkörper  erfor- 
derlich, im  letztern  kann  man  wieder  entweder  den  Schreibstift  durch 
Hebelarme  mit  zwei  getrennten  Pendelkörpern  in  Verbindung 
bringen  oder  auch  beide  Schwingungen  in  einem  Pendelkörper  ver- 
einigen. Die  ereteren  zwei  Methoden  hat  Tisley  angewandt.  Seine 
beiden  Pendel  bestehen  in  beiden  Fällen  aus  Metallstangen  von  etwa 
1  m  Länge,  die  an  ihrem  unteren  Ende  verschiebbare  Gewichte  tragen 
und  etwas  unter  dem  oberen  Ende  mittelst  Messerschneiden  aufgehängt 
sind,  während  der  Schreibapparat  an  ihrem  oberen  Ende  angebracht  ist. ^ 
Die  dritte  Methode  wurde  von  den  Herren  W.  Swan  und  H.  Airy  be- 
folgt und  findet  sich  ebenso  in  dem  Apparat  des  Herrn  Prof.  Dobson 
verwirklicht.  Was  nun  die  Vorgleichung  der  drei  Constructionsmethoden 
anbelangt,  so  hat  die  dritte  gegen  die  beiden  ersten  zwei  Nachtheile; 
erstlich  kann  sie  (wenigstens  ohne  besondere  Vorrichtung)  den  Einklang 
(1:1)  nicht  darstellen  und  zweitens  können  die  beiden  componirenden 
Schwingungen  keinen  beliebigen,  sondern  nur  einen  rechten  Winkel  mit- 
einander bilden.  Man  vergleiche  hierüber  die  folgende  Nummer  und  die 
Anmerkung  •  S.  298.  Es  ist  ferner  nicht  schwer,  sich  davon  zu  über- 
zeugen, dass  bei  allen  drei  Methoden  die  Pendel  in  gleicher  Weise 
sowohl  aus  Schnüren,  als  auch  aus  Metallstangon  hergestellt  werden 
können.  Bringt  man  im  letzteren  Falle  noch  weitere  verschiebbare  Ge- 
wichte über  den  Aufhängepunkten  an,  so  kann  man  mit  kurzen  Pen- 
delstangen sehr  langsame  Schwingungen  erzielen,  während  man  im  erstem 
Falle  für  die  Schwingungsverhältnisse,  die  unter  1:2  liegen,  schon  ziem- 
lich lange  Pendel  gebraucht.  Herr  Browning  hat  auch  solche  Pendel, 
die  unter  und  über  ihren  Aufhängepunkten  mit  verschiebbaren  Gewichten 
versehen  sind,  nach  einem  von  Morgan-Brown  entworfenen  Plane  aus- 
geführt und  liefert  dieselben  unter  dem  Namen  „Metronome  Sympalmograpk^^ 
um  90  Mk.  Es  mag  demnach,  theoretisch  betrachtet,  die  Methode  von 
Tisley  und  Browning  der  Dobson 'sehen  vorzuziehen  sein.  Wem  es 
aber,  wie  schon  erwähnt,  darauf  ankommt,  ohne  besondern  Aufwand  von 
Geld  und  Mühe  den  Apparat  selbst  zu  construiren,  der  wird  der  Dobs Du- 
schen Methode  den  Vorzug  geben. 

3.  Zunächst    soll    nun   der   Apparat   des   Herrn   Prof.  Dobson   in 
seiner  einfachsten  Form  erklärt  und  gezeigt  werden,  dass  die  von  seinem 


*  Eine  ausfahrlichere  Beschreibung  des  Tisley *8chen  Harmonographen  findol 
man  im  „Engineering''  Feh.  6^  1874. 

Zoitaohrift  t  MmthemMtik  o.  Phjrtlk  XXIV,  5.  ^^ 


290  Üe.ber  die  Verwendung  des  Pendels  etc. 

Pendel    ausgeführte   Bewegung    sich    als  Superposition   zweier  einfacher 
Pendelschwingungen  betrachten  lässt. 

Von  zwei  festen  Punkten  a  und  h  (Taf.  IV  Fig.  1)  gehen  zwei  gleich- 
lange Fäden  aus,  die  sich  in  c  vereinigen,  von  wo  aus  noch  ein  ein- 
facher weiter  geht  bis  zum  Pendelkörper  m.  Der  Mittelpunkt  d  von  ab 
sei  vertikal  über  dem  Ursprünge  0  eines  horizontal  liegenden  Coordina- 
tensystems  {x^y\  Legt  man  dessen  a;-Axe  parallel  a6,  dann  trifft  de 
in  seiner  Verläfigerung  fortwährend  die  j^-Axe,  wie  auch  der  Punkt  m 
unter  dem  Einflüsse  der  Schwere  sich  bewegen  mag.  Diese  Linie  de  bilde 
mit  der  Vertikalen  dO  den  Winkel  t/;  und  mit  dem  Faden  cm  den  Win- 
kel q).  Nun  leuchtet  sofort  ein ,  dass  die  vier  Punkte  a ,  6,  c^  m  infolge 
der  Spannung  fortwährend  in  einer  Ebene  liegen,  folglich  die  Bbenea 
der  Winkel  q>  und  t/;  auf  einander  senkrecht  stehen.  Denken  wir 
uns  weiter  durch  c  eine  Vertikale  gelegt  und  um  c  als  Mittelpnnkt  mit 
cm  als  Radius  eine  Kugel  beschrieben,  dann  werde  letztere  von  der  er- 
wähnten Vertikalen  in  q  und  von  de  in  p  getroffen;  endlich  sei  cni=i^ 
dp  =  L.  Zerlegt  man  dann  die  Schwerkraft  g  in  zwei  rechtwinklige  Com- 
ponenten,  von  denen  die  eine  in  der  Richtung  von  /  liegt,  8o  ist  die 
andere  offenbar  Tangente  des  Bogens  mq.  Erstero  wird  durch  die  Festig- 
keit des  Fadens  aufgehoben,  letztere  hat,  wenn  der  Punkt  m  die  MaMS 

1   besitzt,  den  Werth  gsin(mcq)  oder  für  kleine  Amplituden  -r  ,mq.    Da 

man    aber  das  rechtwinklige  Dreieck  vipq  als  eben  betrachten  kann,   so 


hat  man  unmittelbar  für  die  rechtwinkligen  Componenten  von  ^--•,mq  die 
Ausdrücke 


d     —       d 


j.mp    und    y  .;>y=-^.7>^', 

wo  7'  der  Schnittpunkt  des  Bogens  pq  mit  der  Vertikalen  dO  ist.  Be- 
stimmt man  die  Lage  des  Punktes  wi  durch  die  Coordinaten  .r  und  y, 
so  hat  man  also  für  die  den  Coordinatenaxen  parallel  wirkenden  Com- 
ponenten der  den   Punkt  m  bewegenden  Kraft  die  Ausdrücke 

Das  sind  aber  dieselben  Kräfte,  wie  sie  an  zwei  getrennten  ebenen  Pen- 
deln resp.  mit  den  Längen  /  und  L  wirken  würden,  woraus  sich  sogleich 
weiter  ergiebt,  dass  man  sich  die  Bewegung  des  Pendelkörpers  m  ent- 
standen denken  kann  durch  Superposition  zweier  Pendelschwingungen, 
von  denen  die  eine  mit  der  Pendellänge  /  parallel  der  a:-Axe,  die  an- 
dere mit  der  Pendellänge  L  parallel  der  ?/- Axe  au6g»^führt  wird  Es  wird 
demnach  in  der  Tliat  der  Pendelkörper  m  jo  nach  dem  Verhältnisse  der 
beiden   Pendellängen  die  verschiedenen  Stimmgabelcurven  beschreiben. 
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4.  £8  fit  nnn  ein  Leichtes,  das  Yerbältniss  der  beiden  Pen- 
dellftngen  so  sn  bestimmen,  dass  tn  eine  verlangte  Cnrve  bescbroibt. 
Denn  auf  unser  Pendel  lassen  sieb  nach  3.  unmittelbar  die  für  das  ebene 
Pendel  geltenden  Formeln  anwenden 

I)  a:  =  a$i;} ,    y  ==  b  sm       ,        , 


„  .=./5,  B-,-/\, 


worin  I  die  Zeit  iiberbanpt,  A  und  B  die  Dauer  einer  halben  Schwing- 
ung,* a  und  6  die  Amplituden  und  la  und  h  die  Pendellängen  bezeich- 
nen, während  a  und  ß  zwei  Constanten  sind,  welche  den  Anfang  der 
Zeit  und  den  Phasenunterscbied  der  beiden  Schwingungen  bestimmen.** 
Soll  also  das  erste  Pendel  ria  Schwingungen  machon,  während  das 
sweite  n^  derselben  ausfuhrt,  so  hat  man 

n^in^^  BiA-^yTi^'.l/Ta 
oder 

di  h.  die  Pendellängen  verhalten  sich  umgekehrt,  wie  die  Quadrate  der 
Schwingnngssahlen. 

6.  Obwohl  die  mathematische  Theorie  der  Stimmgabelcurven  ausser 
dem  Bereich  dieser  Abhandlung  liegt,  so  mögen  dennoch  die  folgenden 
Erortemngen  gestattet  sein,  da  sich  der  zweite  Theil  theilweise  auf  die- 
selben Bttttzen  wird.  Zudem  dürfte  die  D  räch*  sehe  Eliminationsmethode 
Tielleieht  manchem  Leser  neu  sein. 

ZnnXcbst     soll    eine    geometrische    Constrnctionsmethode    der 

Stimmgabelcurven   erwähnt  werden,   welche  der  in  Anmerkung  *  S.  285 

citirten   Abhandlung  des  Herrn  Sang  vom  Jahre  1832   entnommen   ist. 

Bringen  wir  die  Gleichungen  1)  durch  Aendernng  der  Constanten  a  und 

P  anf  die  Form 

A\  ^      nji—a)  h^^o^liLzfl 

4)  X  =  a  cos ,     y  ^=^  0  cos  — - — , 

•o  zeigen  dieselben,  dass  die  Projectionen  des  bewegten  Punktes  auf  die 

rechtwinkligen  Axen  zusammenfallen  mit  den  gleichnamigen  Projectionen 

zweier  anderer  Punkte,  die  man  sich  je  einen  mit  dem  Kadius  a,  resp.  h 

«m  den  Ursprung  beschriebenen  Kreis  mit  gleichförmiger  Geschwin- 

digküt  durchlaufend  denkt.     Construirt  man  also  (Fig.  2  u.  3)  aus  den 

*  El  ist  also  die  Daner  einer  ganzen  Schwingung  die  Zeit ,  in  welcher  der 
("ndelkörper  die  Strecke  4  a,  resp.  4&  zurücklegt. 

**  Eine  Yerwechselnng  mit  den  in  Fig.  1  gebrauchten  Bezeichnungen  ist  wohl 
■idit  a  befürchten.  Statt  des  frOheren  Zeichens  L  ist  jetzt  U  gesetzt,  das  nun 
iowoU  du  kfinere,  als  auch  das  längere  Pendel  bezeichnen  kann. 

19» 
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Strecken  2a  und  2b  ein  Rechteck  und  über  zwei  aneinanderstossende 
Seiten  Halbkreise,  theilt  man  femer  jeden  dieser  Halbkreise  in  eine  An- 
zahl gleicher  Theile,  so  dass  diese  Zahlen  für  die  Halbkreise  a  und  b 
sich  verhalten  wie  j4:By  fällt  man  femer  von  diesen  Theilnngspunkten 
Senkrechte  anf  die  Durchmesser  2a  und  2b  und  verlängert  dieselben 
durch  das  Rechteck  hindurch,  so  wird  die  Stimmgabelcurve  je  nach  dem 
Phasenunterschiede  der  beiden  Schwingungen  durch  die  verschiedenen 
Schnittpunkte  der  genannten  Perpendikel  gehen,  aber  so,  dass  nur  die 
vier  Seiten  des  Rechtecks  Tangenten  der  Curve  sein  können,  da  sie 
eben  die  Amplituden  darstellen,  während  die  genannten  Perpendikel  von 
der  Curve  nicht  berührt,  sondern  geschnitten  werden.  So  ist  jede  Stimm- 
gabelcurve mit  rechtwinkligen  Bewegungscomponenten  in  ein  Rechteck  mit 
den  Seiten  2a  und  26  eingeschlossen,  das  sich  aber  infolge  der  Reibung 
der  schwingenden  Körper  immer  mehr  verengert.  Stehen  die  compo- 
nirenden  Schwingungen  nicht  aufeinander  senkrecht,  so  verwandelt  sich 
dieses  Rechteck  in  ein  schiefwinkliges  Parallelogramm.  Wir  wollen  das- 
selbe „  Amplitudenparallelogramm^^  nennen.  Die  oben  beschriebene 
Eintheilung  der  Seiten  kann  man  in  diesem  Falle  auf  doppelte  Weise 
machen ,  wie  dies  Fig.  4  näher  angiebt  und  wie  man  auch  durch  leichte 
Rechnung  bestätigt  findet.  Mittelst  der  obenerwähnten  Constructions- 
methode  kann  man  sich  dann  eine  Vorstellung  davon  machen,  wie  die 
Stimmgabelcurven  in  diesem  Falle  sich  gestalten. 

Da  sich  mit  dem  beim  Beginn  der  Bewegung  stattfindenden  Phasen- 
unterschiede auch  die  Gestalt  der  Curve  ändert,  so  gehören  zu  einem 
und  demselben  Schwingnngsverhältnisse  auch  unendlich  viele  verschiedene 
Curven,  unter  denen  sich  aber  immer  zwei  ausgezeichnete  Fälle  befinden, 
die  wir  die  Haupt  typen  nennen  können.  In  dem  ersten  Falle  ist  die 
Curve  keine  vollständige  Schlinge,  sondern  ein  begrenztes  Stück  einer 
unendlichen  Curve,  im  andern  Falle  ist  sie  eine  Schlinge  mit  vier  sym- 
metrischen Quadranten.  Als  mathematischen  Ausdruck  der  beiden  Fälle 
kann  man  unter  anderen  die  folgenden  wählen: 

für  den  ersten  Haupttypus  .  /3  —  a  =;  0 , 

und  für  den  zweiten  Haupttypus  /3  —  a  =  -^ . 

Der  Beweis  liegt  in  den  unten  folgenden  Eliminationsgleichungen 
7)  und  9). 

Herr  Perigal,  der  diese  Curven  vor  etwa  40  Jahren  durch  eine  eigene 
Maschinerie  graphisch  dargestellt  hat,  nennt  die  erstere  Gattung  „Sypho- 
noids'\  die  letztere  ,,Lemnoids**.  In  der  Royal  Society,  der  Astronomival  Society 
und  der  Royal  Institution  finden  sich  Sammlungen  der  P er igaT sehen  Cur- 
ven. Worin  das  Princip  der  PerigaTschen  Maschinerie,  das,  soviel  ich 
erfahren  konnte,  auf  zusammengesetzter  Kreisbewegung  beruht,  bestehe, 
)äMBl  sich  ans  der  oben  angeführten  geometrischen  Constructionsmethode 
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^ww»»»*www^^^^^\^<V>^/s^^>^^^*»^>»^^^^^^^^^^^^^^^^w^'V\^w^^^lX^^^^^/^^i/^^^ 


Ukk  eirathen.      Befestigt  man   nämlich  in   dem   Krenzungspunkte   der 
keiden  in  Fig.  5   dargestellten  Schienen  a^a^  und  b^b^  einen  Schreibstift 
nd  ferbindet  zwei  sich  nicht  gegenüberliegende  Scheiben  so ,  dass  ihre 
DUanftieiten  sich  verhalten  wie  AiB^  so  wird  der  Stift  je  nach  diesem 
Terbiltnisse  die  verschiedenen  Stimmgabelcurven  beschreiben  und  zwar, 
J0  Sieb  der  Stellang  der  beiden  Schienen  gegen  einander,  auch  mit  ver- 
iduedenem  Phasenunterschiede.     Kreuzen  sich  die  Schienen  nicht  recht- 
wmklig,  so  hat  man  den  obenerwähnten  Fall  schiefwinkliger  Componen- 
tun,*    Wie  weit  jedoch  dieser  Apparat  hinter  den  Leistungen  des  Pen- 
itk  inrückbleibt ,  bedarf  wohl  keiner  Erwähnung. 

6.  Die  Gleichungen  der  Stimmgabelcurven  findet  man  durch 
EKmbation  von  I  aus  den  Gleichungen  4).  Diese  Elimination  führt  im 
Anleinen  auf  transcendente  Ausdrücke,  die  aber  in  den  beiden  Fällen 

ß  —  az^O  und  jS  —  a  =  y  , 

fie  nach  5.  die  beiden  Haupttypen  der  Stimmgabelcurven  darstellen, 
dgebrtiscb  werden.  Für  dieselben  lässt  sich  denn  auch  die  Elimination 
illgemein  ausführen  mit  Hilfe  der  bekannten  trigonometrischen  Reihe 

»orin  i  von  0  bis  -5- 1   resp.  bis  —5—   geht  und  J2(i)    das  Gauss* sehe 

ZeUien  ut  für  das  Product  1.2.3...t.  (Vergl.  Serret,  Algebre  super., 
M.  194.) 

I.Fall:  j3-a  =  0. 

•.  X  nit — a)        V  nil  —  a) 

ö)  -  =  C05-— — ^,       ^^COS . 

a  Ab  B 

8ind  ifa  und  n^  die  Schwingungszahlen,    ist  also  ;ia:;i^  =  — : -— ,    so 

A     u 

kiDD  man  die  Gleichungen  6)  immer  auf  die  Form  bringen 

X  y 

a  b 

b  iit  dann  nach  5) 

costufia  (i  =  £Ai  {cos  Tia  |Li)'  =  COS  Tian^  (i  =  £  Bi  {cosn^  nY 

■»<!  folglich  die  Gleichung  der  Curve 

"  -.(7)'="-(f)- 

».Falls  j3-o  =  |. 


*  Quix  auf  demselben  Princip  beruht  auch  die  von  König  ausgeführte  Mo- 
^i^<*to  des  Wheataton' sehen  Kaleidophona.  Pisko,  Die  neueren  Apparate 
der  Akwtik,  S.  123. 
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Sind  wieder  »a  ^^d  n^  die  Scliwingungszahlen ,  ist  also  tiairtt 
=  --:  —  ,  so  kann  man  die  Gleichungen  8)  immer  auf  die  Form  bringen 

—  =  cos  nafi.     ?-  =  sin  n^  u. 
a  0 

Es  ist  dann  wieder  nach  5) 

cos9i^{2n„ii)  =  £jii{cos2nafiy  =  cosna{2nt(i)  =  UBi  {cosin^^iY 

und  folglich  die  Gleichung  der  Curve 

„  ..,('^_,)'=.^(,_V)-. 

Diese  Gleichung  ist  aber  nur  dann  von  7)   verschieden,   wenn   ria  un- 
gerade vorausgesetzt  wird. 

Ist  also  das  Verhältniss  nain^  möglichst  vereinfacht  und  ist  n  die 
grössere  der  beiden  Zahlen,  so  ist  die  Gleichung  für  den  ersten  Haupttypus 
vom  Grade  n  und  die  für  den  zweiten  Haupttjpus  vom  Grade  2n.  Die 
Gleichungen  7)  und  9)  behalten  selbstverständlich  ihre  Giltigkeit,  welchen 
Winkel  auch  immer  die  beiden  componirenden  Schwingungen,  folglich 
auch  die  Axen  des  Coordinatensjstems  miteinander  bilden.  Diese  Elimi- 
uationsmethode  ist  im  Wesentlichen  einer  Abhandlung  des  Herrn  Drach 
entnommen:  The  Lond,  Edinb,  and  Dubl.  Philosoph,  Magazine,  vol.  XX XIV, 
1849.  An  easy  rule  for  formulizing  all  epicyclical  curves  with  one  moving 
circle  by  the  binomial  iheorem.    By  S,  M,  Drach  Esq,  F,  R,  A,  S.  —  Appendix, 

7.  Für  die  beiden  einfachsten  Fälle  A:Bz=  1:1  und  A:B  =  2:1  lässt 
sich  übrigens  die  Elimination  leicht  allgemein  ausführen.  Setzt  man  a  =  0, 
schreibt  also  die  Gleichungen  4)  für  den  ersten  Fall 

X  nt       y  n{l—ß) 

—  =€08---,     ^=icos , 

a  B'      b  B       ^ 

so  giebt  die  Elimination  von  / 

•s       ..2 


"«  +  7«  "~  2  — -  cos  -~  =  I  «fl -^  1  , 
0*6*         ab        B       \       B ) 


welches  die  Gleichung  der  Ellipse  ist.  Construirt  man  das  in  5.  er- 
wähnte „Amplitudenparallelogramm^S   so   stellt   die  Gleichung   für  /3=0 

und  ß=  B  die  beiden  Diagonalen  und  für  ß='jr  eine  Ellipse  dar,  welche 

das  Parallelogramm  in  der  Mitte  der  Seiten  berührt.  Es  sind  dies  die 
beiden  in  6.  erwähnten  Haupttypen,  die  sich  auch  nach  der  Dr ach- 
schen Eliminationsmethode  behandeln  lassen.* 


*  Es  ist  dieses,  da  hier  h^h  ist,  der  Fall  des  einfachen  sphärischen  Pendels 
ii&d  man  sieht  aus  den  Entwickelungen  in  dieser  und  der  folgenden  Nummer,  dass 
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Für  den  zweiten  Fall  schreiben  wir  die  Gleicliangen  4)  in  der  Form 

fl?  ni        y  n(t  —  ß) 

a  2B^     b  B 

und  erhalten  durch  Elimination  von  / 


Für  j3  =  0  und  ß=B  erhält  man  zwei  symmetrisch  liegende  Parabeln 

D 

und  für  ß='K^  ^ine  der  Lemniscate  ähnliche  Curve  vierten  Grades 

Es  sind  dies  wieder  die  beiden  Haupttypen,  für  welche  mau  nach  der 
Drach'schen  Methode  dasselbe  Resultat  erhält.  Eine  ausführliche  Un- 
tersuchung der  Lage  und  Gestalt  der  eben  behandelten  Curven  für  ver- 
schiedene Werthe  der  Phasendifferenz  findet  man  in  dem  Lehrbuche  der 
Experimentalphysik  von  Wüllner,  L  Bd.  1.  Abth.  §§  123  und  124.  An 
diesen  beiden  Beispielen  findet  man  auch  die  oben  über  den  Grad  der 
Eliminationsgleichuogen  gemachte  Bemerkung  bestätigt. 


sich  die  Theorie  des  sphärischen  Pendels  für  kleine  Amplituden  sehr  einfach 
durchfuhren  lässt,  indem  man  seine  Bewegung  als  Superposition  zweier  ebenen 
Pendelschwingungen  betrachtet.  Diese  Anschauimgsweise  zeigt  auch,  dass  die 
elliptische  Bahn  des  Pendels  mit  dem  Isochronismus  kleiner  Schwingungen  eng 
zusammenhängt.  Dass  aber  die  Bahn  des  sphärischen  Pendels  für  grössere  Ampli- 
tuden schleifenförmig  wird,  rührt  nicht  daher,  dass  jetzt  das  Gesetz  des  Isochro- 
nismus seine  Geltung  verliert,  weil  sonst  der  Abstand  je  zweier  Scheitel  um  so 
grösser  sein  müsste,  je  schmäler  die  einzelnen  Schleifen  sind,  während  doch  be- 
kanntlich das  Gegen theil  der  Fall  ist.  (Durege,  Theorie  d.  ellipt.  Funct.,  S.  332.) 
Die  Bewegung  des  sphärischen  Pendels  lässt  sich  eben  für  grössere  Amplituden  nicht 
als  Superposition  zweier  ebenen  Pendelschwingungen  betrachten.  Stellte  man  dem- 
nach den  Tisley' sehen  oder  Browning 'sehen  Apparat  auf  den  Einklang  (1:1) 
ein  und  Hesse  ihn  mit  grösseren  Amplituden  eine  Curve  beschreiben,  so  würde 
diese  zwar  schleifenförmig  werden,  aber  keineswegs  die  Bewegung  des  sphärischen 
Pendels  darstellen.  Um  von  dieser  letzteren  ein  Bild  zu  erhalten,  habe  ich  mehrere 
Versuche  gemacht,  indem  ich  den  im  II.  Theile  näher  zu  beschreibenden  Dobson- 
schen  Schreibapparat  an  einer  Card  an 'sehen  Vorrichtung  und  später  auch  an 
einem  einfachen  Drahte  aufhing.  Die  erhaltenen  Bilder  waren  Ellipsen,  die  sich 
in  der  Richtung  der  Bewegung  langsam  drehten,  erwiesen  sich  aber  als  sehr  ab- 
hängig von  verschiedenen  Einflüssen,  welche  in  der  Theorie  nicht  berücksichtigt 
werden.  Vielleicht  wird  es  einem  geschickteren  Experimentator  gelingen,  diese 
Einflüsse  zu  verringern  und  Bilder  hanp*<>*^l^n.  an  weichen  sich  die  mathematische 
Theorie  des  sphärischen  Pep^  '*^9  sweifelsohne  für  ein 

erstes  Studium  der  Theoi  lS^>9^ft»u  ^"^^x^ 


296  üeber  die  Verwendang  des  Pendels  etc. 

8.     Diesen   £ntwicke]angen    sollen    noch   einige   Formeln   angeralit 
werden,    für  welche   wir   aber   rechtwinklige   BewegnngscomponenteB  | 
voraussetzen.     Behält  man  die  allgemeine  Form  der  Gleich nngen  4)  bd, 
so  findet   man   für   die  Tangente  und  Normale  der  Stimmgabelciim 
im  Punkte  (.r,  y)  die  Gleichungen 

x'—x      Bf     a^  —  x^^    X  —  X  Af     6* — y*  ' 

und  für  die  Geschwindigkeit  den  Ausdruck 

Dieselbe   kann   also   nur  in   den   vier  Ecken  des  „Amplitndenrecbteeks'* 
verschwinden  und  ist  ein  Maximum  in  der  Mitte  desselben. 

Für    die    halbe  Umlaufs  zeit    findet    man,    da   dieselbe    n^  bftlbe 
Schwingungen  des  einen  Pendels  und  rif,  des  andern  enthalten  mius: 

r    g  r    g 

Femer  ergiebt  sich  für   den  Krümmungsradius   q   und    die  Co« 
ordinaten  $  und  17  des  Krümmungsmittelpunktes  im  Falle  des  ersten 

X  y 

Haupttypus,  wo  also  —  =ro5Wo|ti,  ^  =  co5«4fi  ist: 


wo  Kürze  halber  gesetzt  ist 


p  =  n\  (a^  -  x2)  +  7i\  (6^'  -  ^2)  ^     Q^^^  „2^  y  y^^t  ^^t_  „^  „2^  ^  yf^t  __  ^ 


Die   entsprechenden    Formoln    für   den   zweiten  Haupttjpus,    wo    — 

Q 

=  COS  flu ^y  —  =  sifuit,^   ist,    erbält   man  aus  diesen,    wenn  man  +"6   nnt 

—  fii,  vertauscht. 

Es  ist  demnach,  wenn  wir  von  den  Punkten  (a;  =  +  a,  y  =  +  fr) 
absehen,  p  =  0  die  Bedingung  für  die  Wendepunkte,  und  da  diese 
für  beide  Haupttypen  durch  x  =  y  =  0  erfüllt  wird  und  da  ferner  keiner 
der  übrigen  Typen ,  wie  sich  sogleich  herausstellen  wird ,  durch  den 
Mittelpunkt  des  Amplitndonrcchtecks  geht,  so  folgt,  dass  dieser  Mit- 
telpunkt  nur  ein   Wendepunkt  der  Curve  sein  kann. 

Welche  Curven  durch  diesen  Mittelpunkt  gehen,  findet  man  aus  fol- 
genden  Bedingungen ,  in  denen  p  und  7  ganze  Zahlen  bedeuten. 

Für  den   1.  Hanpttypus:  ti„u  =  7t(p-\-\),  //a.u  =  .t(7  +  ^),  also 

und  für  den  2.  Ilaupttypus:  //„  f*  =  'T^  i/^  +  ^) »  "^f*  =  ^V  ,  als*J 
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'^^■^^  Af  A^^ 


ng  _2p  +  l 

£•  geht  demnach  fQr  jedes  Schwingnngsverhftltniss  nur  einer  der  beiden 
Hanpttypen  darch  den  Mittelpunkt  des  Amplituden  rech tecks  und  da  alle 
fibrigen  Typen  nur  den  üebergang  von  einem  Haupttypus  zum  andern 
▼ermitteln,  so  gehen  dieselben  nie  durch  den  Mittelpunkt.  Da  das  Ge- 
sagte auch  im  Falle  schiefwinkliger  Componenten  giltig  bleibt,  so  folgt: 
Von  den  nnendlich  vielen  Typen  eines  bestimmten  Schwing- 
ungaTerhältnisses  geht  nur  ein  einziger  durch  den  Mittel- 
punkt des  Amplitudenparallelogramms,  und  zwar  ist  dieser 
der  erste  Haupttypus  (mit  dem  Phasenunterschiede  Null), 
wenn  das  Schwingungsverhältniss  (in  möglichst  vereinfach- 
ter Form)  aas  zwei  ungeraden  Zahlen  besteht,  und  der  zweite 
Hanpttypus,  wenn  dieses  Verhältniss  eine  gerade  Zahl  eut- 
hSlt 

Endlich  findet  man  für  den  Flächeninhalt  und  die  Bogenlänge 
im  Falle  des  ersten  Haupttypus  die  Formeln 

.xy  +  Ha  /ift  ^'^'^^  /6^"=^ 


/yda:  =  ^ 


W*a  —  ^\ 


i  ds=  /j/ä*w 


\(sin  fiaiiy  +  b^ri^b{sinnt^y  dfi , 


and  die  entsprechenden  Formeln  des  zweiten  Haupttypus,  indem  man 
in  der  ersten  wieder  +^6  mit  —n^  vertauscht,  in  der  zweiten  aber  den 
letzten  Sinns  durch  den  Cosinus  ersetzt.* 

n.  Praktischer  Theil. 

l.    Wollte  man  nun   den  vorhin   beschriebenen   einfachen   Apparat 
snr  graphischen  Darstellung  der  Stimmgabelcurveu  benutzen  und  einfach 
^nen  Schreibstift  an  das  untere  Ende  des  Pendelkörpers  befestigen,   so 
würde   man   auf  zwei   Schwierigkeiten   stossen,    erstens   würde  sich   der 
Pendelkörper  drehen  und  zweitens  würde  der  Stift,   weil  er  keine  voll- 
kommene Ebene  beschreibt,  ungleichmässig  auf  das  Papier  drücken. 

Beide  Schwierigkeiten   hat  Herr  Prof.  Dobson   auf  sehr  einfache 

Weile  vollkommen  beseitigt.     Das  Drehen  des  Pendelkörpers  hat  er  un- 

mSglieh  gemacht,   indem   er  den   einfachen  Knoten   in  c   (Fig.  1)  durch 

ein  leichtes  Holzstäbchen   cd  ersetzte,   wie  dies  Fig.  6   näher  erläutert. 

Dt}»ei  kommt   es   nur  darauf  an,    dass   cd  senkrecht   zn  ab   und   hori- 

lonul  ist  und   dass   der  Mittelpunkt  von   cd  in   der  Ruhelage   vertikal 

unter  dem  Mittelpunkte  von  ab  liegt.     Zwei  von  den  Punkten  c  und  d 

▼eitikal  berunterhängende  Schnüre  tragen  ein  schwebendes  Tischchen  Ty 

*  Einzelne  dieser  Formeln  finden  sich  auch  in  der  erwähnten  Abhaudiung  de» 
UoQ  Drach,  aber  mit  mehreren  Druckfehlern  behaftet. 
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den  Schreibapparat,  der  in  Fig.  6  nur  angedeutet  und  in  Fig.  7  in  ver- 
grössertem  Massstabe  dargestellt  ist.  Der  Buchstabe  w  wird  den  Zusam- 
menhang der  Figuren  6  und  7  leicht  vermitteln.  Die  genannten  Schnüre 
werden  mittelst  Drahthäkchen  in  die  oberen  Schnüre  eingehängt,  oder 
laufen  über  zwei  an  der  untern  Seite  des  Stäbchens  cd  angebrachten 
Bollen  ineinander  über.** 

Der  zweiten  Schwierigkeit  begegnet  Herr  Prof.  Dobson  dadurch, 
dass  er  die  Schreibfeder  in  vertikaler  Bichtung  frei  beweglich  macht  und 
durch  einen  Hebel  hk  (Fig.  7)  ihr  Gewicht  vermindert,  und  gerade  durch 
die  Empfindlichkeit  dieser  Vorrichtung  scheint  das  Dobson 'sehe  Pendel 
vor  allen  anderen  ähnlichen  Apparaten  sich  auszuzeichnen.  Diese  Feder 
besteht  aus  einem  Glasröhrchen  r  mit  fein  ausgezogener  Spitze,  das  in 
einem  zweiten,  unbeweglichen  Glasröhrchen  r  leicht  auf  und  ab  gleitet. 
Letzteres  wird  in  der  Mitte  des  Tbchchens  T  vertikal  eingesenkt,  aber 
so,  dass  es  leicht  entfernt  und  nach  Bedürfniss  durch  ein  weiteres  oder 
engeres  ersetzt  werden  kann.*'*'  Der  in  Fig.  7  gezeichnete  Einschnitt  in 
das  Tischchen  lässt  die  Feder  leichter  beobachten.  Letztere  wird  mittelst 
eines  Kautschukringes  v  an  einem  Faden  befestigt  und  an  dem  Kopfe  k 
des  Hebels  mit  einer  Nadel  aufgehängt.  Der  Kopf  k  besteht  aus  einem 
Kreisbogen  mit  dem  Badius  o  k ,  damit  die  Bewegung  der  Feder  r  genau 
vertikal  bleibt,  und  kann  aus  dickem  Papier  verfertigt  werden.  Der 
Hebel  ist  im  Punkte  o  mit  einem  Faden  an  dem  Drahtständer  s  auf- 
gehängt, welch*  letzterer  in  dem  Tischchen  T  drehbar  sein  muss,  damit 
man  der  Feder  r  immer  die  richtige  Stellung  in  der  Hülse  r  geben  kann. 
Das  seitliche  Schaukeln  des  Hebels  wird  durch  das  Drahtgeleise  t  ver- 
hütet. Am  andern  Ende  h  des  Hebels  ist  ein  Gegengewicht  anzubringen, 
etwas  schwerer  als  die  Feder,  damit  letztere  das  Papier  nicht  berührt, 
bevor  der  Apparat  in  Bewegung  gesetzt  ist.  Dieses  Gegengewicht  ist 
leicht  so  anzubringen,  dass  es  das  Bestreben  des  Hebels,  sich  um  seine 
Längenaxe  zu  drehen,  welches  durch  das  am  obern  Ende  des  Bogens  k 
angreifende  Gewicht  der  Feder  r  verursacht  wird,  aufhebt.  Ein  leichter 
Staniolreiter,  mit  dem  man  nachher  den  Hebel  nahe  am  Kopfe  k  (Fig.  7) 


*  Man  könnte  leicht  versucht  sein  zu  glauben,  dass,  wenn  man  die  erwähn- 
ten Drahthäkühen  so  einhängt,  dass  cd  mit  ab  einen  spitzen  Winkel  bildet,  die 
beiden  componirenden  Schwingungen  denselben  Winkel  miteinander  bilden  werden. 

Zerlegt  man  aber  in  diesem  Falle  die  senkrecht  zu  cd  gerichtete  Amplitude  in 
zwei  rechtwinklige  Componcnten,  von  denen  die  eine  in  die  Schwingungsebene  des 
grossen  Pendels  fällt,  so  addirt  sich  diese  Componente  einfach  zur  Amplitude  des 
letztern,  was  bei  zwei  getrennten  Pendeln  nicht  der  Fall  wäre.  Der  Versuch  wird 
auch  zeigen,  duss  eine  Drehung  des  Stäbchens  cd  auf  die  Figur  keinen  Einfluss 
hat.  Wenn  demnach  Herr  Swan  in  einer  Note  zu  Herrn  Airy's  Aufsatz  (Nature, 
Sept.  7  1871,  S.  366)  auch  in  diesem  Falle  von  „verschiedenen  Neigungen**  der 
Componenten  spricht,  so  ist  das  zum  wenigsten  sehr  ungenau  ausgedrückt 

**  Beide  iidhrchen  sind  der  Deutlichkeit  wegen  etwas  zu  breit  gezeichnet. 


[ 
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bilutet,  wird  dann  genügen,  nm  die  Feder  mit  dem  Papier  in  leichte 
Beridining  und  folglich  znm  Schreiben  zu  bringen.  Die  beiden  Schnüre, 
a  welchen  der  Schreibapparat  hängt,  winden  sich  um  die  Welle  w  (Fig.  6 
i.Fig.  7),  welche  an  einer  Seite  ein  Zahnrad  z^  besitzt.  Ein  zweiter 
Unrad- Anfang  z^  (der  in  Fig.  6  nur  angedeutet  ist  und  auf  beliebige 
'  WdM  constniirt  werden  kann)  ist  an  der  Wand  befestigt,  um  die  beiden 
'   tter  die  Bollen  a  und  h  (Fig.  6)  gehenden  Schnüre  aufzunehmen. 

2.  Der  Apparat  kann  in  einer  hohen  und  weiten  Fensternische  anf- 
pUngt  werden;  der  unter  dem  Schreibapparat  aufzustellende  Tisch  aber, 

\  nf  welchen  das  Papier  zu  liegen  kommt,  muss,  wenigstens  wenn  das 
[  Zinmer  bewohnt  ist,  vom  Boden  unabhängig,  also  an  der  Wand  befestigt 
MD.  Das  Tischchen  T  kann  etwa  40  cm  Länge  haben,  die  bei  g  (Fig.  7) 
I  unbringenden  Gewichte  sollten  nicht  unter  12— 15  kg  betragen.  Voraus* 
aehtUch  werden  indessen  die  Zeichnungen  immer  genauer  und  schöner, 
ji  giQsser  die  Dimensionen  des  Apparates  und  je  schwerer  die  Gewichte 
aid.  Da  die  Schnüre  sich  stark  ziehen,  sind  Drähte  bei  weitem  vor- 
nnehen. 

3.  Als  Dinto  empfiehlt  sich  violette  Anilinfarbe,  mit  heissem  Wasser 
•ngemacht,  die  man  nach  Bedürfniss  verdicken  und  verdünnen  kann. 
FQtrirt  wird  sie  die  Feder  weniger  leicht  verstopfen.  Um  Letzteres  zu 
Vttbilten,  habe  ich  auch  nie  Gummi  angewandt,  während  Herr  Browning 
MK  gute  Quantität  desselben  für  nöthig  hält.  Gute  Resultate  wird  man 
nr  dann  erzielen,  wenn  man  Glanzpapier  gebraucht,  wie  es  z.  B.  zu 
Tintenkarten  verwendet  wird.  Die  Spitzen  der  Federn  müssen  nicht  gar 
nfdn,  aber  kurz  sein,  damit  die  Dinte  nicht  eintrocknet,  und  einen 
fliehen,  zur  Längenaxe  der  Feder  senkrechten  Bruch  haben, 
Ut  sie  das  Papier  nicht  aufritzt.  Erstcres  erreicht  mau  leicht  bei 
voniehtigem  Ausziehen  der  Spitze  in  einer  Gasflamme,  Letzteres  hat  bis- 
kr  mehr  Schwierigkeit  geboten.  Die  Methode,  welche  Herr  Airy  in 
fcn  angeführten  Aufsatze  beschreibt  und  welche  im  Aetzen  des  Glases 
ttd  m  seiner  sogenannten  „Feuertaufe'^  besteht,  ist  nach  seinem  eigenen 
^Mudniese  mühsam  und  missglückt  in  vielen  Fällen.  In  welcher 
WfiieHerr  Tisley  seine  Federn  bereitet,  die  er  einzeln  um  1  Mk.  ver- 
Wt,  ist  mir  nicht  bekannt.  Herr  Browning  räth  an,  die  Feder  mit 
UerHaad  über  einen  Schleifstein  zu  führen.     Das  leichteste  und  immer 

j  iUier  zum  Ziele  führende  Mittel  besteht  darin ,  dass  man  das  Schleifen 
^Apparat  selbst  Überlässt,  indem  man  die  Feder  in  der  oben  bcschrie- 
i'CMBWebe  in  denselben  einhängt,  dieselbe  aber  anstatt  auf  Papier,  auf 
^'^^  feinen  Schleifsteine  schreiben  lässt.  Der  Gebrauch  einer  Loupo 
^  dann  zeigen,  wie  lange  Zeit  und  mit  einem  wie  schweren  Staniol- 
^^^  da«  Pendel  diese  Arbeit  fortzusetzen  hat. 

^  Die  Länge   /^   des   grossen  Pendels,   die  man  von  der  Linie  ab 
^'%'6)  bis  zur  Fläche  des  Tischchens  T  berechnet,  ist  coustaut^  iud^icv 


300  Ueber  die  Verwendung  des  Pendeb  ete. 

die  Feder  immer  bis  zu  dem  Tische  reicht,  auf  welchem  das  Papier  liegt  , 
Die  Länge   des  kleinen  findet  man   dann  für  ein  bestimmtes  Schwiag* 
ungsverhältniss  fiaiti^  nach  3)  aus  der  Formel 


=fö)*". 


wo   der   Bruch   ( — j  immer  ein  echter  ist.     Bei   meinem   Apparate  ist 

/^  =  301,7  cm  und  so  finde  ich  z.  B.  für  die  grosse  Sexte  (3:5) 

/^  =  ^.  301,7  =  108,6  cm. 

Auf  diese  Länge  stellt  mau  dann  mit  Hilfe  eines  Massstabes  das  kleiaa 

Pendel  (vom  Stäbchen  cd  bis  zur  Oberfläche  des  Tischchens  T  gerechnet) 
ein  und  lässt  mit  Hilfe  des  Zahnradaufzuges  z^  (Fig.  6)  die  Feder  den 
Papiere  sehr  nahe  kommen.  Dann  saugt  man  Dinte  in  die  Federi 
schlingt  einen  Faden  hm  die  Hülse  /  und  zieht  den  Schreibapparat  in 
irgendwelcher  Richtung  an,  um  ihn,  wenn  er  vollständig  zur  Buhe  ge- 
langt ist,  loszulassen.  Ist  die  Schwingung  ruhig  und  regelmSasig,  so 
setzt  man  den  Staniolreiter  in  der  obengenannten  Weise  auf,  wodurch 
die  Feder  zum  Schreiben  kommt. 


Zunächst  überzeugt  man  sich  leicht,  dass  die  Richtung,  in  der 
den  Apparat  anzieht,  nur  auf  die  Breite  und  Länge,  nicht  aber  auf  die 

Art   der  Figur  Einfluss  hat,   da   das  Scbwingungsverhältniss  infolge  des 
IsocbroDismus  von  den  Amplituden  unabhängig  ist. 

Der  Schreibapparat  wird  vor  dem  Loslassen  zur  Ruhe  gebracht  (in- 
dem man  ihn  z.  B.  gegen  die  Lehne  eines  Sessels  anzieht),  damit  die 
componirenden  Schwingungen  keinen  Phasenunterschied  besitzen,  die 
Curve  also  für  den  Anfang  wenigstens  zwei  Spitzen  aufweist,  was  für 
die  genaue  Einstellung  des  Apparates  von  Vortheil  ist.  Denn  bald  wird 
man  das  sogenannte  „Drehen"  der  Figur  beobachten,  indem  diese  Spitzen 
sich  mehr  und  mehr  abrunden.  Die  Gestalt  der  Figur  ändert  sich  dann 
gerade  so,  als  ob  ß—a  in  Gleichung  4)  allmälig  von  Null  an   wachse. 

Man  kann  diese  Aenderung  des  Phasenunterschiedes  auch  mathe* 
matisch  verfolgen  an  dem  einfachen  Beispiele 

V 

welches  ebenfalls  der  erwähateu  Abhandlung  von  Sang  entnommen  ist. 

Mau  hat  dann 

7t  (l  —  a)                  ,         7i(l — «) 
X  =  a  COS ,      y  =  0  cos — . 

B  +  il  ' 

Ist   v  =  oc,   so  ist   die   resultirende  Bewegung   eine  Gerade,    nämlich  die 
eine  Diagonale  des  Amplitudenparallelogramuis      Ist  aber  v  eine  endliche 
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mhr  groaae  Zahl,   deren  reciprokes  Quadrat  man  vernachlässigen  kann, 
aad  setst  man  der  Reihe  nach 

(  —  «  =  0,  =B,  =2ö,  =3ö,  =..., 

fo  wird   die  halbe  Schwingung  parallel  der  x-Axe  gegen  diejenige  parallel 
der  P'AjLe  sich  der  Reihe  nach  verspäten  am  die  Zeiten 

£      2ö      3ö 
u,        ,  I  >  • •  • 

V  V  V 

and  der  Berührungspunkt  der  Curve  mit  dem  Amplitudenparallelogramm 
wird  muf  den  beiden  parallelen  Seiten  2a  von  den  Enden  der  genannten 
Diagonale  abwechselnd  zurückweichen  um  die  Strecken 

O •     asm  vers  — ,     a stn vers  — ,     a  sin vers  —  -     .... 

V  V  V 

bt   die    Anzahl  der  halben  Schwingungen  parallel  der  ,v-Axe=^  (resp. 

^ — = —  1,  8o  hat  sich  die  Diagonale  in  eine  das  Amplitudenparallelo- 
gramm in  der  Mitte  der  Seiten  berührende  Ellipse  verwandelt,  welche 
priedemm  nach  ebensovielen  Schwingungen  in  die  andere  Diagonale  über- 
sein wird.  Letztere  verwandelt  sich  dann  rückwärts  in  die  erste 
nale  n.  8.  f.  Da  man  v  experimentell  bestimmen  kann,  so  findet 
als  wahres  Schwingungsverhältniss  (v— l):i;,  welches  sehr  nahe  an 
1  Ue^.  ^Will  man  Überhaupt  den  Apparat  auf  das  Verhältniss  tia :  ni, 
einatellen  nnd  dreht  sich  die  Figur  in  v  halben  Schwingungen  des  grossen 
Pendels  vollstündig,  so  ist  ihr  wahres  Schwingnngsverhältniss  (v  +  l)na'vfit,j 
je   nacli    der  Richtung,  in  welcher  sich  die  Spitzen  abgerundet  haben. 

I>ie  Tlraache  dieser  Erscheinung  ist  ein  Fehler  in  der  Länge  /a,  der, 
abgeseben  von  den  verschiedenen  Reibungen  in  der  Luft,  in  den  Auf- 
b&ngepnnkten  a,  6,  r,  (/  (Fig.  6)  und  an  der  schreibenden  Feder  r,  von 
drei  TT  raschen  herrührt  und  jetzt  nachträglich  corrigirt  worden  muss. 
Erstlicb  ist  das  grosse  Pendel,  da  sein  Schwingungsmittelpunkt  über  der 
C*l&ebe  des  Tischchens  T  liegt,  zu  gross  vorausgesetzt,  also  wird  das 
sn  gross  berechnet.  Weiter  wird  das  kleine  Pendel,  da  sein 
ingnngsmittelpunkt  ebenfalls  über  der  Fläche  des  Tischchens  T  liegt, 

xn  knrz  abgemessen.  Endlich  macht  das  Stäbchen  cd  (Fig.  6)  infolge 
der  Dehnung  der  Schnüre  die  Schwingungen  des  kleinen  Pendels  tbeil- 
"weise  mit.  Als  Gesammtwirkung  aller  dieser  Ursachen  stellt  sich  bei 
nieinem  Apparate  heraus,  dass  die  beobachtete  Länge  la  immer  kürzer 
ist,  als  die  berechnete,  und  zwar  schwankt  der  Fehler  für  die  verschie- 
denen Zweiklftnge  innerhalb  der  Octave  zwischen  0,5  cm  und  1,0  cm. 
I>iesen  Fehler  findet  man  nun  experimentell  auf  folgende  Weise. 

Man    denke  sich  auf  dem  Papier  das  Amplitudeurechteck  construirt 
nnd   ziehe  den  Apparat  gegen  eine  Ecke  desselben  an.     Hier  wird  dann 
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'•.<^^v\i'. 


die  erste  Spitze  der  Figur  auftreten.     Nun  überlege  man ,  in  welcher  der 
drei  anderen  Ecken  und  nach  wievielen  halben  Schwingungen  des  grossen 
Pendels  die  andere  Spitze  auftreten  wird,  d.  h.  wo  und  wann  n^  halbe 
Schwingungen    des    kleinen   Pendels    mit   n^  halben   Schwingungen    des 
grossen  Pendels   endigen   werden.     Bei   dem  oben  angeführten  Schwing- 
ungsverhältnisse 3:5  wird  die  zweite  Spitze,   da  beide  Zahlen  ungerade 
sind,  der  ersten  diagonal  gegenüberliegen  und  nach  drei  halben  Schwing- 
ungen  des   grossen  Pendels   zum  Vorschein  kommen.     Tritt  nun  anstatt 
einer  Spitze  eine  Bundung  auf,  so  wird  mau  aus  der  Bewegungsrich- 
tung an  dieser  Stelle  leicht  erkennen,   welches  der  beiden  Pendel  sich 
verfrüht  hat,   d.  h.  zu  kurz  ist.     Ist  die  Länge  la  schon  sehr  genau,  so 
wird  man  den  Fehler  erst  bemerken ,  nachdem  die  Feder  zu  wiederholten 
Malen   zu   derselben  Spitze   zurückgekehrt   ist.     Damit  aber   diese,   dem 
Stimmen   musikalischer  Instrumente   ganz   analoge  Correction   keine  ver- 
gebene Mühe  sei,  wird  man  gut  daran  thun,  vor  derselben  die  Gewichte 
mehrere  Standen   auf  die  Schnüre  wirken  zu  lassen.     Schreibt  man  sich 
die  beobachteten  Längen  des  kleinen  Pendels  nach  jedem  Versuche  auf, 
so   wird  man   bei  Wiederholung  desselben  die  richtige  Länge  schon  mit 
dem  Massstabe  bis   auf  1  mm   genau   treffen.     So  leicht  es  nun  ist,   die 
beiden   componirenden    Schwingungen   ohne  Phasen  unterschied   beginnen 
zu  lassen,  so  schwierig  ist  es,   denselben  eine  bestimmte  Phasendiffe- 

B 
rcnz,  z.  B.  /?  — a  =  -s-  beizulegen.   Die  Apparate  von  Tisley  und  Brow- 
ning bieten   hierin   so   wenig   Sicherheit,   wie   der   Dobson^sche,    und 
weisen  den  Experimentator  einzig  auf  seine  Geschicklichkeit  an. 

5.    Schliesslich  mögen  noch  einige  Winke  für  die  Praxis  folgen. 

Damit  man  nicht  Gefahr  laufe,  die  Schnüre  über  ihre  Tragkraft  hinaus 
zu  belasten,  ist  es  rathsam,  über  die  verschiedenen  Spannungen  einen 
Ueberschlag  zu  machen.  Denken  wir  uns  die  drei  von  c  (Fig.  6)  aus 
gehenden  Schnüre  in  einer  Ebene  liegend  (was  bei  meinem  Apparate 
annähernd  der  Fall  ist)  und  gleiche  Winkel  miteinander  bildend, 
so  überzeugt  man  sich  leicht,  dass  sie  dieselbe  Spannung  besitzen ,  näm- 
lich gleich  der  halben  Belastung  des  Apparates.     Bezeichnet  man  nämlich 

die  Spannung  von  ce  (Fig.  6)  mit  S  und  die  halbe  Belastung  des  Appa- 
rates mit  Gj  so  ist  bei  jeder  Stellung  des  Apparates 

T' 

2cos^ 

2n  —  — 

also  S=G  für  A  = -n-.     Ist  ferner  cd  gegen  c^  ziemlich  klein,  so  haben 

o 

die  von  e  und  f  an  über  die  Rollen  gehenden  Schnüre  nahezu  die  dop- 
pelte, und  wenn  dieselben  zwischen  a  und  z^  in  eine  einzige  übergehen, 
so    hat    diese   nahezu    die    vierfache  Spannung    von  jener  auszuhalten, 
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dcbe  die  von  c  oder  d  nach  rv  führenden  Schnüre  besitzen.  Ist  aber 
.1  grösser  als  die  beiden  anderen  an  c  liegenden  Winkel  (was  bei 
imem  Apparate  bei  der  kleinen  Terz  der  Fall  ist),  so  sind  die  erwähn- 
te Spannmigen  noch  grösser. 

Sehr  bequem  ist  es,  wenn  man  das  Papier  nicht  von  vornherein  in 
Unne  Karten  aerschneidet,  sondern  einen  grössern  Bogen  durch  Linien 
B  Felder  abtheilt  und  auf  ein  Reissbrett  spannt. 

Die  Darstellung  der  Figuren  bietet,  wie  die  Erfahrung  lehrt  und 
sie  auch  Ton  Tomherein  su  vermuthen  ist,  um  so  mehr  Schwierigkeit, 
je  enger  und  je  schneller  sich  die  einzelnen  Curventheile  aneinander 
Nhoiiegen,  je  kleiner  also   bei  einem  und  demselben  Pendel  die  halbe 

Schwingungsdauer  ist.     Dieselbe  ist  aber  nach  I.  Tb.  8  gleich  n^n  1/  — , 

■lao  wichst  die  Schwierigkeit  um  so  mehr,  je  kleiner  r?^,  d.  h.  die  kleinere 

der  beiden    Schwingungszahlen    ist.     In   demselben   Verhältnisse   wächst 

Uuunutlich  auch  die  Consonanz  der  Zweiklänge  (Helmholtz,  „Die  Lehre 

tu  den  Tonempfindungen*',  S.  305),  so  dass  also  die  Zweiklänge  durch 

1h  graphische  Pendel   um   so  schwieriger   darzustellen  sind,  je 

nllkommener  ihre  Consonanz  ist.     Man  beginnt  also  bei  der  Dar- 

Adhng  derselben   am   besten   mit  der  kleinen  Sexte  (5:8)  und  kleinen 

^^  (5*6)  9  gcl^t  dann  über  zur  grossen  Terz  (4:5),  grossen  Sexte  (3:5) 

,  nd  Quarte  (3:4)  und  macht  sich  erst  nach  Erlangung  einiger  Uebung 

iifie  Quinte  (2:3),  die  Octave  (1:2)  und  überhaupt  an  die  Zweiklänge, 

vdehe  aus  dem  Grundtone  und  einem  seiner  Obertöne  (1:2,  1:3,  1^4 

«.  i  w.)  bestehen. 

bt  einmal  die  Pendellänge  /«  richtig  gefunden  und  eine  passende 
Mer  gewählt,  gleitet  diese  frei  in  der  Hülse  /  und  ünterlässt  man  nicht, 
VBr  jedem  Versuche  das  Papier  gut  zu  reinigen  und  frische  Dinte  in  die 
'eder  zu  saugen,  so  kann  man  mit  Sicherheit  auf  guten  Erfolg  rechnen. 
Hih  man  den  Schreibapparat  vor  dem  Loslassen  nicht  ganz  ruhig,  so 
*vl  die  Figur  infolge  der  Kreuzung  der  einzelnen  Linien  sogenannte 
^'^berangen  aufweisen ,  welche  ihr  ein  sehr  hübsches  Aussehen  verleihen, 
^t  uninteressant  ist  es  vielleicht,  zu  wissen,  dass  Tisley  eine  Curve 
**fPtpier  um  \  Mark  und  eine  auf  geschwärztem  Glase  um  2^  Mark 
»«tfarnft 
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Die  Differentialgleichungen  der  Dioptrik  oontinnirlieh 
geschichteter  Linsen   und  ihre   Anwendung  auf  die 

Dioptrik  der  Krystalllinse. 

VOD 

Prof.  Dr.  Ludwig  Matthiesren 

in  Boatock. 


Die  Formeln  der  Dioptrik  discontinnirlich  geschichteter  centrirter 
Linsensysteme  sind  längst  bekannt.  Seitdem  nnn  aber  die  mathematiBdie 
Literatur  über  die  Dioptrik  dos  mensclilichen  Anges  in  rapidem  Waeb»- 
thum  begriffen  ist,  wird  auch  das  Bedürfniss  unabweisbar,  sich  des  Pro- 
blems der  Dioptrik  von  Systemen  coutinuirlich  variabler  optischer  Dich-  1 
tigkeit  zu  bemächtigen,  also  an  erster  Stelle  der  Dioptrik  der  Krystall*  | 
linse.  Wir  wollen  deshalb  im  Folgenden  aus  den  bekannten  Formeln 
der  Dioptrik  discontinuirlich  geschichteter  Linsensysteme  ihre  Diflercntial- 
gleichnngen  herleiten ,  wobei  wir  ein  centrirtes  System  continuirlich 
variabler  brechender,  sphärischer  Flächen  voraussetzen. 

Angenommen,    es   seien  a  Flächen  zu  einem  System  verbunden,   so 
gelten  folgende  Formeln  für  die  Berechnung  der  Cardinalpunkto: 


o  \  /  I  I  I    ^  \  V  / 1  "  1    I  I    / 1  /s  •  •  •  /rt  —  I  ' '« —  I 


4)  —  «2a-2=g'a 


ö;  /a— —  - — -,    <ra  = : 

"a  —  1  Wfl  —  1 
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Zum  Verständniss  der  nachfolgenden  Analysis  wird  es  zweckmässig 
sein,  die  Bedeutung  der  Elemente  dieser  Formeln  hervorzuheben.*  Es 
bedeuten  nämlich  zunächst  fa  und  fpa  die  beiden  Brennweiten  der  letzten 
oder  a'*^"  Fläche,  r«  ihren  Krümmungsradius,  tia  den  relativen  Brechungs- 
index der  hinter  ihr  liegenden  Schicht  zu  dem  der  vorangehenden.  So- 
dann bedeuten  f  und  go  die  negative  und  positive  Brennweite  des  ganzen 
Systems,  <)p_i  die  positive  Brennweite  des  vorangehenden,  d.  h.  des 
ganzen  Systems  mit  Ausschluss  der  letzten  Fläche,  via—x  den  Abstand 
des  Scheitelpunktes  der  a^^"  Fläche  von  der  vordersten,  also  die  ganze 
Dicke  des  Systems  oder,  wenn  man  den  Scheitelpunkt  der  vordersten 
Fläche  als  Abecissenanfangspunkt  wählt,  die  Abscisse  der  a^^^  Fläche. 
Femer  bezeichnen  Z^a^a—^  and  a2a—2  die  beiden  Hauptpunktsdistanzen, 
d.  h.  resp.  den  Abstand  der  ersten  Fläche  vom  ersten  Hauptpunkte  Ha 
und  den  Abstand  der  a**""  Fläche  vom  zweiten  Hauptpunkte  Hg .  Weiter 
bedeutet  fa— i  das  Interstitium  dieser  beiden  Hauptpunkte,  endlich  d„.^\ 
den  Abstand  der  letzten  Fläche  von  der  vorletzten  und  l>a_is=«?^_j 
-f^cr2a— 4  den  Abstand  der  letzten  oder  a*'"  Fläche  von  dem  zweiten 
Hauptpunkte  des  vorangehenden  Systems. 

Die  Grösse  ifa— i  ist  nur  eine  abgekürzte  Form,  deren  Bedeutung 
aus  Formel  2)  hinlänglich  klar  wird  und  welche  sich  in  Form  einer 
Kettenbruchdeterminante  darstellen  lässt  auf  folgende  Art: 


fa- 

-V. 

,-i  +  da 

-li          <Pa'\fa-\j 

0, 

•••      ■ 

0 

-1, 

fa-i-<Pa-2  +  <^a 

-2. 

<Pa-2fa-2, 

•••     . 

0 

0, 

-1, 

A 

-2-<P/iS  +  <'o 

Si 

•..     • 

0 

0, 

• 

0, 

• 

-1, 

• 

«••     • 

...     • 

0 

• 

U,.x  = 

• 

0, 

• 

0, 

0, 

...  -1 

A- 

• 

1, 

0, 

0, 

...      • 

0 

0, 

fa-i-fPa-l+lla- 

•j. 

Va-ifa-iy 

•  •*      • 

0 

0, 

-1. 

A 

S-Va-S  +  rf« 

3' 

t  •••      • 

0 

0, 

0, 

-1, 

•  •  •           • 

0 

• 
• 

• 

• 

•  •  •           • 

• 

0, 

0, 

0, 

•  ••  ""  1- , 

A- 

■9>i  +  ^i 

Zunächst  lässt  sich  aus  den  Gleichungen  2),  5)  und  8)  die  Differen- 
tialgleichung für  die  negative  Brennweite  f  des  Systems  herleiten.  Es 
trete  zu  dem  bereits  vorhandenen  System  von  der  negativen  Brennweite 
f  eine  neue  brechende,  unendlich  nahe  Fläche  hinzu,  so  geht  f  über  in 
f+df  und  es  wird 
9)  f+df 


l\  1%  •  '•Ja 


M^M^,.,  ^a-1 


^/a+J_^  /"«+! 


*  Ludw.  Matthieseen,  Gnu 
Mathem«  Einleitung  in  die  Dk 

Z«llMhrifl  f.  MAftbMBAiUc  a.  P» 


Af«  Ma 

"«»^Alnöhteter  Linsensysteme. 
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Für  diese  nen  hinzutretende  Fläche  ist  also 

11)  fJ^Zf=ffji±l^f. ^'■+' 

and,  wenn  man  beiderseits  durch  f  dividirt, 

12)        i+y=i-/-8a)=    {•+',,. 

Dividirt  man  den  letzten  Quotienten  im  Dividenden  und  Divisor  durch 
/a-fi9  so  resultirt 

faAfX 

Für  eine  unendlich  dünne  Schicht  wird  nun  fa-\-\  unendlich  gross.  Be- 
zeichnen wir  nämlich  den  absoluten  Brechungsindex  der  vorangehenden 
Schicht  mit  n,  den  der  hinzutretenden  mit*/i  +  ^^9  so  ist  der  relative 
Index 

14)  Wa+i  = =1H , 

^  n  n 

folglich 

15)  /•,+,  = ^^,    9«+t  = ^„ . 

Deswegen  lässt  sich  die  Gleichung  13)  verwandeln  in 

,7)  ■  i-f3a)=i-"j±^ 

^f  '  /a+l 

und,  nach  /'a-f.i  aufgelöst, 

,„       j_=<) ^ 

Da  aber  auch  gemäss  15) 

1  dn 


/o  +  l  ''^a  +  1 

ist,   so  erhält  man,   indem  mau  statt  rg^i  kurz  r  und  statt  Da  die  Va- 
riable D  setzt, 

/«  +  !  f^r      fi/  +  U 

und  als  Differentialgleichung  der  negativen  Brennweite 


,9)  aa)»_?:!_J?/J!. 

\f/  r       nf  r 


Sind  also  r  und  ft  als  Functionen  von  t^  gegeben  und  lässt  sich  D  an- 
Dlhernd  bestimmen,  so  lässt  sich  ein  erster  Näherungswerth  von  /  finden. 
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^^  ^^  ^^^^^%^^^^^h^^^^^^^^.^,^^^^,^h^k^h^^S^^^^  " 


Zar  BestimmiiDg  Ton  D  lassen  sich  aber  noch  andere  DifFerentialgloich- 
nng^en  herleiten.  Vorher  aber  wollen  wir  noch  die  Grösse  Ma  in  Diffe- 
rentialen  aofidrücken.     Ans  12)  und  18)  folgt  nämlich 

In    3)    kann  man  statt  ^Sa2a^i  kurz  —a^  setzen.     Tritt  eine  neue 
FlSche   im    Abstände  dr^  hinzu,  so  wird  in  Berücksichtigung  von  20) 

21)  —  a2„_,=  — a«  =/•-.  =f-^  =  ^f 

oder 


**^  D        nf+D        nf+D  nr 

Da  nacb    1)  und  4) 

ma  setxen   iat,  so  wird,  wenn  man  der  Kürze  wegen  a^  an  die  Stelle  von 
a^^_2  setzt,  D^^a^  und  22)  geht  über  in 

da,           df               df 
23)  ^  =  — -£-== i— . 

Da   D   im   Allgemeinen  sehr  klein  gegen  f  bleibt,  so  ist  es  von  Vortheil, 
die  Gleichnng  22)  in  eine  Reihe  zu  entwickeln,  nämlich 

Femer   Iftast   sich  eine  Differentialgleichung  bezüglich   D  finden  aus  ]). 
Es  ist 

25)  />«  =  ai?-iP«^ 

oder 

Geht  man  zu  der  unendlich  nahen  Fläche  über,  so  ist 

27)  D  +  dD^dti  +  '''"^lf'"^D 

oder  gemJisa  20) 

■+f=V'+('+^)(' -''(}))■ 

Dieselbe  nimmt  nach  einer  einfachen  Keduction  folgende  Form  an: 

Da  nan  in  Berflcksicbtignng  von  7) 

^0* 


I 


^  =  1?  +  «,  —  * 

iMt ,  hfl   wird    iiiirJi   211) 

:m)  ri/^       ffi  +  da^-di^dti  —  DfdCjj  +  f 

liiif^rirl   iiiaii  t\iv.Ho.  (ilcMcliung,  so  crhftlt  man  mit  li 

nnriiiiN  rol(;t  tVw.  Ut'lation,  woilnrcli  du  IntprRti' 

iiiiiM-  in   ltoriU*kHii*liti*;iiiif;  von  24) 

Sind  /'  und  cVf  auniihornd  in  17  gogoluMi 
wj'iIIi  von  f  in  1;  dnrKtollon.  Um  wii 
VW  f*r1iithcn,  pOif  mnn  in  Formel  21  ^^ 


I/  +  I.,  ~f 

inn1li]dioii-t    luMdorNoits    mit    »^  + 
KimIh«    von    diM'  Kloinlioit  zwo" 
lind   *.   und   intopiit.      I>.i! 
«.,    in    f..      Ans   dor  (IltMii-.:: 

.1.» ' 
hndol    man    endlich   :iurl- 
1  Vm   Pioconn   diM'  h  •• 
iv!    km.'    diM.   .iasN   man    • 
l     /   auN    l«.i  . 
Mit   '  i>t  auili  >r 
Tn  kiMnv.'.t   .vis.»   .  ij 


/•^f' 


li 


••    t;'.\iUMi. 


n::;>:vi;?     Im 


.  < 


M 


*  ■    •» 


ie, 


.     N 
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der  jedeanud  yorangehendeu  Schichten  sind  beide  sehr  nahe  gleich  1 H . 

Ekidlich  sei  der  Radius  der  Vorderfläche  gleich  r,  der  der  hinteren  Fläche 
r  +  Jr,     Dann  ist 

-Ja  =_Jl^_= L^ 

•lao  nahezu 

d.  h.  der  erste  Hauptpunkt  liegt  in  der  Mitte  der  Schicht. 
Ferner  findet  man 


5^*= 


/; 

und  also  nahezu  gleich  —1.     Demzufolge  ist  auch 

d.  h.  der  zweite  Hauptpunkt  föllt  gleichfalls  in  die  Mitte  der  Schicht. 
Lisst  man  demnach  zu  einer  dünnen  brechenden  Schicht  eine  unendlich 
dünne  brechende  Schicht  hinzutreten,  so  ist  für  D  der  Näherungswerth 
^1}  anzunehmen. 

Um  diese  wichtige  Thatsache  noch  in  einer  andern  Richtung  zu  verfol- 
gen, so  wird  bei  dem  Hinzutreten  neuer  brechender  Schichten  continuir- 
lieh  Tariabeler  Elemente  das  Interstitium  z  sehr  klein  bleiben  gegen  ij 
und  0x ,  sowie  gegen  D  oder  a^ .     Gehen  wir  unter  dieser  Voraussetzung 

in  Formel  24)  ein  und  setzen  weiter  voraus,  es  bleibe  ^(y)  nahezu 
proportional  dij,  so  wird  sein 

und  nahezu  .    . 

-3«._^n7) 

indem  die  folgenden  Glieder  der  Reihe  verhältnissmässig  khnn  bleiben. 
Nimmt  man  wieder  den  relativen  Index  der  Vorderfläche  zu  dem  Medium 
•^0  glcicl^  der  Einheit  an  und  ändert  sich  die  optische  Dichtigkeit  wenig, 
ist  also  etwa 

^'^  i  gegen  1   beträclitlich  klein  bleibt,  so  wird 

—  da^  drj 

Mglicb  V+^i       V  ' 
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wobei  cUe  Oontta&te  C  yerschwindet    Dean  ist  eleo  ebenfidla 

nnd  wegen  der  Beletion  D^9l+u^ssa^  ttaeb 

^  =  «t  =  *f- 
In  dem  Torber  betraehleten  FaUe  finden  nnn  in  der  Thal  diese  Vcmnie- 
Betsnngen  nahesn  statt.  Wir  setsen  Torana,  daaa  eicb  der  Indeo:  eom* 
tinnirlicb  von  Flftdie  an  Fliehe  Teriadere,  annSdiat  von  n  an  n  +  Jm^ 
dann  im  Abataade  Jfi  am  n^idm.  Bei  dieser  Annahme  darf  man  also 
aetaen 

Han  findet  dann  weiter  ana  dw  Formel  Ar  die  negatiTe  Brennwtf te  dea 
Systems,  nimUeb 

dnrob  Einsetanng  der  Ij^etreSMiden  Wertbe 

— r«  v        « / 

/8  = TZ »     9>»  = 


^Kf)= 


leicht  die  Relationen 

^      ,      ^  1       2m 

also  wenn  man  differentiirt, 

Ans  der  Formel  24)  folgt  für  die  betrachteten  Fälle  auch  noch 

-a«,^aa,^     /i\_    df 

nnd  wenn  man  integrirt, 

Wir  werden  jetzt  von  den  Differentialgleichungen  19),  24)  und  33), 
sowie  dem  zuletzt  abgeleiteten  Theoreme  eine  wichtige  Anwendung  auf 
die  Dioptrik  der  geschichteten  Krystalllinse  der  Säugethiere,  Vögel  und 
Fische  machen,  indem  wir  im  Stande  sind,  daraus  die  Oerter  der  Car- 
dinal punkte  dieser  Linsen  zu  berechnen  und  zwar  bis  zu  jedem  beliebi- 
gen Grade  von  Genauigkeit. 

Wir  gehen  dabei  ans  von  verächiedenen ,  auf  Messungen  gestützten 
Voraussetzungen,  die  für  eine  nahe  gleichseitige  Krystalllinse ,  aUo  für 
da«  sccommoäirte  Menseben-  nnd  Tbierange,  insbesondere  aber  für  die 
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Kiystalllinfle  der  Fiscbe  giltig  sind.  Es  sind  nämlich  nach  vorliegenden 
MessQDgen  die  Krümmungsradien  der  Flächen  den  Abständen  vom  Kern- 
eentmm  proportional,  also 

36)  '•  =  ^'•0 

WO  r^  den  Krümmungsradius  der  äussersten  Fläche,  17  den  Abstand  einer 
beliebigen  Fläche  von  derselben,  ü  den  Abstand  der  äussersten  Fläche 
vom  Kemcentrum  der  Linse  bezeichnen.  Ferner  lässt  sich  der  relative 
Index  einer  beliebigen  Schicht,  bezogen  auf  den  der  äussersten  Fläche, 
ansdrücken  durch  die  parabolische  Gleichung 

37)  „=l  +  f2^ip! 

Da  in  dieser  Formel  n  für  17  =  6  den  Werth  l  +  S  annimmt,  so  bezeichnet 
1+2^  den  relativen  Index  des  Kerncentrums ,  während  der  Index  der 
äussersten  Schicht  gleich  der  Einheit  angenommen  wurde. 

Wir  suchen  zunächst  einen  Näherun gswerth  des  Integrab  der  Diffe- 
rentialgleichung 19),  also  von 


a(i)=_!ü_4L". 

\f/  r       nf   r 


Da  der  erste  Term  zur  Kochten  der  grössere  ist,  so  suchen  wir  daraus 
einen  Näherun  gswerth  von  /  und  setzen  ihn  in  den  zweiten  ein.  Es 
ist  nun 

und  weil  i  immer  verhältnissmässig  klein  bleibt  (für  die  Linse  des  mensch- 
lichen Auges  gleich  0,02545,  für  das  Auge  des  Dorsches  gleich  0,0848), 
so  kann  man  vorläufig  setzen 

n  0* 

Demnach  ist 


(f)=- 


ndr,.   i^_n5^^ 


6ri    '      f  br^ 

Di«  ConsUnto  6'  ist  gleich  Null.     Da  D  vorläufig  gleich  ^ij  zu  setzen  ist, 
so  ist  ein  genauerer  Werth 


oder 


Durch  Integration  erhält  man  hieraus 
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Hilfe  dieses  Werthes  ▼on  /  finden  wir  den  ersten  Hlhemngsiraviii 
▼on  i  ans  33)|  raniehst  mit  Vemachlissignng  der  sehr  Ueinea  CMese 

j».  Es  ist      ,,/*2d«-n»^      ^r(b-ii)ndn     ,^f^9n 


oder 


l,/»^„-5/-(-:^_«/^ 


40)  -«(>-.t)?- 


Fttr  rj»^  was  bei  kngUgen  Linsen  (FiscUinsen)  der  Fall  ist,,  wird  fc»0, 
d«  h.  die  briden  Hanptpnnkte  fdlen  stets  snsammen.  Das  Interstitinm  s 
ist  damaeh  dem  Knbns  der  Absd$se  proportionaL  Ffir  eine  i^eklisritig 
bieonrexe,  symmetrische  Linse  ist  r^^=^r^  nnd  ifesSd,  also  das  lator^ 

^d  die  beiden  Hkiften  nn|^eieh|  ist  r.  Tön  r^  nnd  b^  Ton  f|  verscüiie* 
den,  so  hat  man  nnr  nöthig,  -die  Oardinalpnnkte  jeder  Hilfte  fibr  sieh 
an  berechnen  nnd  dann  die  beiden  Systeme  an  combiniren« 

um  14  an  bestimmen,  geht  man  ndt  i  mn  in  die  Formel  S4),  sn« 
nichst  noch  mit  VemaehlMssignng  von  {*•    Man  findet 

Hebt  man  die  Brnchform  anf ,  so  resoltirt ,  wenn  in  den  Ausdrücken  der 
Kleinheit  höherer  Ordnung  a^  =  —  ^fi  gesetzt  wird, 

Durch  Integration  ergiebt  sich  hieraus 

wobei  die  Constante  des  Integrals  gleich  Null  ist.  Mittels  der  Gleichung 
35)  erhalten  wir  sofort  die  zweite  Hauptpunktsdistanz 

Durch  ^Verbindung  von  39)  und  41)  finden  wir  noch 

Für  eine  geschichtete  Kugellinse  reducirt  sich  diese  Gleichung  auf 

also  für  eine  Hälfte  derselben  auf      ,, 

«iA-4-f. 
I^^är  dieselbe  Linse  sind  die  beiden  Hauptpnnkt&d\ttl8^iii.^ii 
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Für  eine  ganze  symmetrische  Krystalllinse  findet  man  die  Hauptpunkts- 
diatansen ,  indem  man  snbstituirt  j^  =  2  6.     Dadurch  wird 

and  fSr  eine  geschichtete  Kngellinse 

—  cr^  =  6  =  «2 . 
Eb  lassen  sich  nun  die  Formeln  der  Dioptrik  der  geschichteten  Kry- 
ataOlinse  allgemein  ausdrücken  durch 

44)  -«i  =  lij  +  'fi(ij)i;+xi(n)S*+.-. 

46)  *  =  -(ti('?)  +  t>',W)£-C(,W  +  z,('j))£*-..., 

47)  r ^  =  -^0.+%m+Tü(fl)t?  +  -0- 

Die  f^nctionen  ^y  %  u.  s.  w.  sind  sämmtlich  ganze  algebraische  Func- 
tionen der  Abscisse  ri  und  es  müssen  bei  gleichseitigen  Linsen,  also  für 
r^^=r^  und  fj  =  2b  die  Functionen 

*i  iv)  +  vi  in)  1    %i  M  + 1%  (^)  ^-  8.  w. 

in  46)  den  gemeinschaftlichen  Factor  1 haben ,  wodurch  «  für  r^  =  6 


'•i 


▼enchwindet.  Dies  ist  nun  auch  in  der  That  der  Fall.  Berücksichtigt 
man  nämlich  auch  noch  die  Functionen  von  t/  mit  dem  Factor  £^  so 
erhält  man  für  das  Interstitium  den  genaueren  Werth 

«,  .=,|(,_i)j,._i[^_^(a+i)]j. 

Dieser  Werth  verschwindet  allemal,  wenn  r^=:6  ist,  und  bleibt  positiv, 
so  lange  r^  >  6  ist.  Mittels  dieses  und  eines  neuen  Näherungswerthes 
von  f  lassen  sich  abermals  genauere  Werthe  von  a^  und  »2  finden.  Für 
f  erhält  man  die  Gleichungen 

Hat  die  geschichtete  Linse  zwei  Hälften  verschiedener  Krümmungen 
und  Axen,  wobei  die  Lage  des  Kerncentrums  zu  messen  ist,  so  berech- 
net man  die  Cardinalpunkte  jeder  Hälfte  für  sich  und  combinirt  diese 
Systeme.  Ist  die  Linse  beiderseits  von  dünneren  Medien  begrenzt,  so 
combinirt  man  vorher  jede  Hälfte  mit  dem  davor  oder  dahinter  liegenden 
Medium.  Bei  der  Krystalllinse  sind  diese  Medien  das  Kammerwasser 
und  der  Glaskörper,  welche  bei  allen  Augen  nahezu  denselben  Brechungs- 
iiidex  t9if=>  1,3350  besitzen. 


.t 


S14  Die  DifferontMlglrfehiiiigeii  a«rl>l«pil&  «lau 

Ffir  die  KiyslallliiiBeii  der  Fiselie  iet  eehr  aabe  r^^mtsar^.  Dm. 
halb  wird  ihr  i^s^Sd 

Es  dfirfte  fOr  den  Leser  tob  Interesse  sein,  die  ebgdrileten  Integiale 
an  einem  speciellen  Falle  an  prüfen.  Wir  wlhlen  bieran  die  BoyataB» 
linse  dnes.  Dorscbanges.  An  den  bdden  Augen  eines  nud  desaelhsn 
Individunnis  fand  icb  dnrcb  genaue  Messungen  mit  Hilfe  dnea  Abbe- 
seben  Beftaelometen  folgende  geomelrisebe  and  eptisebe  Oottstanten: 

Krfimmnngsradins  der  Hornhaut  .....•*  gleich  18,5  lUi, 

„  der  Tord.  u.  Uat.  Linsenfliche  ,»  .4^5  „ 

Ort  der  vordermi  Linseaftlehe    ......  „  O^S     „ 

,9    des  Kemeentrams «,  4,75  „ 

^    der  hinteren  lansenflSche i,  9,0  *  ,, 

„      „    Retina .    •  „  16,5     „ 

Index  d«r  Hofnbant „  1|8770, 

„       „   Linaenhiysel „  1,8750, 

„      des  KemGentrums „  1,^60. 

Demnaeh  ist  fllr  die  Kiystalllinse  des  Doiaebes 

'     1,3760     ^'^'^ 

und  die  negative  Brennweite  in  CorticalsabstaDz 

/'=-^.  1,1144,     6  =  4,25  mm. 

Wir  berechnen  zunächst  die  Cardinalpunkte  des  Liusensystcms ,  und 
zwar  combinirt 

a)  mit  dem  Kammerwasser: 

/;  =  -  ^  =  - 141,70,     Vi  =  1.030 .  141,70  =  145,95, 

4  ^^ 
/•g  =  -  ipj  =  -  ^  1,1144  =  -  13,955. 

Hieraus  ergiebt  sich 
/•=- 12,70,    9  =  13,09,    Z>  =  4,25,    -Oj  =  3,87,   «^  =  0,38,   «  =  0,00. 

b)  mit  dem  Glaskörper: 

/•i  =  - 12,70,    g>^  =  13,09,   /g=- 145,95,    g>j,  =  141,70,    />  =  4,63. 

Man  findet  hieraus 

/•  =  —  12,00  =  —  9,     -  «8  =  0,38,     c^  =  0,00. 

Die  Hauptpunkte  coincidireu  also  auch  jetzt  noch  mit  dem  Kerncontrum. 
Die  Brennweiten  der  Hornhaut,  einerseits  von  Wasser,  andererseits  von 
Kammerwasser  begrenzt,  sind  sehr  gross,  nämlich 

/J=-.9000,     cp^c=9013. 
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¥nr  berechnen  endlich  die  Cardinalpnnkte  des  ganzen  Anges.    Es  ist 

^,  =  -  9000,    g>i  =  9013,    /i  =  -  93  =  -  12,00,     D  =  4,75. 

Dtrans  ergiebt  sich 

/=-12,0,     g)=12,0,     -«1  =  4,739,     «2  =  0,006,     «  =  0,005. 

£i  liegen  also  auch  die  beiden  Hauptpunkte  des  ganzen  Fischauges  fast 

^naa  im  Kerncentrum  der  Linse.  Der  Ort  des  zweiten  Hauptbrennpunktes 

ist  ]6«75»  und  da  der  Ort  der  Retina  gleich  16,5  durch  directe  Messung 

gefunden  wurde,  so  findet  eine  recht  gute  Uebereinstimmung  statt.     Be- 

merkenswerth  ist  der  grosse  Totalindex  der  Fischlinse;   derselbe  beträgt 

tOx  das  Auge  des  Dorsches  1,6318. 

Die  Integrale  gestatten  ebenfalls  eine  Anwendung  auf  das  mensch- 
liehe Auge  und  führen  zu  Resultaten,  welche  eine  völlige  Uebereinstim- 
mung mit  den  bestehenden  Verhältnissen  erkennen  lassen.  Für  das 
gesunde  Auge  der  Mitteljährigkeit  von  10  bis  50  Jahren  ist  nach  über- 
einstimmenden Messungen  an  sieben  Linsen 

«  =  1  +  0,02545  ^^^^tF^*. 

Legt  man  die  geometrischen  Constanten  des  Helmholtz* sehen  Auges 
im  Zustande  der  Accommodation  für  die  Ferne  zu  Grunde,  so  gelangt 
man  zu  Werthen  für  die  Oerter  der  sechs  Cardinalpnnkte,  welche  in 
der  folgenden  Tabelle  mit  früheren  Angaben  zusammengestellt  sind. 


Oerter  der  sechs  Cardinalpnnkte  des  menschlichen  Anges  bei 

Accommodation  fttr  die  Ferne. 


Listing. 

Helmholtz 

U  (1874). 

Knapp. 

Aubert. 

Mihi. 

Fl 

- 12,883 

- 13,762 

- 11,819 

-  12,279 

- 13,186 

fli 

2,176 

1,760 

2,182 

1,918 

1,809 

fii 

2,672 

2,116 

2,640 

2,390 

2,110 

Äi 

7,242 

6,966 

6,821 

6,711 

6,884 

Kt 

7,640 

7,381 

7,229 

7,183 

7,186 

Ft 

22,647 

22,884 

21,180 

21,880 

22,180 

h 

0,397 

0,866 

0,408    - 

0,472 

0,801 

Rostock,  24.  Januar  1879. 


Dia  Dantolliifl^  der  efaidmitigMi  analytisdien  Fimetioiieii 
dnreh  imeiidUelia  TtoäuttB  und  PartJalbmehreihan. 

Von 

C.  Fbshzel 


Die  von  Oavehy  {Bxerdees  de  M^äMmaUquu^  U  JII)  eingesehlageoe 
Methode  snr  Productentwiekelimg  eindeutiger  analytiseher  Functionen  mit 
gegebenen  Nnll-  nnd  ünendlicbkmtspankton  flilirt  bekanntlieh  sn  dem 
Beraltet  (TOfgl.  KSnigeberger,  Vorleanngen  über  die  Theorie  der  elfip- 
tisehen  Fnnetionen,  12.  YorL),  dass  sieh  jede  solche  Function  f{u)  dar- 
eteBen  Utet  in  der  Form 


'"'-^■U(r^'''-^ 


dabei  bezeichnen 

^19  ^21  •••  und  «1,  cTg,  ...  die  Ton  Null  verBcbiedenen  Null-  und  Unend- 

lichkeitspnnkte  der  Function  f{u)y 

iitj ,  m, ,  ...  und  »1 ,  /f^ ,  ...  die    betreffenden    Ordnungen    des    Null  -    und 

Unendlichwerdens , 
m  die  Ordnungszahl  von  f{u)  im  Punkte  u=0, 

endlich  stellt  ü  eine  Function  von  u  dar,  die  entweder  eine  rationale 
oder  transcendente  ganze  Function  ist,  d.  h.  eine  Potenzreihe  von  u  mit 
einer  endlichen  oder  unendlichen  Anzahl  von  Gliedern. 

Für  den  sowohl  bei  den  Kreisfnnctionen ,  als  auch  bei  den  ellipti- 
schen Functionen  eintretenden  Fall,  dass  sich  die  Null-  und  Unendlich- 
keitsstellen bis  in  das  unendlich  ferne  Gebiet  der  Ebene  des  Arguments 
hineinziehen,  hängen  die  Coefficienten  dieser  ganzen  Function  U  wesent- 
lich von  dem  Gesetze  ab,  nach  welchem  die  einzelnen  Factoren  des  un- 
endlichen Products  miteinander  multiplicirt  werden,  sie  nehmen  andere 
Werthe  an ,  sobald  die  Reihenfolge  der  Factoren  geändert  wird ;  das  un- 
endUche  Product  aelbat^  abgesehen  von  dem  Facloi  e^^  \«t  \\i  dve&ein 
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•*AM(MWWWWW^^^^«^(^k«S^A^i««^^>««^«^^< 


Falle  im  Allgemeinen   nar  bei  ganz   bestimmten  Aufeinanderfolgen   der 
Faetoren  convergent.     Es  kann  daher  auch  der  obige  Ausdruck  der  Func- 
tion f{u)  nur  als  der  Grenz werth  einer  gewissen  analytischen  Function, 
jedoch  nicht  als  ein  schon  fertiges  analytisches  Gebilde  betrachtet  werden. 
Wie  dieser   formale  Uebelstand  jenes  Ausdruckes  zu  beseitigen  ist, 
hat  Herr  Weierstrass  in  seiner  Abhandlung  „Zur  Theorie  der  eindeu- 
tigen analytischen  Functionen^'   (Abhandlungen   der  mathem.  Classe  der 
kSnigl.  Akademie   der  Wissenschaften   zu   Berlin,   Jahrg.  1876)   gezeigt. 
Um  das  Resultat  dieser   Untersuchung,   so  weit    dasselbe  auf  die   hier 
an  betrachtenden  Functionen  Bezug  hat,  angeben  zu  können,  beschränken 
wir  uns   auf  solche  Functionen,    die   für  keinen   endlichen   Werth   des 
Argaments  unendlich  gross  werden ;  Functionen ,  die  im  Endlichen  sowohl 
Noll-  als  auch   Unendlichkeitspunkte  besitzen,   lassen   sich  alsdann  als 
Qootienten  zweier  Functionen  dieser  letzten  Art  darstellen. 

Es  sei  demgemäss  f(u)  eine  für  alle  endlichen  Werthe  des  Argu- 
nients  endliche,  eindeutige  und  stetige  analytische  Function ,  deren  Null- 
punkte 

Oj,  Ag,  ...   die  Ordnungszahlen  m^^  m^t  ... 

besitzen  mögen ;  ist  auch  der  Punkt  u  =  0  ein  Nullpunkt  von  f{u) ,  so 
möge  dessen  Ordnungszahl  mit  m  bezeichnet  werden.  Sind  nun  diese 
Nullatellen  so  beschaffen,  dass  die  aus  denselben  gebildete  unendliche 
Beihe 

2''^'     ^  =  1.2,...  00 


^Z 


fär  gewisse  ganzzahlige  Werthe  von  n  unbedingt  convergirt,  und  ist  v 
die  kleinste  dieser  Zahlen  n,  so  lässt  sich  nach  Herrn  Wei erst rass  die 
Function  /(u)  darstellen  durch  das  unendliche,  unbedingt  convergente 
Product 


^(„)  =  ,^,., .  „«  JJ   (l  -  ;|i)  e^'  "  ^^  ^ 


Ar  =  l,  2,  ...  00, 

wo  ^{u)  eine  ganze  Function  von  u  oder  eine  beständig  convergente 
Potenzreihe  ist. 

Im  Folgenden  soll  nun  eine  Herleitung  dieser  Entwickelung  auf 
Grund  der  C au chy* sehen  Methode  gegeben  werden.  Es  wird  dazu  nur 
einer  geringen  Modification  des  gewöhnlich  eingeschlagenen  Verfahrens 
bedürfen,  welche  im  Wesentlichen  darauf  beruht,  dass  wir  erst  durch 
eine  beliebige  Curve  eine  endliche  Anzahl  von  Nullpunkten  absondern 
und  dann  diese  Curve  nach  einem  willkürlichen  Gesetz  ins  Unendliche 
rücken  lassen. 

Sodann  soll  die  ebenfalls  von  Cauchy  herrührende  Methode  der 
Partialbmchentwickelung  einer  eindeutigen  analytischen  Function  einer 
ähnlichen   ModiBcation    unterworfen   werden,    welche  bcmVtVLl^   &«a^    ^\^ 


ftllgeBteiBiteB  rnuäyüa^ta  Audrsek  ftlr  die  gsfoiderte  Fnnetioii  infttal- 
1«B.  DbM  IcSitBeB  tm  niu  «nf  dea  FbII  bMebrlokm,  da«  sioh  di« 
B«ibe  dar  NdDpankto  bat  b  du  nsondlielM  UaaiBWfltrwfct;  itmn  dar 
aUgemrimata  aufytiMh»  AwdriML  für  ^«  etndmtigB  Fsnedsa  siit  d«i 
N  im  ÜMdSnlnn  Uegwadn  N«Upniikt«B  a^,  o,,  ...  «^  irt  nfa^^  dn 
BatMi  lY 

-■(-^r-('-r-(-ä-' 

fftlls  keine  der  GrSBBen  a,,  a^,  ...  0.  gleich  Hnll  ist,  nnd 

-'— •(•-r.r-C'-^)'"' 

falls  auch  der  Pankt  ti  =  0  ein  Nnllpnnkt  der  in  Rede  stehenden  Func-    , 
tion  ist.     Denken  wir  nns  die  Punkte  Sj,  Oj,  ...  nach  der  GrSsae  ihrer 
Hodnln  oder  abaolnten  Betritge  geordnet,  so  daaa 

Kl<l«.l<l",l<- 

ist  (wo  allgemein  {aj(|  =  r  ist,  falls  at  =  r.£''),  so  können  wir  dem- 
gendsB  Toranseetsen ,  dasa 

/im  I  o,  I  ^  00 

ist 

E«  sei  nun  a^  irgend  einer  der  Nollpnnkte  ",,  Hj,  .-.;  ilann  ist  äif. 
Function  /(e)  in  der  Umgebung  des  Punktes  r^^fi  entwicknlbar  in  eine 
Reihe  von  der  Fonn 

1)  /'(p)  =  (,-«i)-tJ^»  +  ^i(p_tt4)  +  r*(r-«*)'  +  ---!. 

mithin 
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AHB  diesen  beiden  S&tzen  ergicbt  sich,  indem  wir  f{v)=il  setzen, 
der  folgende: 

Satz  III.  Bezeichnet  u  einen  beliebigen  Pnnkt  innerhalb  einer  ein- 
fmeh  geschlossenen  Cnrve  s^  nnd  m  eine  ganze  Zahl,  so  ist 

^         '  (2711,      „     m  =  — 1  ist 

8 

Schliesslich  werden  wir  noch  von  einem  vierten  Satze  Gebrauch 
machen,  zu  dem  man  durch  folgende  Betrachtung  gelangt. 

'Es  seien  f{ü)  und  F(u)  zwei  für  alle  endlichen  Werthe  des  Argu- 
ments II  eindeutige  und  reguläre  Functionen  von  u ,  die  sämmtliche  Null- 
and  Unendlichkeitspunkte  gemein  haben;  dann  ist  der  Quotient 

eine  eindeutige  Function  von  t/,  die  im  Endlichen  tiberall  stetig  und  von 
0  verschieden  ist.     Bilden  wir  die  logarithmische  Ableitung 

so  stellt  dieselbe  eine  eindeutige  Function  dar,  die  im  Endlichen  allent- 
balben  eindeutig  und  stetig  ist,  die  also  im  Endlichen  nirgends  unend- 
lich gross  wird,  während  sie  im  Allgemeinen  an  gewissen  Stellen  ver- 
schwinden wird.  Diese  Function  fjf^u)  ist  demnach  entweder  eine  ganze 
Function  oder  eine  Function  vom  Charakter  einer  ganzen  Function,  d.  h. 
eine  beständig  convergente  Potenzreihe.  Verstehen  wir  demgemäss  unter 
^(tf)   eine  derartige  Function,   so  folgt  aus  der  letzten  Gleichung  rück- 

^*^  Z(«)  =  «^^''\  mitbin  F(w)  =  cV' («)./■(«), 

d.  h«  in  Worten: 

Satz  IV.  Zwei  für  alle  endlichen  Werthe  des  Arguments  eindeutige 
und  reguläre  Functionen,  welche  sämmtliche  Null-  und  Unendlichkeits- 
punkte in  gleicher  Ordnung  gemein  haben,  können  sich  nur  durch  einen 
Factor  von  der  Form  eV'C«)  unterscheiden,  wo  t>;(M)  eine  ganze  Function 
oder  eine  Function  vom  Charakter  einer  ganzen  Function  bezeichnet. 

Es  ist  bei  diesem  Satze  besonderes  Gewicht  darauf  zu  legen,  dass 
die  beiden  Functionen  F{ü)  und  f{u)  nur  für  endliche  Werthe  des  Argu- 
ments die  verlangte  Eigenschaft  zu  besitzen  brauchen;  wie  sie  sich  im 
Unendlichen  verhalten,  ob  sie  daselbst  überhaupt  definirt  sind,  kommt 
hierbei  gar  nicht  in  Betracht. 


§  1.    Die  Produotentwiokelung  der  eindeutigen  analjrtisohen  Functionen. 

Wir  verstehen  in  diesem  Paragraphen  unter /*((<)  eine  eindeutige 
analytische  Function,  die  für  endliche  Werthe  von  u  allent- 
halben   enillich   und  stetig  iat^   die  also  im  EndV\e\\e\i  VL^vti^w  VSw- 
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WO  ^=^|^^~^|         ^  ^wd  wo  femer  It  ein  Prodnct  bezeichnet,  wel* 

dies  nch  nor  anf  die  von  0  ▼erschiedenen  Punkte  0^  innerhalb  s  besieht. 
Die  letstere  Form  von  f{u)  nmfaast  auch  die  ▼orhergehende,  falb  wir 
nnter  m  irgend  eine  positive  ganse  Zahl|  ind.  0,  verstehen;  wir  brauchen 
uns  daher  nnr  mit  dieser  Form  weiter  zu  beschäftigen. 

Nehmen  wir  nnn  den  Contonr  #  bereits  so  gross  an,  dass  der  ab- 
solute Betrag  von  u  kleiner  sd,  als  der  absolute- Betrag  jedes  Band- 
punktes V  des  Contours,  so  können  wir  den  Lpgarithmus  von  1 nach 

stdgenden  Potenien  von  ^  entwickehi  und  erhalten 


2»<4'     nj  f(v)  r-- 


Die  Function  77~^*;3i  nnter  dem  Integrakdchen  wird  unendlich  gross 

nur  für  9  =  0  und  fOr  sSmmtliche  von  0  verschiedene  Nullpunkte  Ok  von 
f{v)l  wir  können  demnach  sufolge  des  Cauchy'schen  Satzes  II  folgende 
Zerlegung  eintreten  lassen: 

1  rm^f^j.  rm^.  JL  V*/*^^^ 

8  (0)  (a^) 

wo  sich  das  Zeichen  ^,k  auf  sämmtliche  von  0  verschiedene  Punkte  aj^ 

innerhalb  s  bezieht 

Zur  Behandlung  des   ersten   dieser  beiden  Integrale  entwickeln  wir 

-r—r  in  der  Umgebung  des  Punktes  r  =  0 ;  es  sei  daselbst 

2)  f(^v)^v'^\A  +  ^v+Ä'v^  +  .,.U     m>0, 

dann  wird 

und  somit  nach  Satz  III 

2itiJ  f(v)  ü» 
(0) 

Zur  Behandlung  des  zweiten  Integrals  erinnern  wir  uns  daran ,  dass 

nach  der  Entwickelung  1')  die  Function  -rf\  in  der  Umgebung  des 
Punktes  f  =  aib  die  Form  besitzt 


+  AW, 


^o  A(t')  in  der  Umgebung  des  Punktes  ai^  stetig  ist;   daher  wird  nach 
Satz  I  und  III 


f 


^80 
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^      /*rW  dv  _    \     p  m^     dv ^mk 

Fassen  wir  die  beiden   znletzt  erhaltenen  Resaltate  zneammen,   so 
ergebt  sich 

wo  fl<«~'>  den  Coefficienten  von  c"~^  in  der  Entwickelnng  der  Function 
'fj-^K  nach  steigenden  Potenzen  von  v  darstellt.     Demnach  wird 

^o  sich  die  Zeichen  11'  und  E'  auf  sämmtliche  von  0  verschiedene  Null- 
punkte der  Function  f{tt)  beziehen,  die  sich  innerhalb  des  Gontours  s 
befinden. 

Lassen  wir  nun  diesen  Contour  s  nach  einem  willkürlichen 
Oesetz  immer  grösser  und  grösser,  schliesslich  unendlich  gross  werden, 
doch  so,  dass  er  niemals  durch  einen  der  Punkte  a^,  a^^  ...  hindurch- 
geht, und  femer  so,  dass  allmälig  sämmtliche  Punkte  desselben  in  das 
Unendliche  rücken,  so  wird  an  der  für  f{ii)  entwickelten  Formel  vor- 
Unfig  Nichts  geändert,  nur  dass  jetzt  JI'  und  Z'  unendliche  Producte 
und  Summen  bedeuten,  die  jedoch  immer  in  demselben  Umfange 
SU  nehmen  sind. 

Ist  insbesondere  die  Reihe  der  Nullstellen  0|,  a^^  ...  so  beschaffen, 
dass  für  eine  bestimmte  positive  ganze  Zahl  v  die  Reihe  der  absoluten 
Beträge 

einen   endlichen   Werth  hat,    so    sind  sämmtliche  Summen    ^/ -rr   für 

k 

n  5  V  unbedingt  convergent.  Sondern  wir  daher  von  ü  denjenigen  Be- 
standtheil  ab,  der  für  sich  allein  eine  unbedingt  convergente  Potenzreihe 
giebt,  und  bezeichnen  wir  diesen  Bestandtheil  mit  t(;(t/),  so  erhalten  wir 

1  * 

and  folglich 


1 


fl" 
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WO  JET  gemm  dieselbe  Bedeittiuig  und  densdben  UnfMiig  bat,  wie  das  in 
dem  Anadnieke  f&r  f(u)  bereits  voxbandene  Preduelseidmiu  Da  nun  fr(«) 
unbedingt  eonyeTgirt  nnd  somit  der  Factor  e^<*)  keinen  Ji^flnss  «nf  die 
ConTergens  des  nnendHdiai  Prodn<rtes  flir  f(u)  beben  kann,  so  kSnnen 
wir  diesen  Faetor  gans  von  dem  nnendliebmi  Prodnet  absondern  und 
erbalten  alsdann  scbliesslidi,  indem  wir  nns  nodi  den  constanten  Faetor 
C  in  den  Es^onentialfiietor  mit  anfgenommmi  denken,  ftr  f(u)  den  fol- 
genden Ansdmck: 


3)        /(ti)  =  ^<^ 


-trl(-4)>'-^t-  -^•- 


Ist  die  Function  f{u)  gegeben  nnd  bandelt  es  sieb  darum,  dieselbe 
durcb  dn  nnendlicbes  Produet  darsustdien,  so  wird  ^(«)  eine  Tollkom- 
men  bestimmte  g«Die  (rationale  oder  transeendente)  Function  von  m  sein» 
Handelt  es  neb  jedoeb  darum,  doi  allg«neinirteB  Ausdruck  einer  dm* 
deutigen  analytiseben  Function  mit  den  gegebmtt  Nullstellen  «i,  «!,*•.. 
au&ustdlen,  so  werden  wir  unter  nfß{u)  eine  wülkttrlicbe  ganae  Function 
lu  Yoiateben  beben  und  die  Formel  3)  wird  alsdann  sufolge  des  Satses  IV 
den  allgemdnsken  analytiseben  Ausdruck  flIr  die  yerlangte  Function  dar- 
stellea. 

§  2.    Beispiele  lur  Ptoduetentwickelung. 

Das  einfachste  Beispiel  für  die  in  §  1  betrachteten  Functionen  bieten 
uns  die  trigonometrischen  Functionen  Sinns  und  Cosinus  dar. 
Die  Function  sm{jtu)  hat  die  Nullpunkte  erster  Ordnung 

0,   +1,   ±2,  ...; 

.     1 
ihre  Productentwickelung    besitzt  daher,    da   hier  die  Reihe     ^^k 

=  2^^*-—  bereits  für  n>2  unbedingt  convergirt  und  somit  in  der  For- 
mel 3),  §  1,  v  =  2  angenommen  werden  kann,  die  Form 

sin {nu)  =  eV'C«) .  u JY'  j^l  - 1-)  e *|  =  eV'C) .s(u), 
wo  s{u)  zur  Abkürzung  gesetzt  ist  für  das  über  sämmtliche  ganze  Zahlen 
k  hinzuerstreckende  Prodnet  "•  /  /    j(l"~"r)^  c»   ^^^  ^^  ferner  ^{u) 

eine   gewisse   (rationale  oder  transeendente)   ganze  Function  von   {/  be- 
deutet. 

Es  handelt  sich  darum,  diese  Function  ^(u)  zu  bestimmen.  Zu  dem 
Zwecke  werden  wir  noth  mehrere  Eigenschaften  der  Sinns -Function  als 
^e^eben  annehmen  müssen,  nXmlich  die  folgenden : 


a" 
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1.  Die  Fnnction  sin{nu)   ist  eine  einfach   periodische  Function 
mit  der  primitiven  Periode  2; 

2.  die  Fanetion  sin{Tcu)  ist  eine  ungerade  Function; 

3.  es  ist  der  Grenzwerth 


[sin{nu)'\ 


0 


oder  anders  ausgedrückt:   in  der  Entwickelnng  der  Function 
sin  {n  u)  in  der  Umgebung  des  Punktes  ti  =  0 

sin (nü)  =  u{A  +  Äu  +  Ä't^  +  • .  •) 
hat  der  Coefficient  A  den  Weg  n. 
Differentiiren  wir  zunächst  den  Ausdruck 


•M-]7'!('-f) 


T 


logiritbmisch  nach  u,  was  bei  der  unbedingten  Convergonz  dieses  unend 
lieben  Products  erlaubt  ist,  so  ergiebt  sich 

s 


(«)      M      ^    Xu  —  k^ky 

—  OD 


auf   der   rechten   Seite   dieser  Gleichung  wird   nur  die  Anordnung  der 
Glieder  ein  wenig  geändert,  wenn  wir  u  durch  t/-|-l  ersetzen,  mithin  ist 

und  somit  zufolge  der  ersten  und  zweiten  Eigenschaft  der  Function 
'^('*")  tf;>  +  l)  =  V(M), 

d.  C  die  Function  '^'{u)  hat  die  Periode  1.  Nun  ist  aber  V(<0  ^iQO 
ganze  Function ,  die  im  Endlichen  nirgends  unendlich  wird ;  folglich  kann 
sie  ihrer  Periodicität  wegen  auch  im  Unendlichen  nicht  unendlich  gross 
werden,  d.  h.  ^'(u)  ist  eine  Constante,  folglich 

und  somit,  wenn  wir  eß ^^  A  setzen: 

sin  {nu)t=Ae^**.s  (m). 

Aus  der  Darstellung  der  Function  s{u)  als  unendliches  Froduct  folgt 
unmittelbar,  dass  s(u)  eine  ungerade  Function  ist.  Vertauschen  wir  daher 
in  der  letzten  Gleichung  u  mit  —  t/,  so  erhalten  wir 

sin{7cü)=  Ac^^**,  s(m), 
d.  h.  es  muss 

c^^rire-«"  oder  e^«"  =  l 

sein  für  jedweden  Werth  von  u]  dies  ist  natürlich  nur  möglich,  wenn 
0  =  0  ist,  folglich  wird  

sin{7tu)  =  A.s{u)  =r  Au  .  JJ'  ifl  -j)e^. 

Um  endlich  noch  den  Factor  A  zu  bestimmen,  benutzen  wir  die 
dritte  Eigenschaft: 
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and  eriiatteB  dadueb  itfas;  es  wird  draiiiMh  «Ai(»tf)  itAtÜÜr  imA 
foIgmidM  unbedingt  eonTetgente  onendHehe  Ptodoet  datgettallt  mSnz 


j,  ^(..,_ITJ(,_j|j).rö}. 


1)  sin{nu)^nu 

Bbenso  wttrdeii  wir  eribditeii 


Jedes  dieser  beiden  unendliehen  throduete  ist  imbediiigt  eoiiTeigeiiti  Hefeit 
also  stets  denseHiea  Werth,  in  weldier  Beihenf olge  wb  aaeh  die  gaoaen 
Zahlen  k  anfainander  folgen  lassen.  Am  ein&ebsten  ist  es«  in  dem 
Prodnet  ftr  $in{nu)  nach  Ar  von  ^n  bis  +ii,  in  dem  Prodnet  ftr  cos (««) 
naeb  k  von  —  (n-i-l)  hw  +n  ma  mnltipHeirmi  nnd  dann  m  nnendÜdi 
gross  werden  m  lassen;  dabei  beben  irieh  bereits  in  den  endKdien  Pko- 
dneten  die  Esponeniiallbetoren  gegenseitig  anf  nnd  wir  erbalten 

Diese  Prodnete  rind  niebt  mebr  unbedingt  conTergefit;  es  ist  BMit 
erlaubt,  sie  sehleebtidn  als  nnendliehe  Prodnete  ansnsehen,  die  sieh  tfber 
alle  ganssabligen  Werthe  von  k  nm  —  oo  bis  +  ^  erstreeken.  Nehmen 
wir  z.  B.  in  dem  Prodnet  für  cos(7tu)  die  Factorenanordnung 


'^.-U:,^'-^^' 


lim 

n 


wo  p  eine  positive  ganze  Zahl  bedentet,  so  erhalten  wir  hierftir  den 
Werth  e~ *•'*'.  ro5(wii),  wo  Igp  den  reellen  Werth  des  Logarithmus  be- 
deutet.    In  der  That  folgt  aus  Gleichung  2) 


cos{nu)=,  lim     1  li(l-__J.e  «=«-("+o*+ 
oder,  da  "=- 4«*i)  ^       *+*^ 

>Jtr— ^= r-l —rA -^  +  .  . . + 


n  +  i^»  +  i^'"^^  .  2(p-l)n  +  l 

^T A 


folglich 


n 
,  ^        1  ,.     ^'^"l  1 

n 
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^^^^^^^^^m 


ist,  und  da  dieser  Grenzwerth  zufolge  der  Definition  des  bestimmten  In- 
tegrals ab  eine  anendliche  Snmme  unendlich  kleiner  Grössen  gleich  dem 
auf  geradem  Wege  genommenen  Integral 

'  dx 


y'dx 
X 


w.  z.  b.  w. 


1 
d.  h.  gleich  dem  reellen  Logarithmns  von  p  ist: 

4)  cos{7tu)  =  e'''ffP.  lim     TT*  ( 1 -- -i!-- ) , 

Ab  zweites  Beispiel  zur  ProductentVickelnng  betrachten  wir  die 
Jacob  fachen  Theta-  oder  auch  die  Wei  erst  rassischen  Sigmafunctio- 
neu.  Es  sind  dies  ebenfalls  eindeutige  analytische  Functionen,  die  für 
endliche  Werthe  des  Arguments  u  nirgends  unendlich  gross  werden ;  ihre 
Nullpunkte  sind  sfimmtlich  von  der  ersten  Ordnung  und  besitzen  die  Form 

wo  a,  6,  c  beliebige  complexe  Grössen  sind,  von  denen  a  und  b  kein 
reelles  Verhältniss  haben  dürfen,  und  wo  ferner  m  und  n  alle  positiven 
und  negativen  ganzen  Zahlen  durchlaufen.  Die  aus  diesen  Nullstellen 
gebildeten  Reihen 


r« 


a? 


k 

sind,  wie  u.  A.  Eisenstein  (in  Crelle's  Journal,  Bd.  35  S.  153  flg.) 
bewiesen  hat,  unbedingt  convergent  für  »^3;  daher  können  wir  in 
unserer  allgemeinen  Productentwickelung  y  =  3  annehmen  und  wir  erhal- 
ten somit  als  allgemeinste  Form  für  die  in  Bede  stehenden  Functionen 
das  folgende,  unbedingt  convergente  unendliche  Product: 

wo  f  =  l  oder  =0  ist,  je  nachdem  der  Punkt  t/c=0  ein  Nullpunkt  der 
Function  ist  oder  nicht. 

Führen  wir  statt  a  und  b  die  Bezeichnungen  2  od  und  2  <o  ein  (denen 
die  Jacob  loschen  Bezeichnungen  2K  und  2iK'  entsprechen  würden)  und 
betrachten  wir  insbesondere  diejenigen  eindeutigen  analytischen  Functio- 
nen, deren  Nullpunkte  von  der  ersten  Ordnung  sind  und  die  Form  be- 
sitzen 

w  =  2mc»  +  2wo>', 

so  wird  die  einfachste  unter  diesen  Functionen  die  folgende  sein: 
5)      A  •(«)"■  ^+^(-)' 


SSO       Dto  DtitlellttDg  der  «iadeiitigan  msiaijL  Ftortiittiii 


Umlkli  «i«  frtiMK  bd  dar  Fnaotion  «««(«tt),-  iadam  w&r  rtiiildMl  thwi4» 
bofcannteii  Fnnetbndgleiehwig  dar  G«piMftm.i«faw» 

Qebnweh  awdbea,  Mis  der ^h 
11^  f(«-l)-»'.K«) 

Setsea  wir  nur  AUttzanng 


18)  »<«)-JJj(l+l)*"^' 


»  _ 


14)  yW«^«-^.9W  Hu 

ktf  so  erludlstt  wir  terek  hMaMHuiteh« Difinmitifttioii  fibr  ^^^ Mmmu- 
bediogl  oonveiqgeiite  Partfauinielirdhe 


«ad  Uertoi 


2 
41^ 


»(«-!)  ^^J       1  II 


Sdureiben  wir  uns  beide  Summeii  ezplie)to  liiBi  so  geben  wir  eoforl,  de« 

ist;  mithin  wird  ^("-^>      ^       ^^"^ 

15)  qf{u^l)^C.u.q>{ü) 

sein,   wo  C  eine  Constante  bezeichnet.     Der  Werth  dieser  Constanten 
lässt  sich  leicht  angeben.     Offenbar  ist  9(0)  =  ],  mithin 

L  M  Ji.=0 

oder,  da 

.(>+-)r-.(.+--iI) 

iBt,  80  wird 

folglich,  wenn  wir  statt  C  eine  neue  Constante  M  einführen   durch  die 
Gleichang 

16)  C=e*, 

d.  h. 

17)  M  =^-  ^  -  /p(l  +  ^)|  =  0,5772156649 . . . ; 


»— i: 

e     * 
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r^.^^^^^^^^. 


lim   ^^'-=0,      lim   "^'1=0, 

lim  ^  -=-,     lim  ^  -i  =  "^i 

wo  ^  und  1}'  die  Bedeutang  haben 

-.  a(o>)  .     ö(o)') 

Snbstitoiren  wir  diese  Werthe  in  obige  Gleichungen,  so  erhalten  wir 

8)  %^{u,q)=^Ae   ^".«(ti),    ^,(«,p)=:«c" *"•<»(«). 

SO  dass  sich  also  die  Jacob  lösche  Thetafanction  mit  dem  Index  1  von 
der  Weierstrass'schen  Function  a(\i)  im  Wesentlichen  nur  durch  einen 
Ezponentialfactor  von  der  Form  e'"'  unterscheidet.  Aehnlich  vorhält  es 
sieh  mit  den  übrigen  Theta-  und  Sigmafunctionen. 

Als  drittes  Beispiel  endlich  betrachten  wir  die  Lege ndre* sehe 
Fanction  r{u)^  die  für  reelle  positive  Werthe  von  xi  durch  das  Euler^sche 
Integral  zweiter  Gattung 

OD 

9)  r(M)=/a:''-'c-'rfx 

• 

definirt    ist.      Wir    wollen   diese   Function   auch   für  beliebige   comploxe 

Werthe  des  Arguments  definiren,  indem  wir  sie  als  allgemeine  analytische 

Function  mit  gegebenen  singulare^  Punkten  ansehen. 

Die    Function    r(u)    besitzt    bekanntlich    die    Unendlichkeitspunkte 

erster  Ordnung   tiB=0,  — 1,  —2,  ...,   und  ist  sonst  allenthalben  stetig 

und  von  Null  verschieden.     Bezeichnen  wir  den  reciproken  Werth  von 

/^(tf  +  I)?  den  Herr  Weierstrafs  die  Factorielle  von  u  nennt  und  mit 

Fc{u)  bezeichnet  (Crelle's  Journal,  Bd.  51),  mit 

SO  ist  dies  eine  eindeutige  analytische  Function  von  ti,  die  für  alle  end- 
lichen Werthe  von  u  allenthalben  endlich  und  stetig  ist  und  die  in  den 
'Punkten   m  =  — 1,-2,  —3,  ...    in   der   ersten  Ordnung   verschwindet; 
ihr  analytischer  Ausdruck  muss  daher  nach  §  1  die  Form  besitzen 

11)  y(«)  =  c*<»).Jjj(n-j)r^ 

wo  sich  das  Zeichen  f  f    auf  alle  von  0  verschiedenen  positiven  ganzen 

Zahlen  k  bezieht. 

Es  handelt  sich  darum,  die  ganze  Function  '^(u)  so  zu  bestimmen, 

ylu)  identisch  wird  mit  -=r-, — r-rr.      Zu   dem  Zwecke  verfahren  wir 


Die '  DafstaUtiiig  der  eindealigen  eaelyt  FvoetioaeB  elo^ 


§  3.    Bie  ParttaUnriielieiitwiekebuig  dar  eiadeeligen  ualyttodbflii 

Wir  verstehen  in  diesem  Pamgraplien  nniw /*(tf)  eine  eindeutige 
analytisclie  Fnnetion,  die  im  Sndliehen  nur  polate  odei^ 
ansserwesentliehe  singnlftre  Stellen  besitst,  sonst  aber 
allenthalben  endlieh  und  stetig  i8t|  das  Verhalten  deiselben  für 
anendlich  grosse  Werthe  des  Arguments  soll  yorlftnfig  wieder  aasaer 
Betracht  gelassen  verden. 

Bs  tmeoL 
o^,  0^,  ...  £e  ünendHchkeitspnnkte  ron  /(ti)y 

|ft^,  14,  ...  die  Ordnungen  des  ünendlichw^ens  in  diesen  Pnnkten. 
Denken  wir  uns  nun  wieder  durch  einstk  einfach  geschlossenen  Contoar  s; 
der  jedoch  durch  keinen  dieser  UnendKchkeitspunkte  hindurchgdit,  rin 
einfiich  yisamyaihMngOTdes  FUchmistfick  ai^;e6ondert,.  so  fat  nach  dem 
Cauchy' sehen  Sats  11  der  Werth  der  Funsen  f(u)  in  mnem  beliebigen 
Punkte  u  innerhalb  dieses  Contouis  gegeben  durdi  die  Formel 

> 

wo  sich  das  Summenseichen  auf  sSmmtliche  im  Innern  von  $  befindliche 

Unendlichkeitspunkte  a  bezieht. 

Um  das  über  die  natürliche  Begrenzung  von  a^  in  positiver  Bichtung 

zu   erstreckende  Integral    /    aoszawerthen ,    entwickeln  wir  die  Function 

f(v)    in   der  Umgebung  des  Panktes   Ok]    diese  Entwickelang  wird   die 
Form  besitzen 

Zufolge  dieser  Entwickelung  wird 

1      rf(v)dv_    1      r  F(iD)  df> 
2niJ     v  —  u   ^27tiJ  {y  —  auTk' 
K)  («*) 

wo  F{p)  zur  Abkürzung  gesetzt  ist  ftir 

F(v\  =  ^'^  +  ^'>'(^-^^k)  +  '" 

V  —  u 

Diese  Function  F(v)  ist  in  der  Umgebung  des  Punktes  v=:ak  endlich 
und  stetig,  mithin  wird  nach  dem  Cauchy' sehen  Satze  I 
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oder,   wie  sich  darch  wiederholte  Differentiation  von  F(v)  nach  v  leicht 
ergiebt, 

2 

(«*) 
und  aomit 


8 

Das  Randintegral  zerlegen  wir  mit  Hilfe  der  Identität 

1    _1       w       1 


C— M         C  V     t)—U 

in  folgende  zwei  Integrale: 

8  8  8 

▼on  denen  wir  zunächst  das  erste  weiter  behandeln. 

Die  Function  -^^ —  wird,  mag  nun  der  Punkt  r=0  mit  zu  den  Un- 

V 

endlichkeitspunkten  der  Function  f(e)  gehören  oder  nicht,  od  für  t>=0 
und  ftir  die  von  0  verschiedenen  Unendlichkeitspunkte  ok  der  Function 
/(e);  es  ist  demnach  unter  der  Voraussetzung,  dass  der  Contour  s  den 
Punkt  o:=0  bereits  einschliesst ,  nach  Satz  II 

8  (0)  (a^) 

In  der  Umgebung  des  Punktes  &  =  0  ist  nun  f(v)  entwickolbar  in  eine 
Keihe  von  der  Form 

2)  /-(«)  =  !  {A  +  A'r  +  A'V+...}, 

WO  fi  =  0  ist,  wenn  i;  =  0  ein  neutraler  Punkt,  und  fi>0,  wenn  y  =  0 
ein  Unendlichkeitspunkt  von   f(y)  ist;  mithin  wird  nach  Satz  III 

Um  femer  das  über  die  natürliche  Begrenzung  von  a^  genommene  In- 
tegral  zu   berechnen,   bemerken   wir,   dass   nach   1)  die  Entwickelungcn 

von  f(jp)  und  —  die  Form  besitzen 


/ 


V 

1 


P       Ojt  i- (i^  —  trjt)       ak         a*k  OfTk 


3S4       Die  Dftfstenung  A»  efaidev^;eii  sadyt  VvasMmmk  ele. 

mltiflidfea  wir  diesa  beidm  BeSieii  oiitelaMicIery  m  «lUltea  vir  IIb 

1  ffß) 

den  Coeflideiiteii  ▼ob  — •. —  in  d«r  Beihenentwiekehing  der  Fnneftkm  ^-^ 

folgenden  Anedmek: 
fol^eh  wird  fibr  ««4:0 


nnd  (Mnnit 


^  Af*"^ 


^>-.-2.*.JA«-2^^.(-l)»^j. 


f 

Nnn  war  dna  sn  enaitldnde  Bendinlagrel 


«  •  • 

midifai  erhdten  wir  eis  irorUnfigea  BeenHaft  folgende  Darsteümig  flir  f(u)i 


8 

falls  v  =  0  ein  Nollpunkt  von  /'(u)  ist; 


««)=4+2*^'(-.)' A^- J5^ -^j +5L  A  /M£5 


8 

falls  e  =  0  ein  nentraler  Pankt  von  f{u)  ist;  nnd  endlich 


J_   ruf(v)_dv 


8 

falls  »  =  0  ein  Unendlichkeitspnnkt  f**®"^  Ordnung  von  /"(m)  ist. 

Dabei    beziehen   sich  die   Zeichen    /.*  nnd  ^.*  auf  sämmtliche, 

bezüglich  anf  sämmtliche  von  Nnll  verschiedene  Unendlichkeitspnnkte  ok, 
die  sich  innerhalb  des  Contonrs  s  befinden. 

Es  erübrigt  nnn  noch,  den  Werth  des  Randintegrals    /  —  -^ — 

8 

zn  ermitteln.     Zn  dem  Zwecke  werden  wir  den  Contonr  s  immer  mehr 
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und  mehr,  schliessHcb  bis  ins  Unendliche  anwachsen  lassen ,  so  dass  dann 
gleichseitig  die  Summen  ^, fc  und  ^^k  zu  unendlichen  Summen  wer- 
den, falls  die  Anzahl  der  Unendlichkeitspunkte  crjt  selbst  unendlich  gross 
ist.  Es  können  nun  bei  dieser  Erweiterung  des  Contours  zwei  wesent- 
lich von  einander  verschiedene  Fälle  eintreten:  Entweder  wird  es  mög- 
lich sein ,  den  Contour  s  stets  so  zu  führen ,  dass  er  auch  in  unendlicher 
Feme  niemals  den  Punkten  crjt  zu  nahe  kommt;  oder  diese  Möglichkeit 
wird  wegen  zu  dichter  Anhäufung  der  Punkte  aj^  im  Unendlichen  nicht 
vorhanden  sein.  In  dem  ersten  dieser  beiden  Fälle  kann  man  den  Con* 
tour  s  auch  im  Unendlichen  stets  so  führen,  dass  der  absolute  Betrag 
von  f(u)  für  jeden  Punkt  von  s  unterhalb  einer  angebbaren  endlichen 
Zahl  liegt;  im  zweiten  Falle  wird  eine  solche  endliche  Zahl  nicht  mehr 
angebbar  sein.  Die  einfachsten  Beispiele  für  den  ersten  Fall  bieten  uns 
die  trigonometrischen  Functionen  ^^.,  coig.y  sec.^  cosec.^  sowie  sämmtliche 
doppelt  periodische  Functionen.  Hingegen  tritt  bei  der  Function  r(u) 
der  zweite  Fall  ein;  zwar  ist  es  hier  möglich,  die  Curve  s  so  zu  legen, 
dass  sie  die  auf  der  negativen  Abscissenaxe  gelegenen  Unendlichkeits- 
punkte M  =  0,  — 1,  —2,  — 3,  ...  auch  im  Unendlichen  stets  vermeidet, 
doch  ist  für  jeden  positiven  unendlich  grossen  Werth  von  u  r(u)  grösser 
als  jede  angebbare  endliche  Zahl.  Die  Functionen  dieser  letzten  Kate- 
gorie besitzen  im  Unendlichen  einen  Discontinuitätspunkt,  den  man  bis- 
her mit  zu  den  Discoutinuitäten  zweiter  Gattung  zählte,  den  wir  aber 
nach  dem  Vorgange  des  Herrn  Prjm  von  diesen  absondern  und  als  Dis- 
continuitätspunkt dritter  Gattung  bezeichnen  wollen. 

In  dem  ersten  der  beiden  betrachteten  Fälle,  in  welchem  also  der 
unendlich  ferne  Punkt  ein  Discontinuitätspunkt  zweiter  Gattung  ist,  liegt 
der  absolute  Betrag  von  f(y)  für  sämmtliche  Kandpunkte  v  stets  unter 
einer  angebbaren  endlichen  Grenze  Jf ,  wie  gross  wir  auch  den  Contour  s 
wählen  mögen;  diese  Grösse  U  ist  demnach  unabhängig  von  der  Wahl 
des  Contours.  Bezeichnen  wir  nun  die  Entfernung  des  Punktes  u  vom 
Nullpunkte,  d.  h.  den  absoluten  Betrag  von  t/,  mit  /,  ferner  den  abso- 
luten Betrag  desjenigen  Randpunktes  &,  der  dem  Punkte  o  am  nächsten 
liegt,  mit  m,  so  wird  /  eine  endliche,  von  der  Beschaffenheit  des  Con- 
tours unabhängige  Länge,  m  hingegen  eine  lineare  Grösse  sein,  die  sich 
von  einer  Randcurve  zur  andern  ändert.  Nehmen  wir  gleich  von  vorn- 
herein den  Contour  s  so  gross  an,  dass  m>/  ist,  so  werden  für  sämmt- 
liche Randpunkte  v  dieses  Contours  die  Ungleichheiten  bestehen 

\fiv)\<M,     \v\>fn,      |t;-t/|>m-/. 

1 

V        m\     V  —  u       m^V 

mithin  besitzt  der  absolute  B<  la,  wenii  wir  noch  die 

Lftng^  der  Randconre  $  f  »e 


oder 

^1, 


den  rfttionftlen  Fnnctionen,  /"(u)  eine  unecht  gebrochene  transcendente 
Fnnction  nennen  kSnnen,  während  diejenigen  Functionen,  die  im  Un- 
endlichen einen  DiacontinnitAtspnnkt  zweiter  Gattung  besitzen,  als  echt 
gebrochene  transcendente  Functionen  zu  bezeichnen  wären. 

Wir  erhalten  demnach  als  Resultat  unserer  Untersuchung  ftir  eine 
echt  gebrochene  transcendente  FnnctioD  /(u)  folgende  Partial- 
bruchzerlegnn  g : 

fall«  der  Punkt  tr  =  0  ein  Nullpnnkt  von  /(u)  ist; 


3b)rt.)  =  A+2'.-|''(-l)'Ar-'>j(^,-l|, 
falls  der  Punkt  e  =  0  ein  neutraler  Punkt  von  fiti)  ist;  und  endlich 

falls  der  Punkt  e  =  0  ein  UnendlichkeiUpnnkt  ji*"  Ordnung  von  /"(m)  ist. 
Fflr  eine  unecht  gebrochene  transcendente  Fnnction  f{v)  kommt 
zn  dieser  Partialbrachentwickelnng  noch  eine  ganse  Function  von  der  Form 
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hiniu. 

Diss  übrigens  diese  Partialbnichentwickelangen  sowohl,  als  anch  die  in 
§  1  abgeleitete  Productentwickelang  unbedingt  convergiren,  ergiebt  sich  ans 
Böserer  Herleitnng  von  selbst;  denn  die  Form  des  Contonrs  5,  den  wir 
mr  Abgrenzung  einer  endlichen  Anzahl  von  singnlären  Stellen  der  Func- 
tion f{u)  benutzten  und  von  dessen  Wahl  die  Aufeinanderfolge  der  ein- 
seinen Summanden,  resp.  Factoren  abhing,  war  von  uns  stets  willkürlich 
gelaesen  worden.     Freilich,   wenn  man,   wie  dies  gewöhnlich  geschieht, 
f&r  diesen   Contour    ein    zur   reellen   und  imaginären   Axe  symmetrisch 
gelegenes  Rechteck  wählt,  so  int  es  nicht  zu  verwundern,  dass  man  nur 
xn  bedingt   convergenten   Reihen-  und   Productentwickelungen   gelangt; 
denn  alsdann  fallen  gerade  diejenigen  Bestandtheile  aus  den  unendlichen 
Snmmen  und  Producten  heraus,  welche  die  letzteren  zu  unbedingt  con- 
▼eigenten  machen. 

§  4.    Beispiele  zur  Partialbruchentwickelung. 

Die  einfach  periodischen  Functionen  /^.,  cotg.^  sec.  und  cosec,^  sowie 
die  doppelt  periodischen  Functionen  gehören  offenbar  der  Kategorie  der 
^ht  gebrochenen  transcendenten  Functionen  an,  sind  demnach  nach 
^ner  der  Formeln  3)  des  vorigen  Paragraphen  zu  behandeln;  und  zwar 
^©rden  die  Formeln 

3  a),     3b),     3  c)    bez.  anzuwenden  sein  bei  den  Functionen 
tg.^      sec.y     coig. 
Betrachten  wir  insbesondere  die  Function  cotg{nit)]  dieselbe  besitzt 
^ie  Unendlichkeitspunkte  erster  Ordnung 

0,  ±1,  ±2,  ..., 
Mithin  ist  ihre  Partialbruchentwickelung  von  der  Form 


^(.,0  =  4+^*A,j;^.+  ij. 


^Wo  A  und  Aa  die  ersten  Entwickelnngecoefficienten  der  Function  coig{nv) 
in  der  Umgebung  der  Punkte  v=r  {)  and  v=^k  sind.  Diese  Entwicke- 
lungen  besitzen  die  Form 

co/^(«p)=  —  {A  + A'»  +  ...}  und  colg{nv)  = { Ajt  + A'jfc(v— Ar)+ . .. } ; 

da  nun   die  Function   cotgijcv)  die  Periode  1  besitzt,   also  der  Functio- 

nalgleichung 

coig  n{v  +  k)=i  colg  {n  v) 

genügt,  wo  k  eine  beliebige  ganze  Zahl  bedeutet,  so  sind  die  Entwicke- 
lungteoefücienten  Aj^,  A'^,  ...  bez.  identisch  mitA,  A\  ...,  so  dass  die 
obige  VtLTtiaXbruchentwickelung  die  Form  annimmt 


«»        Die  DaMtaOng  dn  «baflslIgMi  ni^  ^WtfkiHi  «ft», 

"*•-*""''•?•— -'■•■•r-'*''-''^----'''^'"''^  ■..■■■>i..i. — .i.i...._. 

L     **    Jasa 

•In 

t»>  ■"*(•»))..• -1 

U,  «1  la»IW  d«  Oodleint  A  In  W«Mlt  -  nl  a  «W  UbMr 


.-»(.■O-i+StriH) 


Ton  dm  doppalt  pai«UMh«B  Fasatioiim  nOttm  wb  fiitfc>wlwt^ 
dii^lfm-  «waüer  Chdmqaf  nad  to«  diawn  die  WeierstrMe'^A« 
Ffuuüon  piu)  betowlrt—i  die  Jmeebi'MJbea  eU^ttedwa  ftarti— 
(jrt«M(H),  eM<iai(ii)  und  ^inm(m)  luaen  ■dbetveratlodlick  «fae^acaae^ 
1(^  BebsBdlasg  ea. 

Ea  Mi  elfs  >(«)  «{m  «iidfwtige  wd] 
FuDotiea  nr^tei  Ordnnng,  mit  dea  primttiTi 
in  jednn  Pariodenper^lelogiuua  aar  einsid 
nn&g  viid,  BlBiUeh  fan  Fankte  hcbQ  und  ia 
Paaktea;  dum  «bd  dteae  Faaetion  ia  jec 
Mieh  ii^ad  giddi  Null  werden,  aad  iwi 

die  wir  vorlänfig  mit  Hg  und  u^  bezeichnen  wollen,  im  Allgemeinen  dis- 
crete  sein  ond  nach  einem  von  Lionvillc  berrlibrenden  Satze  der  Ra- 
Ution  _ 

r(o  +  K(,  =  0,  d.  h.  «a  +  W(,  =  2,im  +  2v<D' 
gentigen,  wo  ft  nnd  v  ganze  Zablen  bedeaten. 

B»  seien  jetzt  u  nnd  ri  irgend  zwei  correspondirende  Punkte  inner- 
halb desselben  Pen  öden  parallele  gram  ms ,  d.  h.  zwei  solche  Pnnkte,  in 
denen  p(u)  denselben  Wertb  ennimmt,  so  ist  wiedernm  nach  dem  Lion- 
ville'ecben  Satze 

w  +  o  =  Wo  +  «i,  =  0,  also  u  =  — «,  folglich  p(ii)s=p(— i») 
oder,  da  p(u)c=p[u)  ist, 

2)  p(^—u)'=p(u),  d.  h.  /»(»)  ist  eine  gerade  Function- 

Hiorans  folgt,  dass  die  Fnnction  p(k)  — p(p),  wo  p  eine  willkürliche  Con 
stsnte  bezeichnet,  sowohl  für  u  =  v,  als  ancb  für  u  =  — o  verschwindet, 
während  ihre  Unendlicbkeits paukte  dieselben  sind,  wie  die  von  p[ii). 
BeschTänken  wir  nns  anf  die  Betrachtung  der  Fnnctionsw^rtbe  im  ersten 
Perioden  Parallelogramm  mit  den  Elcken  0,  2(o,  2a)'  und  2o>  +  2(a',  nnd 
nehmen  an,  der  Fnnkt  e  liege  in  diesem  ersten  Periodenparallclogramm, 
so  entspricht  dem  Punkte  h=  —  p  innerhalb  dieses  Parallelogramms 
der  Pnakt 
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W/VA^  ^^^^.^^^^^^^■^^^^ 


»  =  —  r  +  2(io  +  2a)', 
80  dasB  w  =  i>  und  m  =  — c  +  2a)  +  2a)'  die  beiden  Nullpunkte  der  Func- 
tion/»(tf) — p{jf)  im  ersten  Periodenparallelogramm  Bind;  es  sind  dies  auch 
die  einiigen  Nullpunkte  und  jeder  ist  von  der  ersten  Ordnung,  da  p{ii) 
eine  doppelt  periodische  Function  zweiter  Ordnung  ist. 

Lassen  wir  insbesondere  den  Punkt  v  in  einen  der  Punkte  (0,0)  +  ta\ 
»  hineinfallen  und  bezeichnen  nach  Herrn  Weierstrass  die  dort  vor- 
iumdenen  Fnnctionswerthe  mit 

10  werden   sich   die  beiden  Nullpunkte  erster  Ordnung  v  und  —v-\'2(a 
,  j-in    für  jede   dieser   drei   Functionen   zu   einem   einzigen  Nullpunkte 
iweiter  Ordnung  vereinigen;  die  Functionen 

weiden  nämlich  in  den  Punkten 

u  =  09 ,     «  =  CO  +  00',     M  =  00' 

TOD  der  «weiten  Ordnung  gleich  Null,  während  ihre  Unendlichkeitspunkto 

el»eofall8  von   der  zweiten  Ordnung  sind  und  die  Form  ti:=0  besitzen. 

Hieraus  folgt  weiter,  dass  die  Ableitung />'(u)  in  {/  =  o),  u  =  (o-{-a  und 

irs=  o' Nullpunkte  erster  Ordnung,  und  in  u  =  0  einen  Unendlichkeitspunkt 

dritter  Ordnung  besitzt;  und  da  p\u)  nur  da  unendlich  gross  werden  kann, 

wo  p(ti}  unendlich  gross  wird,  so  sind  diese  Null-  und  Unendlichkeitspunkte  die 

einzigen  der  Function  p\u)  innerhalb  des  ersten  Periodenparallelogramms. 

Betrachten  wir  nun  die  beiden  Functionen 

(p'(ti))«  und  (p  (u)  -  e^)  (p  (ti)  -  ^2)  iP (")  -  ^s) . 
80  sehen*  wir,  dass  jede  derselben  im  Punkte  t/=0  unendlich  gross  sechs- 
ter Ordnung  und  in  den  Punkten  u=a>,  ii  =  a)-|-a)',  li  =  00' gleich  0  zwei- 
ter Ordnung  wird;  mithin  ist  nach  einem  bekannten  Satze  über  doppelt 
periodische  Functionen 

(p'(m))«  =  a .  (p  (w)  -  ej  (p  (u)  -  e^)  (p  (m)  -  ^3) , 
wo  €  einen  constanten  Factor  bedeutet.     Zur  Bestimmung  desselben  ent- 
wickeln wir  beide  Seiten  dieser  Gleichung  nach  Potenzen  von  u.    Die  Ent- 
wickeluug  von  p{u)  in  der  Umgebung  des  Nullpunktes  wird  von  der  Form  sein 

oder  vielmehr,  da  p{u)  eine  gerade  Function  ist,  von  der  Form 

Hieraus  folgt  ^ 

P'(«)  =  -^  +  2An'«  +  ...,    (p'(«))«  =  lA'_i^+..., 

femer 

ip{u)-e,){p(u)-e,Xp(u)-e,)  =  ^  +  ^^^"-y*-'^'^  +  .... 

Durch  Ver^leicboii^  der  beiderseitigen  Cüef&cienlen  ei^^bl  i^\^\i 
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also  iBt 

4 

3)  *^A'     ^l  +  ^«+<^s  =  3A^ 
Demgemass  lautet  die  Differentialgleichung  der  Function  p{u): 

(p'C))* = I  (p  c«)  -  ',)  (p  (««)  -  ',)  (p  {«)  -  ^,) . 

wo  A  den  Coeffidenten  von  -j  in  der  Entwickelung  der  Function  p(ii) 

nach  Potenzen  von  u  bezeichnet. 

Nach  diesen  Vorbereitungen  gehen  wir  zur  Aufstellung  der  Partial- 
bruchentwickelung  der  Function  p{u)  über. 

Da  p(ti)  eine  eindeutige  analytische  Function  ist,  deren  Unendlich* 
keitspunkte  von  der  zweiten  Ordnung  sind  und  die  Form  besitzen 

a^  =  nr  =  2 m o  -)~  2ii »', 
so  lautet  ihre  Partialbruchentwickelung  nach  Formel  3  c)  des  vorigen  Para- 
graphen       t  ,  2 

Nan  üt  p(u)  eine  Function  mit  der  Periode  ir,  genfigt  also  der  Fnnctio- 
nalgleichnng  p  («+»)=  p  (,i) ; 

folglich  besitzen  die  Coefficienten  Ak  sSmmtlich  den  Werth  A  und  die 
Coefficienten  A'k  sämmtlich  den  Werth  A',  d.  h.  den  Werth  0;  es  reducirt 
sich  demnach  obige  Entwickelang  auf 

Wir  ersehen  hieraus,  dass  durch  Angabe  der  beiden  Perioden  2a)  und  2(o\ 
sowie  durch  die  Annahme,  dass  der  Punkt  {/  =  0  ein  Unendlichkeitspunkt 
zweiter  Ordnung  sei,  die  Function  p{u)  bis  auf  zwei  Constanten  A  und 
A"  vollkommen  bestimmt  ist.  Wir  gelangen  zu  der  Wei erst  rassischen 
Function  />(u),  wenn  wir  noch  annehmen,  dass 

4)  A  =  l  und  A"=0,  d.  b.  e^  +  e^  +  e^^O 
ist.     Dann  wird  definitiv 

femer  lautet  jetzt  die  Entwickelang  dieser  Function  in  der  Umgebung 
des  Nullpunktes 

6)  p  (ti)  =  -^  (1  +  Aiv  M*  +  A  VI  ti«  + . . . ) 

und  die  Differentialgleichung 

7)  (p'(«))*  =  4(p(«)-e,)(p(«)-cO(/»(«)-e,)  =  4p»(«)-<;,p(«)-i73. 
wo  Qf  und  9,  die  Bedeutung  haben 
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Als  letztes  Beispiel  betrachten  wir  die  Function  r{u).     Von  dieser 
winen  wir,  dass  sie  in  den  Punkten 

w  =  0,  -1,  —2,  ... 
unendlich  gross  erster  Ordnung  wird,  ferner,  dass  sie  ausser  diesen  Un- 
itetigkeitspunkten  erster  Gattung  im  Unendlichen  noch  einen  Unstetig- 
keitspunkt  dritter  Gattung  besitzt;  mithin  besitzt  nach  den  Formeln  3b) 
und  4)  des  vorigen  Paragraphen  die  Function  r(u)  eine  Partialbruch- 
lerlegong  von  der  Form  .  ^ 

r(«)  =  c,«  +  c,«»  +  ...  +  A'+^  +  >'*A*(;^-^). 

die  suerst  von  Herrn  Prym  (Borchardt*s  Journal  Bd.  82)  angegeben 

worden  ist;  dabei  bezeichnen  A  und  A'  die  beiden  ersten  Entwickelungs- 

eoeffidenten  von  r{u)  in  der  Umgebung  des  Punktes  u  =  0 ,  und  Ak  den 

elften  Entwickelungscoefficienten  von  r{u)  in  der  Umgebung  des  Punktes 

»=  — Ar. 

Zur  Bestimmung   dieser  Coefficienten   dient  die  Functionalgleichung 
der  Function  r(u)^  nämlich 

r(u+i)  =  u.r{u), 

oder  wenn  wir  in  derselben  ti  — Ar  statt  u  schreiben. 

Nun  besitzen  aber  die  Entwickelungen  der  Function  r{ii)  in  der  Um- 
gebung der  Punkte  m=— Ar  und  w  =  — Ä-fl  die  Form 

mithin  ist  fQr  kleine  Werthe  von  u 

r(t/-/r)  =  i{Ait  +  A'itw  +  ...}, 

r(tt-A:+l)  =  l{Ait_,  +  A'A-.iti  +  ...j; 

substituiren  wir  diese  beiden  Entwickelungen  in  obige  Gleichung  r'(u-Ar-fl) 
=  (ti— Ar)  r(M  — Ar)  und  ordnen  rechter  Hand  nach  Potenzen  von  m,  so 
erhalten  wir  durch  Vergleichung  der  beiderseitigen  Entwickelungscoeffi- 
cienten von  —  die  Relation 

u 

9)  Ak-i^-kAk. 

Setzen  wir  hierin  successive  Ar  =  1 ,  2 ,  ...  n  und  multipliciren  die  so  ent- 
atehenden  Gleichungen  miteinander,  so  ergiebt  sich 

10)  A„  =  ^i:^.Ao=tlJI".A, 

so  dass  nunmehr  obi^e  Entwickelung  von  r{u)  die  F'  '^^ 
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r(«)  =  c.«  +  cX+...  +  A'+A{i+^*l^(^-l^-i)j, 


oder  wenn  wir  die  Constante 


SD 


setzen , 

n 


Zufolge  der  Gleichung  19),  §2,  und  der  Functionalgleichung  der  Func- 
tion r{u)  ifit  aber 

[«i.r(iOU=o  =  /^(i)  =  i; 

demnach  wird 

12)  A  =  l 
und  somit 

+  00 

13)  r{u)  =c,  +  c,u  +  e,u*  +  ... -h^* ^  J^- 

Es  erübrigt  noch,  die  Coefl&cienten  ^g,  c^,  c,,  ...  zu  bestimmen.    Zu 
dem  Zwecke  differentiiren  wir  die  Gleichung  13)  nach  u  und  erhalten 

mithin  wird 

Andererseita  folgt  aus  der  Entwickolnng  der  Function  r{u)  in  der  Um- 
gebung des  Punktes  u  =  0 

r  («)=      i  +  A'+A"«  +  A"'M»  +  ..., 

r  («)  =  -  4  +  A"+  2 A"'tt  + . . ., 
i|^r'(«)=  -^  +  A"'+3Aiv  +  ..., 
1  r'(u)  =  -  ^  +  A^v  +  4  AVI«  + 


•  I 


mithin 


[ij^<">(«)-y?L.  =  A'-+".    n  =  0,  1.2.  .... 


Von  C.  Frbnzel.  343 


■  ^  «w<  •^^s/s«s<iW^A^>>»^M/s>\A^^^«^\/\^s>«,«s/s/«>s^«««^  «^v/^/^^^rf 


Somit  bestehen  zwischen  den  Coefficienten  Cq,  c^^  c^^  ...  einerseits  nnd 
den  Coefficienten  A ,  A',  A'',   . . .  andererseits  die  Relationen 

oder  wenn  wir  znr  Abkürzung 

4-«» 


C„  = 


^•fe^= 


setzen , 

14)  c„  =  A(«+»)  +  (-l)-+^«„+,,     n  =  0,  1,  2,  .... 

Die  numerischen  Werthe  der  Grössen  cr^,  or,,  ...  können  wir  als 
bekannt  voraussetzen;  es  bleiben  also  nur  noch  die  Werthe  von  A^ 
A",  ...  zu  ermitteln  übrig.  Nun  ist  r{u+l)=:u.r{u)j  mithin  besitzt 
die  Function  F^u-i-l)  für  kleine  Werthe  von  u  eine  Entwickelung  von 
der  Form 

15)  r(i/  + 1)  =  1  +  A'm  +  A"w«  +  .. . ; 

wir  haben  also  nur  r{u'\-l)  nach  Potenzen  von  u  zu  entwickeln,  die 
Coefficienten  dieser  Entwickelung  geben  alsdann  die  gesuchten  Werthe 
von  A ,  A ',   .... 

Diese  Entwickelung  kann  ebenfalls  als  bekannt  vorausgesetzt  werden. 
Es   lässt   sich   nämlich   aus  der   früher  aufgestellten  Productentwickelung 

die  Function  y{u)  =  p.     .^.  eine  beständig  convergente Potenzreihe  für 

y{n)  ableiten,  wie  zuerst  Herr  Weierstrass  bewiesen  hat  (Grelle' s 
Journal,  Bd.  51  S.  7);  die  Coefficienten  dieser  Potenzreihe  sind  von 
Herrn  Scheibner  (Leipziger  Berichte,  math.-phjs.  Glasse,  Jahrg.  1862 
S.  75)  berechnet  worden.  Bildet  man  den  reciproken  Werth  dieser  Reihe, 
so  gelangt  man  zu  der  Entwickelung  15)  und  somit  zu  den  gesuchten 
Werthen  von  A',  A",  ...;  insbesondere  wird  A'=  — ^,  wo  M  dieselbe 
Bedeutung  hat,  wie  in  dem  unendlichen  Product  für  y(f<). 


Kleinere  Mittheilungen. 


XIX.    Neues  elementares  Sohliessnngsproblem. 

Zwei  feste  Kreise  in  der  Ebene  sind  gegeben.  Man  verlangt  die 
Bedingungen  zn  kennen,  unter  denen  eine  Reibe  von  Kreisen,  deren 
jeder  seine -beiden  Nacbbarn  und  die  beiden  festen  Kreise  berührt,  ge- 
schlossen sein  wird. 

Diese  Aufgabe  wird  gelöst  durch  den  folgenden  Lehrsatz: 
Wenn  zwei  Kreise  M^^  M^  einander  und  zwei  feste  Kreise  A^  B 
berühren  und  man  verbindet  die  Chordalpunkte  {A^  B,  M^)  nnd  {A^  By  M^) 
mit  einem  der  Punktkreise  der  Schaar  (A^B)^  so  ist  in  diesem  Punkt- 
kreise ein  Winkel  entstanden,  welcher  von  der  Wahl  der  Kreise  M^^  M^ 
unabhängig  ist. 

Coesfeld.  Scbwbrino. 


XXXIV.  Versammlung 

deutscher 

Philologen  und  Schulmänner. 


Mit  Allerhöchster  Genehmigung  Sr.  Majestät  des  Kaisers  und 
Königs  Wilhelm  findet  auf  Grund  des  zu  Gera  im  vorigen  Jahre 
gefassten  Beschlusses  die  diesjährige  Versammlung  deutscher  Philologen 
und  Schulmänner  in  Trier  vom  24.  bis  27.  September  statt  und  laden 
wir  die  Fach-  und  Berufsgenossen  zu  zahlreicher  Betheiligung  ein. 
Wegen  Beschaffiing  guter  und  billiger  Quartiere  wolle  man  sich  mög- 
lichst frühzeitig  an  den  mitunterzeichneten  Director  Dr.  Dronke  wen- 
den.   Alles  Nähere  besagt  das  demnächst  auszugebende  Programm. 

Bonn  und  Trier,  2.  Juni  1879. 

Büehler.    Dronke. 


xxn. 

Die  Bildung  affiner  Figuren  durch  ähnlich -veränderliche 

Systeme. 

Von 

Dr.  L.  Geisenheimer 

in  Tarnowitz. 


Hierzu  Taf.  V  Fig.  1—12. 


§1. 

In  einer,  vor  einiger  Zeit  in  vorliegender  Zeitschrift  erschienenen 
Arbeit*  veröffentlichte  ich  eine  Untersnchnng  Über  die  Bewegung  ähn- 
lich-veränderlicher ebener  Systeme,  in  welcher  nachgewiesen  wurde,  dass 
die  Phasen  einer  beliebigen,  ähnlich -veränderlichen  Gurve  nach  Grösse 
und  Lage  erhalten  werden,  indem  sich  ihre  ähnlich -veränderliche  Ebene 
mittelst  einer  ähnlich- veränderlichen  Polcurve  auf  einer  festen  Polbahn 
abrollt.  Der  momentane  Drehungswinkel  der  variablen  Polcurve  ist  in 
jedem  Zeitdifferential  gleich  der  algebraischen  Summe  der  zu  den  ent- 
sprechenden gleichen  Bogenincrementen  auf  Polcurve  und  Polbahn  ge- 
hörigen Gontingenzwinkel ;  und  ist  ausser  diesen  das  Gesetz  über  die 
Veränderlichkeit  der  Polcurve  bekannt,  welches  in  einer  für  die  construc- 
tive  Verwendung  sehr  geeigneten  Weise  durch  die  Angabe  des  Wende- 
oder Rückkehrkreises  dargestellt  wird,  so  lassen  sich  in  jedem  Momente 
die  Elemente,  also  Richtung  und  Erttmmung,  des  zu  einer  ähnlich -ver- 
änderlichen Curve  existirenden  einhüllenden  Bogendifferentials  durch  die 
Elemente  des  eingehüllten  Bogendifferentials  bestimmen.  Die  Gesetze 
des  einfachsten  Falles,  bei  welchem  die  variable  Curve  in  einen  Punkt 
zusammenschrumpft,  also  die  Hüllbahn  in  die  von  diesem  Punkte  be- 
schriebene Trajectorie  übergeht,  sind  bereits  von  Grouard  aufgestellt 
worden.** 


*   Geisenheimer,    Untersuchung    der  Bewegung    ähnlich -veränderlicher 
Systeme.    Zeitschrift  f.  Math,  und  Phys ,  Bd.  XXIV  S.  129. 
*♦  Grouard,  L'InstittU,  1869,  pag.  84. 

ZelttcbTin  t  MMthem»tlk  n.  Flijiik  XZIV,  6.  ^ 
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Die  Bewegung  eines  ähnlich -veränderlichen  Systems  ist  in.  jedem 
Augenhlicko  durch  dio  zweier  seiner  Punkte  bestimmt.  Demnach  ist  die 
Bowogung  eines  ähnlich -veränderlichen  Systems  gegeben,  sobald  zwei 
'rrnjcctorirn  und  die  auf  diesen  befindlichen,  gleichzeitig  passirten  Punkte 
bekannt  sind.  Ein  specieller  Fall  dieser  Bestimmungsweise  tritt  ein, 
wf«nn  xwei  Punkte  des  ähnlich -veränderlichen  Systems  affine  Punktreihen 
boschroibon.  Bereits  Burmestcr  hat  erkannt,  dass  in  diesem  Falle  alle 
Punkte  des  Systems  affine  Punktreihen  durchlaufen.'*^  Die  folgende  Un- 
terauohung  geht  in  eine  ausführlichere  Erörterung  dieses  wichtigen  Spe- 
cialfalloa  ein;  die  Resultate  derselben  werden  nicht  nur  neue  Gesichts- 
punkte filr  die  Auffassung  der  Bewegung  beliebiger  ähnlich -veränderlicher 
Syatomo  lioforn ,  sondern  auch  mehrere  allgemeine  Gesetze  über  die  Krüm- 
mungen entsprechender  Elemente  in  affinen  Ourven  und  der  Fusspunkt- 
enrvon  geben. 

In  den  affinen  Systemen  Jl^  und  2^  seien  A^  nnd  k^  zwei  entspre- 
chende Curvon ,  J^  und  J^  zwei  entsprechende  Punkte  in  diesen  Curven. 
/«>vei  affine  Systeme  in  nicht  perspectivischer  Lage  haben  stets  einen 
INtnkt  und  zwei  durch  diesen  laufende  reelle  oder  imaginäre  Gerade  als 
nolbHtentaprechende  Elemente  gemein.  Im  Folgenden  werde  zunächst 
vorausgesetzt,  dass  diese  Geraden,  welche  die  Asymptotenrichtungen  des 
durch  zwei  entsprechende  Strahlbfiscbel  gebildeten  Kegelschnitts  bestim- 
iiion,  reell  seien.  Es  sei  5  der  stets  reelle^  selbstentsprecbende  Punkt, 
N,  r  die  selbsientsprecbeaden  Geraden.  Wird  J, A'i'-.^j.V^Jlu  gezogen 
nnd  entspricht  .V|  dem  Punkte  .V^,  so  folgt,  da  in  afl&nen  Systemen  das 
Vorhähniss  entsprechender  Strecken  f^r  parallele  Linien  constant: 

J^  y\  :  .Ij  -Vj  =  Owitü.  =  m. 

Kbe.nfK>  ergebt  sich  f^r  das  Verhiltniss  zweier  zu  r  parallelen,  sich 
ont«p  rech  enden  Strecken  eine  constante  Zahl  n.  Die  Verbindungslinie 
t wischen  Jy  und  A^  schneide  w  in   T,  r  in   r,  so  wird 

jIj  V:  A^  r=:  f» ,     -^j  T:  -Ij  r  =  w. 

1)  Die  selbstentsprochenden  Strahlen  zweier  affiner  Sy- 
steme theilen  die  Verbindungi^linio  zweier  beliebiger 
entsprechender  Punkte  nach  feston  VerbSltnissen. 

l>as  l>iv>duct  »,ii  der  beiden  conslanten  VerhiLhr*i«*c  bedeutet  das 
FllcWnverhältni«  zweier  «ch  ent*prechenarn  Parallf-lopiunine,  deren 
Seiten  den  seihst entj^prechen den  Geraden  ^»arallel  laufen,  also  überhaupt 
das  Yerhältniss  tweirr  sich  in  .^  und  2ij  entsprechf-nden  Fischen  räume. 

Ut  au^rr  dem  S^'stom  ^  das  System  drr  sich  selbst  futsr rechen- 
den  Geraden  nebst  den  Tbeilnn^rsconstanien  tk  und  ».  for^bfu-  i^:*  ist  2^ 

*  l^afiaeale?«  Kwwaatwiek  -  |geo»Detnw^  TW-ne  ^ar  afitta-ve^^derikken 
^ti^mm^   MlMtoU  (.  Math  a  IV^  Bd.  IIUL  fi<A  t. 
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eindeatig  beBtimmt.  Zu  jedem  Punkte  J^  in  ^^  gehört  ein  Punkt  A2 
IS  1^,  der  leicht  als  Schnitt  zweier,  den  selbstentsprechenden  Linien 
paralleler  Geraden  gefunden  wird.  Verschiebt  man  das  System  £2  V^' 
nÜel  zu  sich  selbst,  so  bleiben  die  sich  selbst  entsprechenden  Richtungen 
ud  deren  Verhältnisse  ungeändert.  Wird  Punkt  A^  parallel  zu  u  ver- 
schoben, gleitet  der  sich  selbst  entsprechende  Punkt  S  auf  v;  verschiebt 
man  A^  pnrallel  zu  0,  gleitet  S  auf  u.  Demnach  kann  durch  passende 
Verschiebung  längs  beider  Richtungen  u  und  r,  bezüglich  längs  der  Re- 
soItiDte  dieser  beiden  Verschiebungen,  5  jeden  Ort  der  Ebene  ein- 
nehmen. 

Drehen  wir  femer  die  affioen  Systeme  2)|  und  Z^  beide  um  gleiche 
Brinkel,    so    müssen    sich   diejenigen   Richtungen,    welche  sich    vor  der 

Drehung  selbst  entsprachen,  auch  nach  der  Drehung  selbst  entsprechen. 

Im  Znsammenhang  mit  dem  Vorstehenden  folgt  hieraus: 

2)  Werden  die  starr  gedachten  Systeme  2^  und  2^  so  be- 
wegt, dass  die  Neigung  entsprechender  Linien  un- 
geändert bleibt,  so  bleiben  auch  der  Winkel  und  die 
Theilungsconstanten  (mund  n)  der  selbstentsprechen- 
den Geraden  der  beiden  affinen  Systeme  ungeändert. 
Ihr  Schnittpunkt  5  kann  hierbei  durch  passende  Trans- 
lation an  jeden  Punkt  der  Ebene  gelangen. 

Aus   dem   letzten  Theile   des  Satzes   folgt  auch   die  Richtigkeit  der 
^«Ukehrung: 

3)  Bleiben  die  Lagen  einer  Linie  im  System  S^  gegen  die 
sich  selbst  entsprechenden  Linien,  wie  deren  zugehö- 
rige Theilungsconstanten  ungeändert,  so  ändert  sich 
das  zu  2*^  affine  System  ü^  ^^^^  ^^^  L&g^t  nicht  der 
Grösse  und  Gestalt  nach.  Die  Drehung  des  Systems  ^^ 
ist  der  des  Systems  2^  gleich  und  gleichgerichtet. 

Eine  Erweiterung  erfährt  der  vorhergehende  Satz  für  den  speciellen 
Fall,  dass  2^  und  Z^  entgegengesetzt -ähnliche  Systeme  sind.  In  diesem 
Falle  ist  der  Winkel  der  selbstentsprechenden  Geraden  beider  Systeme 
ein  rechter.  Die  selbstentsprechenden  Geraden  theilen  jede  Verbindungs- 
linie entsprechender  Punkte  harmonisch,  und  das  Verhältniss  zweier 
beliebigen  entsprechenden  Strecken  ist  stets  gleich  dem  Aehnlichkeits- 
verhältniss  der  beiden  Figuren.  Demnach  wird,  falls  der  Winkel  der 
selbstentsprechenden  Geraden  ein  rechter,  und  m  gleich  —n  ist,  2^  ^^' 
Gestalt  und  Grösse  nach  ungeändert  bleiben,  auch  wenn  die  Drehung 
für  2)|  und  das  System  der  selbstentsprechenden  Geraden  eine  verschie- 
dene ist. 

In  den  affinen  Systemen  ü^  und  £2  (^^g*  ^)  Bollen  den  durch  A^ 
beliebig  gezogenen  Geraden  A^B^  und  A^C^^  die  Geraden  A^B^  nnd  ^^2^2 
entsprecben.     EateprecboDde  gerade  Strecken  affiner  **  ti  ^% 
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ähnliche  Gebilde  betrachtet  werden.  P^  sei  der  Aehnlichkeitspol  der 
Geraden  «^i  ^i  und  i^^^s«  ^^  ^^^  Aehnlichkeitspol  der  Geraden  ^jC^und 
A^C^.  Jede  su  A^B^  und  A^B^  ähnliche  gerade  Panktreihe,  welcher  P^ 
als  Aehnlichkeitspol  su  A^B^  und  A^B^  angehört,  theilt  die  Verbindungs- 
strecken  A^A^  und  B^B^  nach  demselben  Verhältnisse  femer  bildet  die 
dritte  ähnliche  Punktreihe  mit  dem  Leitstrahl  nach  P^  denselben  Win- 
kel ^ ,  wie  A^  /?!  oder  A^  B^  mit  den  homologen  Leitstrahlen.  Das  Ent- 
sprechende gilt  fttr  eine  au  A^C^  und  A^C^  ähnliche  Punktreihe,  deren 
Aehnlichkeitspol  P^  ist.  Sollen  beide  neuen  Punktreihen  zusammenfallen, 
also  A^A^^  ^x^ty  ^\^t  ^^  ^>  ^1»  ^2  °^^^  demselben  Verhältniss  durch 
die  dritte ,  lu  A^  B^  und  ^|  C^  ähnliche  gerade  Punktreihe  getheilt  werden« 
so  muss  der  von  den  Leitstrahlen  im  Schnittpunkte  mit  A^A^  gebildete 
Winkel,  LP^VP^,  gleich  der  Differenz  der  Winkel  P^A^B^  und  P^A^C^^ 
sein.  Die  beiden  Schnittpunkte  des  über  P^ 7^«  geschlagenen,  diese  Win- 
keldiOVreui  fi  — v  über  Pf^P^  enthaltenden  Kreises  w  mit  A^A^  ergeben 
demnach  Punkte  solcher  zwei  Geraden,  welche  A^A^^  ^\^t  ^^^  ^i^% 
nach  gleichem  Verhältnisse  theilen.  Diese  Geraden  sind  aber  die  selbst- 
entsprechenden Linien  der  aflfinen  Systeme  E^  und  2^;  die  gefundenen 
Schnittpunkte  des  über  Pf^P^  geschlagenen  Kreises  mit  A^A^  sind  dem- 
nach die  von  P^  und  P^  unabhängigen  Schnittpunkte  T  und  V  der  selbst- 
entsprechenden Geraden  mit  A^A^. 

Aus  der  weiteren  Betrachtung  der  selbstentsprechenden  Geraden  als 
zu  A^B^  und  A^i\  ähnlichen  Punktreihen  folgt,  dass  LFf,rS=LP^VS 
=  ^P^A^B^.  Demnach  liegt  auch  der  Schnittpunkt  5  der  selbst  entspre- 
chenden Geraden,  den  wir  mit  Burmester  als  den  Affinitätspol  der 
Svsteme  -^  und  2^  bezeichnen ,  auf  dem  Kreise  ir.  Da  also  dieser  Kreis 
IT  durch  vlrei  von  der  Richtung  der  Linien  A^  F^  und  .-1^  Tj  unabhängige 
Punkte  5,  r  und  T  geht,  ist  derselbe  von  der  speciellen  Wahl  dieser 
durch  il,  gehenden  Linien  unabhängig«  enthält  also  die  Aehnlichkeitspole 
für  alle  durch  A^  und  A^  gehenden  entsprtHrhenden  Linienpaare. 

Nach  der  vorstehenden  Entwickelun^r  ist  1 5  T  T^  =  w  /",  Aj^  P^ .  Dem- 
nach entspricht  nicht  nur  jeder  Geraden  durch  A^  ein  Punkt  des  Kreises 
*r  als  Aehnlichkeitspol  mit  der  entsprechenden  Linie  durch  -i*.  sondern 
auch  umgekehrt  jedem  Tunkte  de#  Kreises  t  eine,  und  iwar  nur  eine 
Linie  durch  A^.  Aus  die;$;er  gegenseitigen  Eindeutigkeit  des  Entsprechens 
folg:,  das$  das  durch  A^  iielegte  Stiahlbüschel  lu  der  kreisliai^n  Punkt- 
reihe  der  Aehnlichkeitspole  projevtivisch  ist.  Zusäimmenfassend  ersieht  sich : 
4  Die  Aehnlichkeitspole  der  eutsj^rechen  den  Strecken  in 
zwei  entsprechenden  Strahlbüscheln  artiner  Systeme 
bilden  eine  zu  diesen  Strahlbüscheln  projectivische 
kreialintge  Puaktreihe. 

Pmkt  r  i»|^  vie  stck  mnmittelbar  aus  Fig.  I  ergiebt»  der  Aehnlich- 
i#  4fr  imrek  J^  «ttd  A^  pamlM  au  « ,  T  der  AebuHckkettspol  der 
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parallel  su  f>  gezogenen  Geraden;   S  ist  der  Aehnlicbkeitspol   der  cnt- 
spreebenden  Geraden  S  ^^  und  SA^, 

Der  Aehnlicbkeitspol  von  ^^  .4^  nnd  B^  B^  fällt  mit  dem  Aehnlicbkeits- 
pol Ton  ^iB^  nnd  A^B^  zusammen.   Da  By^  beliebig  in  Bezng  auf  A^^  folgt: 
5)  Die  Aebnlichkeitspole    einer   festen    Geraden,    welche 
zwei  entsprechende  Punkte  affiner  Systeme  verbindet, 
mit  allen  anderen  derartigen  Verbindungsgeraden  ent- 
sprechender Punkte  bilden  eine  Kreislinie.* 
Die  Gerade  A^A^  betrachten   wir   als   einem  ähnlich  -  veränderlichen 
Sjstem  angehörig,    in   welchem   der  Punkt  A^   successive  die  discretcn 
Lagen  A^^  B^^  6\,   der  Punkt  A^  gleichzeitig  die  Lagen  A^y  B^^  C^  ein- 
oimmt.     Die  Schnittpunkte  der  bewegten  Geraden  des  ähnlich -vcränder- 
&hen    Systems    in    ihren    verschiedenen   Lagen   A^A^j    B^B^^   ^i^%    ™i^ 
den  selbstentsprechenden  Geraden  u  und  e  seien  ü^  ü^^  U^  und   F,  V^, 
^«.     Da   nach  Satz   1)   diese  Punkte   die  bewegliche  Gerade  nach  con- 
^ta.Dtem  Verhältniss  theilen,   sind   ü,  27^,   U^  und  ebenso   F,   T^,   V^  ent- 
sprechende Punkte  in  diesen  drei  ähnlichen  Systemen;  und  da  in  beiden 
'  ^llcD  die  drei  sich  entsprechenden  Punkte  auf  geraden  Linien ,  nämlich 
*^f  u  nnd  V  liegen,  folgt,  dass  der  Schnittpunkt  5  dieser  geraden  Linien 
^^K  Wendepol  dieser  drei  ähnlichen  Systeme,  und  der  Kreis /z;  durch  die 
^"^nkte  Ä,  ü^  V  der  Wendekreis  der  ersten ,  der  Kreis  Wj  durch  S,  [7j ,  V^ 
^^T  Wendekreis  der  zweiten,  und  der  Kreis  Wj  durch  *^,  üg,  V^  der  Wende- 
^^ei«  der  dritten  Lage  ist. 

6)  Der  Affinitätspol   zweier  als  affin  angesehenen  Drei- 
ecke fällt  mit  dem  Wendepol  derjenigen  drei  ähnlichen 
Systeme  zusammen,  für  welche  die  Verbindungsstrecken 
der  homologen  Ecken  der  Dreiecke  entsprechende  Go- 
rade s^ind.    Der  geometrische  Ort  für  die  Aehnlichkeits- 
punkte   der  durch  homologe   Ecken  laufenden  affinen 
Strahlen  bildet  den  Wendekreis  des  durch  diese  Ecken 
bestimmten  ähnlichen  Systems. 
Der  Affinitätspol    zweier    affinen    Systeme    lässt    sich    demnach    als 
Wendepol  dreier  ähnlicher  Systeme  construiren.    Die  Wendekreise  zweier 
derartiger  Systeme  schneiden   sich   im  Affinitätspol   von  E^   mit  E^  und 
im  Aehnlicbkeitspol  der  beiden  Systeme. 

Fällt  in  vorstehender  Entwickelung  Punkt  A^  und  hiermit  A^  ins 
Unendliche,  so  rücken  auch  V  und  V  ins  Unendliche.  Der  geometrische 
Ort  der  Aehnlichkeitspunkte  wird  demnach  in  diesem  speciellen  Falle 
eine  durch  den  Affinitätspol  laufende  Gerade. 


*  Dieser  Satz  wurde  in  etwas  anderer  Form  von  Burmester  eatwickclt. 
Vergl.  Barmester,  Ueber  den  Beschleunigungszostand  ähnlich -verftaderlicb er 
und  starrer  ebcDer  Systeme.    Civilingenieur,  Bd.  XXIV  S.  24. 
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§2. 

Bisher  wurde  angenommen,  dass  die  drei  ähnlichen  Systeme,  welche 
zu  den  Geraden  A^A^^  ^i^%i  ^1^2  gehören,  sich  in  discreten  Lagen 
befinden.  Rücken  diese  Geraden  unendlich  nahe,  so  gehen  unsere  Sätze 
in  solche  Über  die  stetige  Bewegung  eines  ähnlich -veränderlichen  Systems 
über,  in  welchem  zwei  Punkte,  A^  und  A^^  affine  Punktreihen  k^  und  k^ 
beschreiben.  Die  Sätze  behalten  auch  für  die  stetige  Bewegung  ihre 
Geltung;  und  der  Kreis  n;,  welcher  für  discrete  Lagen  den  zur  Linie 
Ay^A^  gehörigen  Wendekreis  bildet,  ist  dies  auch  für  die  stetige  Bewegung. 
Der  Wendepol,  welcher  bei  der  Bewegung  eines  beliebigen  ähnlich -ver- 
änderlichen Systems  eine  Curve  beschreibt,  fällt  in  diesem  Falle  mit  dem 
festbleibenden  Affinitätspol  zusammen.  Alle  Punkte  des  Kreises  tv  be- 
schreiben demnach  gerade,  durch  den  Punkt  S  laufende  Linien.  Die 
Umkehrung  ergiebt  sich  nach  Satz  1),  §  1,  als  richtig:  Sind  die  Trajec- 
torien  zweier  Punkte  eines  ähnlich -veränderlichen  Systems  gerade  Linien, 
so  beschreiben  alle  Punkte  in  der  Verbindungslinie  der  ersten  Punkte 
affine  Bahnen,  deren  selbstentsprechende  Linien  jene  Geraden  sind. 

Der  Wendekreis  tv  fasst  über  der  variablen  Geraden  ÜV^  durch 
deren  Endpunkte  die  Linien  u  und  v  beschrieben  werden ,  stets  denselben 
Winkel  (w,  t>)  dieser  Geraden.  Da  also  der  Wendekreis  über  einer  ver- 
änderlichen, sich  entsprechenden  Geraden  stets  den  gleichen  Winkel 
fasst,  folgt: 

7)  Beschreiben  zwei  Punkte  eines  ähnlich-veränderlichen 
Systems  affine  Trajectorien,  so  setzt  sich  der  Wende- 
kreis in  den  verschiedenen  Phasen  aus  denselben  Punk- 
ten zusammen.  Der  Wendekreis  ist  also  ein  System- 
kreis des  ähnlich-veränderlichen  Systems. 

Der  Geschwindigkeitspol  der  Bewegung  ist  der  zweite  Schnittpunkt 
zweier  aufeinander  folgenden  Wendekreise.  Demnach  föllt  die  Polcurve 
mit  dem  Wendekreise  zusammen. 

Auch  dieser  Satz  kann  umgekehrt  werden.  Denn  rollt  ein  ähnlich- 
veränderlicher Kreis  Über  eine  Curve  und  beschreibt  jeder  seiner  Punkte 
in  jedem  Augenblick  ein  gerades  Element,  so  haben  die  von  den  Punk- 
ten dieses  Kreises  beschriebenen  Curven  unendlich  viele  einander  fol- 
gende Infiexionspnnkte,  sind  also  gerade  Linien. 

Der  momentane,  auf  tv  liegende  Pol  der  Geschwindigkeit  sei  P 
(Fig.  1),  (p  der  momentane  Geschwindigkeitswinkel.  Da  P  die  Gerade 
SP  beschreibt,  muss  der  Wendekreis  die  Gerade  SP  unter  dem  Ge- 
schwindigkeitswinkel  schneiden.  Daher  steht  die  Tangente  der  vom  Mit- 
telpunkte 0  des  Wendekreises  beschriebenen  Trajectorie  zu  SP  normal. 
Der  geometrische  Ort  für  die  Mitte  der  Linie  SP  ist  demnach  die  Fuss- 
jvnnktcarve  der  vom  Wendekreismittelpunkte  beschriebenen  Trajectorie  in 
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Bezug  auf  S.  Der  geometrische  Ort  der  Punkte  P,  also  die  Polbahn, 
ist  dieser  Fnsspunktcurve  ähnlich  und  ähnlich  gelegen. 

Durch  die  vorstehende  Betrachtung,  aus  welcher  sich  eine  einfache 
ConstructioD  des  Geschwindigkeitspols  ergiebt,  folgt  sehr  anschaulich, 
dass  die  momentane  Geschwindigkeit  des  Pols  Null  ist. 

Wir  stellen  die  in  diesem  Paragraphen  zuletzt  entwickelten  Sätze 
nach  ihrem  Hauptinhalt  zusammen. 

8)  Beschreiben  zwei  Punkte  eines  ähnlich-veränderlichen 
Systems  affine  Punktreihen,  so  fällt  die  Polcurve  mit 
dem  Wendekreise  zusammen.  Die  Polbahn  ist  zur  Fuss- 
punktcurve,  welche  der  vom  Wendekreismittelpunkte 
beschriebenen  Trajectorie  in  Bezug  auf  den  Affini- 
tätspol angehört,  ähnlich  nach  dem  Verhältniss  2:1, 
und  besitzt  mit  dieser  Fnsspunktcurve  den  Affinitäts* 
pol  als  Aehnlichkeitspol.^ 

In  dem  betrachteten  ähnlich -veränderlichen  System  sind  alle  Tra- 
jectorien  affin.  Zum  Beweise  betrachte  man  die  Bahnen  ^zweier  beliebi- 
gen Punkte  0^  und  O2  des  Systems,  für  welche  zunächst  vorausgesetzt 
werde,  dass  ihre  Verbindungslinie  OiQ^  den  Wendekreis  w  in  R  und  T 
schneide.  Die  Punkte  R  und  T  der  Geraden  OiO^  beschreiben  bei  der 
Bewegung  gerade,  durch  S  laufende  Linien;  und  hiermit  folgt  aus  der 
Constanz  der  Verhältnisse  Q^RiRQ^  und  Q^TiTO^^  dass  öi  land  Q^ 
affine  Punktreihen  bilden.  Schneidet  OiO^  den  Wendekreis  nicht,  wer- 
den also  die  Linien  SR  und  ST  imaginär,  beziehe  man  Q^  und  Q^  ^^^ 
einen  beliebigen  dritten  Punkt  innerhalb  des  Wendekreises. 

9)  Beschreiben  zwei  Punkte  eines  ähnlich-veränderlichen 
Systems  gerade  Linien  oder  affine  Pun'ktreihen,  so 
sind  die  Bahnen  aller  Punkte  affin.  Der  Affinitäts- 
pol zweier  beliebigen  Bahnen  ist  der  gemeinschaft- 
liche Schnittpunkt  aller  Wendekreise;  die  selbstent- 
sprechenden Geraden  dieser  Bahnen  und  die  Verbin- 
dungslinie der  in  ihnen  bewegten  Punkte  schneiden 
sich  auf  dem  Wendekreise. 


*  Der  vorstehende  Satz  wurde  bereite  firüher  vom  Prof.  ^h.  Schönemann 
bemerkt  Yergl.  dessen  Abhandlung  im  Jahresbericht  des  Gymnasiums  zu  Bran- 
denburg a.  H. :  Ueber  die  Bewegung  veränderlicher  ebener  Figuren,  welche  während 
der  Bewegung  sich  ähnlich  bleiben  in  ihrer  Ebene.  1862.  In  dieser  bemerkens- 
werthen  Arbeit,  auf  welche  ich  nach  Einsendung  der  vorliegenden  Abhandlung 
aufmerksam  gemacht  wurde,  werden  die  Trajectorien  eines  ähnlich-veränderlichen 
Systems  untersucht,  in  welchem  zwei  Punkte  gerade  Linien  beschreiben.  Obgleich 
dem  Verfasser  der  Satz  über  die  Affinität  der  durchlaufenen  Gurven  entgeht,  findet 
derselbe  doch  ausser  dem  schon  bemerkten  Satze  8)  eine  Beziehung  zwischen  den 
Inhalten  e"  ^«f  Tta^ectoneix. 
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Eine  specielle  Art  nngleichwendig- ähnlicher  bilden  ungleichwendig- 
coBgroente  Figuren.  Bei  letzteren  fällt  der  sich  selbst  entsprechende 
Punkt  S^  der  Sitnationspnnkt  ähnlicher  Figuren,  ins  Unendliche;  daher 
flttlt  iveh  eine  der  selbstentsprechenden  Geraden  ins  Unendliche.  Die 
iweite  sich  in  allen  Punkten  selbstentsprechende  Gerade  halbirt  die  Ver- 
bindangslinien  entsprechender  Punkte  in  den  congraenten  Grundcurven. 
Die  Mittelsenkrechte  dieser  Verbindungslinie  giebt  den  zugehörigen  Wende- 
krds,  welcher,  da  er  den  unendlich  entfernten  Punkt  S  enthalten  muss, 
in  eine  Gerade  ausartet.  Wird  durch  die  Verbindungslinie  zweier  ent- 
sprechender Punkte  ein  ähnlich -veränderliches  System  bestimmt,  so  be- 
fchreiben  nach  der  vorstehenden  Entwickelung: 

!•  Zwei  zur  Mittelsenkrechten  symmetrisch  liegende  Punkte  ungleichwen- 
dig-congruente  Punktreihen. 

2,  Die  Punkte  der  Mittelsenkrechten  beschreiben  gerade  Linien,  welche 
der  Sjmmetrie4ize  der  Grundcurven  parallel  laufen. 

'3.  Die  Trajectorien  zweier  beliebigen  Punkte  sind  affin.  Eine  ihrer 
selbstentsprechenden  Geraden  fällt  ins  Unendliche;  die  zweite,  parallel 
zur  Symmetrieaxe  der  Grundcurven,  schneidet  die  Verbindungslinie 
der  betrachteten  Punkte  auf  der  den  Wendekreis  ersetzenden  Mittel- 
Benkrechten.  — 

Im  Vorstehenden  sind  die  allgemeinen  Eigenschaften  der  Trajecto- 
rien derjenigen  ähnlich- veränderlichen  Systeme,  in  welchen  affine  Punkt- 
reihen beschrieben  werden,  entwickelt.  Die  Untersuchung  der  Hüllbahnen 
der  in  diesen  Systemen  vorkommenden  Curven ,  speciell  der,  die  Verbin- 
dungsgeraden homologer  Punkte  in  affinen  Systemen  einhüllenden  En- 
▼eloppen,  gehört  der  allgemeinen  Theorie  ähnlich -veränderlicher  Systeme 
als  BpecieUer  Fall  an.  Der  Berührungspunkt  einer  solchen  Verbindungs- 
geraden wird  erhalten ,  indem  man  vom  momentanen  Pol  einen  Leitstrahl 
zieht,  welcher  die  Gerade  (im  Berührungspunkte)  unter  dem  Geschwindig- 
keitswinkel trifft.  Die  Construction  des  Krümmungsradius  ist  leicht  mit 
Hilfe  des  Rückkehrkreises  auszuführen.  Clatese  und  Ordnung  dieser  En- 
reloppe  bestimmt  sich  nach  dem  von  Milinowski*  entwickelten  Satze: 
„Die  Verbindungsgeraden  homologer  Punkte  auf  zwei  Curven  n^'  Ord- 
nung, welche  sich  in  collinearen  Systemen  entsprechen,  werden  von  einer 
Curve  2n'**'  Classe  und  w(?i  +  l)**' Ordnung  eingehüllt,  welche  jede  der 
Grundcurven  in  2n(n  —  1)  Punkten  berührt  und  die  drei  Geraden,  welche 
in  den  collinearen  Systemen  sich  selbst  entsprechen,  zu  n'- fachen  Tan- 
genten hat.'^  Diese  selbstentsprechenden  Geraden  sind  in  dem  speciellen 
Falle  affiner  Grundcurven  die  unendlich  ferne  Gerade  und  die  beiden 
endlichen,  selbstentsprechenden  Linien  der  affinen  Grundcurven.    Ferner 


♦  Grelle 'ß  Journal,  Bd  78  S.  175. 


^"^  sina'du' 
wo  ds  das  Bogen differential  der  Tiajectorie.     Nennen  wir  die  momentuia 
VerlXngemng  des  Xhn lieh  -  TerXnderli eben  Systenu  tüi  die  LängeneiDbeit 
dl,  wird  ^ 

f=d^r—- 
ri-""" 

Die  KrttmmnngsradieD  der  Grondcnrven  kj  and  k^  in  den  Punkten 
Jf  und  jt^  seien  p,  and  9,.     Es  ist 

'1'  h' 

Da  —  eine  Constante,  folgt 

16)  ei-9%=-^--^- 

Diese  wichtige  Formel  ist  verschiedener  Umformnngen  föbig.    Der  Scbnitt- 
pnukt  des  AffinitStsstrahls  A^A^  mit  der  Abacissenaxe  sei  %\  so  wird 

t,  (, 

Elinüniit  man  «tn«,  and  <tn<4,  ao  folgt 
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Nach  Sats  8  in  §  2  ist  die  Polbahn  zu  der  Fusspunktcurve ,  welche 

der  Yom  Wendekreismittelpnnkte  beschriebeneu  Gurve  in  Bezug  auf  den 

A/fiDit&tspol   angehört,   Ähnlich.     Wir  drücken   den  Krümmungsradius   q 

der  Tom  Mittelpunkte   des  Wendekreises  beschriebenen   Trajectorie  im 

Folgenden  aus.     Nach  den  früher  entwickelten  Formeln  ist  allgemein 

r 


(^      dtp       du       .     \  * 


Hier  bedentet  r  den  Leitstrahl  des  betrachteten  Punktes,  a  den  Winkel 
dieses  Leitstrahls  mit  der  Poltangente.  Für  den  Mittelpunkt  0  des  Wende- 
kreises wird   der  Leitstrahl  r  gleich  dem  Radius  St^  des  Wendekreises, 


7t 

a  =  ^ ,  daher 


SR, 


/       rf<p  du    Y 


Da. 


^xtd 


du 

d9 
dtp 

=  2S8i,  folgt 

d(p 

du 
jRi .  dd' 

1 

29li 

du 
'd& 

^% »    . 

2V 

sinq)  \9{j 

SR,/ 

_2SR,(SR,- 
SRg .  sin 

'%) 

^  — . 

du 

q> 

Bezeichnet  man  den  Krümmungsradius  der  zu  der  Polbahn  ähnlichen, 
^Urch  die  Mitte  E  der  Sehne  SP  gehenden  Fusspunktcurve   mit  (r^,  so 

Kommt,  da  ^j  =  -^, 

Da  die  vom  Wendekreismittelpunkte  beschriebene  Gurve,  wie  der 
Affinitätspol  beliebig  gewählt  werden  können,  stellt  die  entwickelte 
Formel  eine  allgemeine  Beziehung  dar,  welche  zwischen  dem 
Krümmungsradius  q  in  einem  Punkte  einer  beliebigen  Gurve 
und  dem  Krümmungsradius  q^  im  entsprechenden  Punkte  der 
zugehörigen  Fusspunktcurve  besteht. 

9ij  bedeutet  die  Entfernung  des  betrachteten  Gurvenpunktes  0  vom 
Pol  5  der  Fusspunktcurve,  tp  den  Winkel  dieser  Geraden  05  mit  der 
Gurve.  Nach  der  Uerleitung  der  Formel  bedeutet  ferner  q  den  nach  P 
hin  gerichteten  Krümmungsradius  der  zum  Punkte  0  gehörigen  Gurve, 
p,  den  nach  der  Richtung  PO  als  positiv  gerechneten  Krümmungsradius 
der  dnrch  £  gehendeü  Fusnpünktcurve,     Aus  Fig.  1  eTgi^\>\.  «vc\\  -^^vX^x^ 


Diese  Uonatrnction  hStte  anch  aas  i5fttz  10)  abgeleitet  werden  kSnDeii, 
indem  man  die  Geraden  g,  nnd  g^  parallel  mit  sieb  selbst  so  lange  ▼er- 
schiebt, bU  zwei  entsprechende  Punkte  in  0  zneammen fallen. 

Da  die  HUtIbahn  der  bewegten  Geraden  AyA^  ancli  die  Bahnen  ihrer 
Fnakte  umhüllen  mass,  folgt,  dass  die  Bahnen  dieser  Punkte  Tangenten 
an  die  von  A^A^  amhUllte  Parabel,  also  wieder  AFfinitätsstrahlen  sind. 
Jeder  Äffin itAtsetrahl  ist  einer  entsprechenden,  durch  0  gelegten  Ge- 
raden parallel. 

'  In  eine  weitere  Discnssion  der  Beziehungen,  welche  zwischen  den 
bei  dieser  Bewegung  beschriebenen  geraden  Trajectorien  herrschen,  wer* 
den  wir  nicht  eingehen.  Dieselbe  wurde  bereits  von  Bntmester*  ge- 
fDbrt,  dessen  Bezeichnnngen  im  Folgenden  angewendet  werdeo.  Bur- 
mester  nennt  diese  Bewegungsform  eines  fibnlich-Terändßrlicben  ebenen 
Systems  die  geradlinige  Bewegung  desselben  und  die  Geraden,  auf 
welchen  sich  die  Systempnnkte  bewegen,  die  Bahngeraden.  Im  Fol- 
genden werden  wir  uns  YOTingsweise  mit  den  Kril mm ungs Verhältnissen 
der  Hallbahnen  beschäftigen. 

Da  P  beständig  der  Pol  der  Bewegung  bleibt,  ist  du  =  0.  Ans  der 
Figur  ergiebt  sich  dtp  =  d&.     Daher  wird  der  Darchmesser  des  Rückkehr^ 


*  Zeitv^uift  t  Math.  n.  Ph;i^  Bd.  XIX  Heit  8. 
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■^«^^^^-A^-^^^'^^i/S^^»^  ^^^S^^^K^V^^^^-^ 


^f^ues  und  ebenso  der  Darchmesser  des  aasgezeicbueten  Kreises  gleich 
Jfnll     Für  den  Darchmesser  des  Wendekreises  folgt 

20)  Polbahn,  RUckkehrkreis  nnd  ausgezeichneter  Kreis 
degeneriren  in  einen  Punkt,  den  Pol  der  Bewegung. 
Jeder  durch  den  Pol  gelegte  Kreis  kann  als  Wende- 
kreis betrachtet  werden. 

Der   Krümmungsradius    der  beschriebenen   Trajectorie    ergiebt    sich 
nacl:!.    der  früher  entwickelten  Formel: 

_rf£  1  _ 

•*"^    ist  die  Trajectorie  eine  Gerade. 

Für  die  Hüllbahn   einer  beliebigen   Geraden,   also   für  den  Krtim- 
™^^Äg8radiu8  der  von  ihr  beschriebenen  Parabel  folgt 


^      d^\   ^d&^d&J         d&         sin(p' 


11)  Die  Krümmungsmittelpunkte  der  umhüllten  Parabel- 
demente  bilden  in  jeder  Phase  ein  zum  System  der 
Gleitpunkte  &hnliches  System. 

Aus  der  für  q^  entwickelten  Grösse  sind  die  gebräuchlichen  Formeln 
^Ir  die  Krümmung  der  Parabel  leicht  herzuleiten. 

In  Fig.  4  sei  k  eine  beliebige  Curve  des  geradlinig  bewegten,  ähn- 
^^^-verftnderlichen  Systems.     Die  Bahngerade  eines  Punktes  Q  bildet  in 
^^er  Phase  mit  dem  Leitstrahl  einen  für  alle  Systempunkte  constanten 
^Vinkel,  den  Geschwindigkeitswinkel  g>.  Die  Hüllbahn  der  ähnlich-veränder- 
liehen  HüUcurve  Ar  sei  x;  x  muss  also  die  Bahngerade  /  in  einem  Punkte 
9'  berühren.     Um   diesen  Punkt  Q'  zu  finden,   legen  wir  in  Q  die  Tan- 
gente an  k^  welche  mit  dem  Leitstrahl  den  Winkel  r  bilden  möge.    Wenn 
sich  0  nach  0'  bewegt  hat,  muss  auch  die  entsprechende  Phase  k'  von  k 
die  Bahngerade  t  berühren;  und  da  alle  Phasen  von  k  den  Geschwindig- 
keitspol P  als  Aehnlichkeitspol  besitzen,  folgt,  dass  auch  PQ'  mit  t  den 
Winkel  t  bildet.     Demnach  bestimmt  sich  Q'  nach  folgendem  Satze: 

22)  Der  durch  einen  Punkt  der  Hüllcurve,  durch  den  Be- 
rührungspunkt der  zugehörigen  Bahngeraden  und 
durch  den  Pol  gelegte  Kreis  berührt  die  Hüllcurve. 

Der  Krümmungsradius  der  Hüllcurve  k  im  Punkte  Q  werde  mit  Qc, 
der  Krümmungsradius  der  Hüllbahn  x  in  ^  mit  ^^,  die  bezüglichen 
Krümmungsmittelpunkte  mit  M  und  0'  bezeichnet.  Wird  k  wieder  bis 
zur  eben  betrachteten  Phase  k'  bewegt,  so  geht  Q  nach  Q\  M  ii«.c\i  M\ 
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Die  dem  Erümmungsradins  ^e  in  der  zweiten  Phase  entsprechende  Strecke 
M'Q'  werde  mit  Qc  benannt.     Nach  früheren  Formeln  ist* 

^  QcStnrz  8tnx  amz 

daher  wird  «        »>«j«  /«       •  \ 

q\^PM^  r(2p^5mT— r) 

^         Qc .  strrr  p« .  «"^ 

Der  Radius    des    vorhin  erwähnten,    durch   P^    Q  und   Q'  gelegten 
Kreises  sei  /?;  so  wird 


_      ^  R(R-'Qe)  sintp 

}0  —  "■"  4  ————— ,  , 


23)  Q, 

^  Qc  stnx 

Die  vorstehende  Gleichung  stellt  eine  allgemeine  Be- 
ziehung zwischen  den  Krümmungsradien  entsprechender 
Punkte  in  Hüllbahn  und  Hüllcurve  dar. 

Wird  der  Oeschwindigkeitswinkel  (p  ein  rechter,  so  gebt  die  Hüll- 
curve k  in  die  Fusspunktcurve  der  Hüllbahn  x  über ;  Formel  23)  stimmt 
alsdann  mit  der  unter  14)  entwickelten  Relation  überein. 

• 

Setzt  man  ((»'—■ —  =  "1  >o  findet  man  nach  einigen  Umformungen 


2R-Q, 


Um  die  Bedeutung  dieser  Formel  zu  erkennen,  bilden  wir  über /^O'  ein 
Dreieck  POO'  r^  /^PQQ'  und  legen  durch  P,  0  und  0'  einen  zweiten 
Kreis.  Da  *P  der  Aehnlichkeitspol  der  beiden  Dreiecke,  ist  OQ  homo- 
log 0'Q\  also  die  Verlängerung  der  Normalen  QM^  in  welcher  auch  der 
zweite  Schnittpunkt  N  beider  Kreise  liegt.  Die  Mittelpunkte  dieser  Kreise 
seien  C  und  C^^  die  Mitte  der  Sehne  NO  sei  D.     Es  ist 

sin  X       ^  ^ 

daher 


demnach 


Ä-^  =  iyr/>,     iR-Qc^NM, 


iM     ^\ND^NCr 


NM 

24)   Die  Punkte  N  und  M  werden   durch   die  Punkte  C  und 
D  harmonisch  getheilt. 

Mit  Hilfe  dieses  Satzes  ist  es  leicht,  aus  dem  Krümmungsradius  der 
Hüllcurve  (Fusspunktcurve)  k  den  der  Hüllbahn  (Berührungscurve)  x  zu 


*  Vergl.  Zeitechr.  f.  Math.  u.Phys.,  Bd. XXIV,  Hefts  S.  161,  wo  gefunden  wurde 
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; 

m     inien  und  mngekehrt.     Diese  BeziebnDg,   welche  zwischen  einer  Cnrve 

I      lad  ihrer  HfiUbahn   bei   der  geradlinigen  Bewegung  eines   ähnlich -ver- 

F      loderliehen  Systems  herrscht ,  lässt  sich  anf  den  Zusammenhang  zwischen 

dieser  Hflilbahn  und  ihrer  Fusspunktcurve  zurückführen.    Denn  die  Fuss- 

pookte  der  von  P  auf  die  Bahngeraden  /  gefällten  Senkrechten  bilden 

«ne   sn  k  ähnliche  Curve. 

25)  Die  sur  Hüllbahn  einer  geradlinig  bewegten,  ähnlich- 
Tsrllnderlichen  Curve  in  Bezug  auf  den  Pol  der  Bewegung 
gebildete  Fusspunktcurve  ist  der  Hüllcurve  ähnlich. 

Die  für  denselben  Pol,  aber  mit  verschiedenem  Winkel  g>  erhaltenen 
Hfillbahnen  sind  hiemach  einander  ähnlich.  Sind  umgekehrt  zwei  ähnliche 
Curven  iC|  und  Xj  gegeben  (Fig.  5)  und  werden  in  den  homologen  Punk- 
ten ff  und  0"  die  Tangenten  f  und  t"  gelegt,  welche  sich  in  Q  schnei- 
den, 80  bildet  der  Aehnlichkeitspol  P  von  Xj  und  x,  mit  Q^  Q*  und  Q" 
^'q  Kreisviereck.  Die  von  P  auf  i  gefällte  Senkrechte  schneide  in  J. 
Da  LTQP^LQ'(fP^  also  constant  ist,  folgt,  dass  Q  und  T  ähnliche 
^nktreihen  beschreiben.     Hiernach  ergiebt  sich  als  Umkehrung  von  25: 

26)  Der  geometrische  Ort  der  Schnittpunkte  für  die  ent- 
sprechenden Tangenten  gleichwendig-ähnlicher  Cur- 
ven  ist  den  Fusspunktcurven  der  letzteren  in  Bezug 
auf  ihren  Aehnlichkeitspol  ähnlich.* 

Die  letztgefundenen  Sätze  gestatten  in  manchen  Fällen  eine  ein- 
''^^he  Bestimmung  des  Krümmungsradius.  So  ist  (Fig.  6)  für  die  Ellipse 
^^^  Fusspunktcurve  in  Bezug  auf  den  Brennpunkt  P  ein  Kreis.  Der 
'^^rfihmngskreis  dieser  Fusspunktcurve  geht  in  den  Kreis  über,  welcher 
^^^er  dem  Brennstrahl  PQ'  als  Durchmesser  geschlagen  wird.  Der  Krüm- 
'^'^Dgsradius  qe  der  Ellipse  ergiebt  sich  nach  der  Formel 

i^e  = 7-Ö — .  «/icp; 

Qc  stnrt 

^a  im^al,  q^ssa^  PM=ej  kommt 

^inc  bekannte  Formel.  asin^x' 

Im  vorstehenden  Beispiel  war  g^i  constant.  Ist  die  Hüllbahn  ein 
Kreis,  so  folgt,  dass  k  eine  PascaTsche  Curve  wird.  Man  beachte 
in  Fig.  4  den  Schnittpunkt  T  von  PQ  mit  dem  durch  P^  0  und  0'  ge- 
legten Kreise.     Da  LQPNsslR^    folgt,    dass   NT  Durchmesser  dieses 

Kreises    ist,    und    hieraus,     dass    0'T\\QQ'    und    QT^='-r^  ,     Ist  also 

"  smtp 

q,  constant,  so  wird  k  eine  Pascal* sehe  Curve,   deren  Grundkreis  der 

obenerwähnte  Kreis   ist,   welcher  über   PQ'  den  Winkel  97   fasst.     Nach 

dem  Vorstehenden    ist  es   leicht,    zu  jedem  Punkte  der  Pascal* sehen 

*  Von  GroBBrd  gefunden, 

£aitmtgM  f.  MmihnnmUk  n.  P&jntt  XXIV,  6. 


Nach  den  Entwickelangen  des  vorigen  Abschnittes  bat  der  Pol  beS^^x 
der  geradlinigen  Bewegung  eine  feste  Lage.  Die  festen,  zu  den  beiden^c^'i 
Systemen  der  Asymptoten  gehörigen  Pole  seien  /•,  nnd  P,. 

Da  die  sieb  entsprechenden  Dnrchmesser  zweier  affinen  Hyperbeln.^:^  -l' 
entsprechende  Strahlen  eines  BQschels  in  affinen  Systemen  bilden,  fol|:t*~^S' 
weiter  Dach  Satz  4)  nnd  18): 

29)  Entsprechende  Durchmesser  der  beschriebenen  Hypet— ^  "' 
beln  bilden  die  Babugeraden  der  Mittelpunkte  ffir  eine«—*  ' 
bestimmte  geradlinige  Bewegung.  Die  Pole  d«r  den  ^^r^ 
verschiedenen  Durchmessern  einer  Trajectorie  ent-  - 
sprechenden  geradlinigen  Bewegungen  bilden  eine  ^^ 
Kreislinie. 

Diese  Kreislinie  f,  welche  auch  die  Pole  Pj  und  P,  enthalt,  besüch- 
neo  wir  als  die  mittlere  Phase  des  Wendekreises  der  Bewegung;  sie  ent- 
hält   also    die   Aehnlicbkeitspole   der  sich   entsprechenden    Darchrnnsser. 
*  Ans  den  Eigenschaften  conjugirter  Durchmesser  und  ans  Satz  4)   Folgt 
sofort : 

30)  Zu   conjngirteu    Durchmessern    gehören   Pole,    welche 
PiPf  barmoniach  theilen. 

Die  Polo  conjngirter  Durchmesser  bilden  also  eine  kreislinige  hyper- 
baläcbe  Involution.  i 
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'^  Die  beiden   Asymptoten    einer  Trajectorie  bilden  mit  den  Linien, 

vdebe  ihren  Mittelpunkt  mit  den  zugehörigen  Polen  P^  nnd  P2  verbin- 
'        das,  beiflglicb  feste  Winkel.     Nach  Satz  4)  fasst  die  Kreislinie  w  über 
?jP|  die  Differenz  dieser  Winkel,   und  hieraus  folgt,   dass  w  auch  der 
geometrische   Ort  derjenigen  Mittelpunkte  ist,   deren   beide  Asymptoten 
mammen fallen  y  für  welche  also  die  Trajectorie  in  eine  Gerade  Übergebt. 
Alle  im  System  beschriebenen  Geraden  gehen  durch  einen  festen  Punkt 
S  Inf  AT,  den  Affinitätspol  der  affinen  Hyperbeln.     S  werde  mit  P^  und 
Pf  Terbunden.     Zum  Mittelpunkte  0  des  Kreises  w  gehört  ebenfalls  eine 
Hyperbel;  und  ans  den  elementaren  Sätzen  des  Kreises  ergiebt  sich,  dass 
die  Asymptoten  derselben  senkrecht  zu  SP^  und  SP^  stehen.     Die  Mitten 
der  Abschnitte,  welche  die  verschiedenen  Phasen  des  momentanen  Wende- 
kreiies  wafSP^  und  SP^  abschneiden,  werden  also  erhalten,  indem  man 
am  den  Punkten   dieser  zu  0  gehörigen  Hyperbel  die  Senkrechten  auf 
^^1  und  SP^  füllt.     Diese  Senkrechten  bilden  jedoch  zwei  projectivische 
I^arallelstrablbÜschel.     Daher  sind  auch  die  Punktreihen,  welche  sie  auf 
^f*i  und  SP^  hervorrufen,  und  daher  auch  die  Endpunkte  der  verdop- 
pelten, auf  SPj  und  SP^  gebildeten  Abschnitte,  d.  h.  die  Schnittpunkte 
des  Wendekreises  in  seinen  verschiedenen,  wirklich  durchlaufenen  Pha- 
•«n   mit  SPi  und  SP^y  projectivisch.     Dem  Punkte  Pj  in  SP^  entspricht 
'hierbei  der  unendlich  ferne  Punkt  von  SP^^  und  umgekehrt  dem  Punkte 
^9    der  unendlich  ferne  Punkt  in  SP^. 

31)  In  dem  betrachteten  ähnlich-veränderlichen  System 
bestehen  stets  zwei  Gerade,  welche  coUinear  durch- 
laufen werden,  nämlich  die  Geraden  SP^  und  SP^,  Die 
Punkte  P^  und  P^  sind  die  Gegenpunkte  dieser  col- 
linearen  Punktreihen. 

Der  vorstehende  Satz  lässt  sich   umkehren.     Sind   g^  und  ^2  ^^^^ 
%«rade  Linien,   welche  von  zwei  Systempunkten  eines  ähnlich -veränder- 
^Sehen  Systems  collinear  durchlaufen  werden,  so  bilden  die  in  den  Mitten 
Entsprechender  Abschnitte  S^^   und  S^^  errichteten  Senkrechten  projec- 
"^ivische  Parallelstrahlbüschel.      Der  Mittelpunkt    des   Wendekreises    be- 
schreibt also  die  Schnittcurve  dieser  ßüschel,  eine  Hyperbel;  und  dem- 
nach beschreibt  jeder  Systempunkt  eine  affine  Hyperbel.     Die  betrachtete 
Art   der  Bewegung  ist  also  durch  zwei  beliebige  projectivische  Geraden 
9i  und  02  bestimmt 

32)  Beschreiben  zwei  Punkte  eines  ähnlich-veränderlichen 
Systems  zwei  projectivische  gerade  Linien,  so  werden 
die  Trajectorien  des  Systems  zu  Hyperbeln. 

Zwei  beliebige,   sich   entsprechende  Punkte  der  projectivischcn  Ge- 
raden Qi  und  g^  seien  y#,  und  j^^»     Wenn   die  Linie  ^i'^^  ^^  ^^®  Lage 
P1P2  gebracht  wird,  fällt  jeder  mit  ^1^2  verbundene  Punkt  ic 
verMDSerliehen  Systema  w   den  Mittelpunkt   der  VO^ 
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scbriebenen  Hyperbel.     Hiernacb    sind  Mittelpunkt  nnd  Asymptoten  der 
von  einem  beliebigen  Funkte  besebriebenen  Curve  zu  construiren. 

Zur  Bestimmung  des  momentanen  Pols  der  Bewegung  können  ver- 
scbiedene  Wege  eingescblagen  werden: 

1.  Man  bestimme  den  Berührungspunkt  T  der  Linie  J^  A^  mit  dem 
sie  einbüllenden  Kegelschnitte,  lege  durch  T  und  A^  einen  die  Gerade 
^1,  durch  T  und  A^  einen  die  Gerade  g^  berührenden  Kreis.  Der  zweite 
Schnittpunkt  dieser  beiden  Kreise  ist  der  Pol  P.  v 

2.  In  A^  und  A^  legen  wir  an  den  momentanen  Wendekreis  tv^^  in 
F|  und  Pj  ^^  ^^^  mittlem  Wendekreis  w  die  Tangenten.  Dieselben 
schneiden  sich  in  je  zwei  homologen  Punkten  Z^  und  Z.  Punkt  Z^  be- 
schreibt bei  der  Bewegung  mit  der  Linie  A^A^  eine  Hyperbel,  deren 
Mittelpunkt  ^  ist  und  deren  Asymptoten  nach  Satz  28)  mit  g^  und  g^ 
parallel  laufen. 

Für  die  betrachtete  Phase  der  Bewegung  werde  der  Aehnlichkeitspol 
derjenigen  Durchmesser  t/^i,  deren  Endpunkte  eben  passirt  werden,  mit 
Pfi^  der  den  conjugirten  Durchmessern  ä^  angehörende  mit  /V  bezeichnet. 
P^  ist  also  auch  der  Aehnlichkeitspunkt  der  auf  den  collinearen  Geraden 
zurückgelegten  Durchmesserstrecken  PiA^  und  P^A^  (denn  /^j  und  P^  sind 
als  Mittelpunkte  von  g^  und  g^  zu  betrachten).  Demnach  ist  /^^  der 
zweite  Schnittpunkt  von  w  und  tVy^. 

Da  Z  das  Involutionscentrum  der  auf  ro  von  den  Aehnlichkeitspolen 
gebildeten  Involution  ist,  wird  P,  im  zweiten  Schnittpunkte  der  Geraden 
ZPfjt  mit  tu  erhalten.  Der  momentane  Pol  der  Bewegung  ist  der  Aehn- 
lichkeitspol der  mit  d^  parallelen  und  proportionalen  Hyperbeltangenten. 
Der  Aehnlichkeitspol  P  dieser  Tangenten  und  der  Aehnlichkeitspol  Py 
der  ihnen  parallelen  Durchmesser  d^  liegt  nach  §  1  auf  einer  durch  den 
Affinitätspol  S  laufenden  Geraden.  Der  Pol  P  ist  also  der  Schnittpunkt 
von  SPf  mit  Wj. 

Da  sich  die  Kreise  rv  und  w^  als  ähnliche  Systeme  betrachten  lassen, 
deren  Aehnlichkeitspol  Pf^  ist  und  in  welchen  sich  Z  und  Z^  als  homo- 
loge Punkte  entsprechen,  folgt,  dass  P  der  dem  Punkte  Py  homologe 
Punkt  auf  w^  ist.  Wir  erhalten  hiernach  folgende  einfache  Construction 
des  momentanen  Geschwindigkeitspols: 

Suche  den  Schnittpunkt  P^  von  tv  und  Wj  und  verbinde  /^^ 
mit  Z^.  Der  zweite  Schnittpunkt  dieser  Verbindungslinie 
mit  Wj  ist  der  Pol  P, 

3.  Der  Geschwindigkeitspol  lässt  sich  auch  als  der  Aehnlichkeitspol 
der  unendlich  kleinen  Strecken  auffassen,  welche  A^  und  A^  momentan 
auf  ^1  und  g^  zurücklegen  werden.  Nennen  wir  dieselben  5^  und  s^^  so 
folgt  aus  den  Eigenschaften  der  collinearen  Linien  für  ihre  Gegenpunkte: 
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Der  Gkschwindigkeitspol  ergiebt  sich  hiernach  auch  als  der  Aehn- 
liehkeitgpol  zwischen  P^  A^  and  der  nach  entgegengesetzter  Kichtung  ge- 
nommenen Strecke  P^A^. 

Der  Aehnlichkeitspol  zwischen  PiA^  nnd  P^A^  war  P^,     Da  Z'^,  A^^ 
Pf  A^  Tier  harmonische  Punkte  bilden ,  ergiebt  sich  folgender  Satz : 
33)  Die    Aehnlichkeitspole    einer    Geraden    mit    zwei    von 
einem   Pnnkte   (^A^    auslaufenden    gleichen,    aber    ent- 
gegengesetzten   Strecken    bilden   mit   diesem   nnd   dem 
homologen  Punkte  {A^   vier  harmonische  Punkte  eines 
Kreises,  welcher  durch  den  Schnittpunkt  der  ähnlichen 
Strecken  geht. 
Ans  dem  Vorstehenden  folgt  ferner  nach  1.  eine  einfache  Construc- 
tioQ,  Qm   den  Berührungspunkt   der  Geraden  A^^A^  mit   dem   sie  einhül- 
ieoden  Kegelschnitte  zu   erhalten,   nachdem   der   Geschwindigkeitspol   P 
i^h  der  in  2.  oder  3.  hergeleiteten  Methode  gefunden  ist.  — 

£8  seien  (Fig.  7)  P^  und  P^,  ein  Paar  iuvolutorischer  Punkte  auf  w\ 
^'6  Winkel,  welche  ein  Durchmesser  df^  mit  dem  Leitstrahl  des  zugehöri- 
S^u  Hjperbelmittelpunktes  M  nach  P^  macht,  sei  fi,  der  Winkel  des  con- 
jtt^rten  Durchmessers   (/,  mit  dem  Leitstrahl  MP^  sei   v.     Da  SP^  und 
^^»  als  Grenzen  dieser  Durchmesser  zu  betrachten  sind,  folgt  LS P^Pf^^^fn 
^^^  LSPfgP9  =  V,     Der  Winkel  der  zum  Mittelpunkte  M  gehörigen  Durch- 
messer df^  und  rfr  sei  A,   ferner  LP^SPf^  =  dy  LPf,MP^=x.     Aus  Fig.  7 

*«Äd  da  fi-f  v^l80-d,  wird 

180-d-x  =  A. 

34)   Der  geometrische  Ort  derjenigen  Mittelpunkte,    deren 
den  Punkten  P^und  /'y  entsprechende  conjugirte  Durch- 
messer einen  constanten  Winkel  X  bilden,  ist  hiernach 
ein  Kreis  m  durch  P^  und  P^^  welcher  über  diese  Punkte 
den    Winkel    x  =  l80  — d— ^    fasst    und    den    Wendekreis 
der    mittlem   Phase    unter    dem   Winkel    X  der   Durch- 
messer schneidet. 
Alle   Durchmesser    ^^    und    d^  bilden    die   Strahlen    zweier   Strahl- 
Büschel,  deren  Mittelpunkte  B/i  und  B^  auf  m  liegen;  nämlich  der  Mit- 
telpunkt Bft  des  aus  den  r/^  gebildeten  Strahlbüschels  in  5Py,  der  Mittel- 
punkt B^  des  aus  den  d^  gebildeten  Strahlbüschels  in  der  Verlängerung 
von  SPft,     Jeder  Durchmesser  in  einer  der  beschriebenen  Hyperbeln  ist 
dem  Leitstrahl  des  Mittelpunktes  nach  dem  Aehnlichkeitspol  dieses  Durch- 
messers proportional.     Von  den  zu  zwei  conjugirten  Durchmessern  d^^  und 
dp  gehörigen  Aehulichkeitspolen  Pß  und  Pv  ergiebt   sich  stets  der  eine 
(in  Fig.  7  Pf^)  als  Schnittpunkt  der  Wendekreise  rv  und  Wj.     Da  dieser 
Punkt  Aehnlichkeitspol  der  Strecken  PiA^  und  f\A^^  besitzen  die  diesem 
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Pole  entsprechenden  Durchmesser  reelle  Schnittpunkte  mit  ihrer  Hyper- 
bel. Alle  Durchmesser  mit  reellen  Schnittpunkten  gehen  also  durch  Rfj^, 
Die  Gerade  SPfiP  ist  hiernach  als  eine  Hyperbel  aufzufassen,  deren 
reelle  Axe,  die  Gerade  SPvP  als  eine  Hyperbel,  deren  imaginäre  Axe 
zu  Null  geworden. 

Im  Folgenden  werde  der  Winkel  X  der  conjugirten  Durchmesser  dft 
und  dp  ein  rechter;  die  Durchmesser  dß  und  d^  bilden  also  die  Axen  der 
beschriebenen  Hyperbeln,  und  m  schneidet  w  orthogonal.  B/a  und  B^ 
bilden  die  Endpunkte  eines  Durchmessers  von  tn.  Die  Linien  PuBii  und 
FvBy  schneiden  sich,  da  die  Winkel  SPfiBfA  und  SPvRy  rechte  sind, 
im  Gegenpunkte  S^  von  S  auf  rv.  Der  Schnittpunkt  von  SS^^  und  P/uPv 
sei  R\  aus  den  Eigenschaften  des  Vierseits  folgt,  dass  Linie  RfiR^  die 
Polare  von  R  in  Bezug  auf  n>  ist.  Demnach  steht  die  Linie  BfiBy  senk- 
recht auf  5Sj,  hat  also  diese  Linie  B^By  für  alle  Orthogonalkreise  m 
eine  constante  Richtung. 

Der  Winkel  t,  welcher  von  dieser  Richtung  B^lB^  mit  PiP^  gebildet 
wird,  kann  auch  erhalten  werden,  indem  man  die  Mittelsenkrechte  von 
Pj/j  zieht.  Schneidet  diese  Mittelsenkrechte  die  Kreislinie  w  in  S^^  so 
ist  der  zu  SSq  gehörige  Centriwinkel  gleich  r.  Dieser  Winkel  t  ist  also 
gleich  dem  Doppelten  desjenigen  Winkels,  um  welchen  A  A'x «S^ ^2  ^^^  ^^^ 
Mittellage  ^i%f^%  herausgedreht  ist.  Bei  dieser  Drehung  dreht  sich  RßRv 
um  T  und  wir  erkennen:  Wenn  ^P^SP^  so  um  die  Gegenpunkte  P^ 
und  p2  gedreht  wird,  dass  LP^SP^  ungeändert  bleibt,  werden  die  Axen 
der  beschriebenen  Hyperbeln  alle  um  denselben  Winkel  gedreht.  Die 
Grösse  dieser  Axen  wird,  da  P^  und  Pv  ihre  Lage  auf  w  beibehalten, 
nicht  geändert.     Demnach  folgt: 

35)  Werden  die  collinear  durchlaufenen  Geraden  g^  und  g^ 
um  gleiche,  gleichgerichtete  Winkel  um  die  Gegen- 
punkte P|  und  P2  gedreht,  so  drehen  sich  alle  im  System 
beschriebenen  Hyperbeln  um  gleiche  Winkel  um  ihre 
Mittelpunkte,  ohne  ihre  Gestalt  zu  ändern,  und  es  ent- 
sprechen sich  für  die  verschiedenen  Lagen  die  homo- 
logen Punkte  der  Hyperbeln. 

Der  vorstehende  Satz  ist  ein  specieller  Fall  des  in  §  2  ausgesproche- 
nen allgemeinen  Satzes  10). 

Legen  wir  an  sämmtliche  Trajectorien  die  bei  der  momentanen  Lage 
im  Systempunkte  berührende  Tangoute.  Die  Abschnitte  derselben  auf 
den  Asymptoten,  deren  Product  gleich  dem  Quadrat  der  Excentricität, 
entsprechen  einander. 

36)  Das  Quadrat  der  Excentricität  ist  für  jede  Hyperbel 
dem  Product  aus  den  Entfernungen  des  Hyperbelmit- 
telpunktes  von  P^  und  P^  proportional. 


Von  Dr.  L.  Oei8BNheui£r.  367 

Der    geometrische    Ort    füc    die    Mittelpunkte    von 

Hyperbeln  gleicher  Brennweite  ist  eine  Lemniscate. 

Die  Proportionalitätsconstante  findet  man  leicht   durch  Betrachtung 

der  snm  Punkte  Z  als  Mittelpunkt  gehörigen  Hyperbel.     Setzt  man  das 

fir  die  coUinearen  Linien  g^  und  ^2  constante  Product  P^A^,  P^A^^:=k^^ 

M  folgt  durch  eine  sehr  einfache  Rechnung  als  Grösse  der  Proportiona- 


liUticoDstanten 


Dm  die  Grösse  und  Lage  der  Hyperbelaxen  zu  erhalten ,  denken  wir 
00s  A/\^/\   in  die  Mittellage  zurückgedreht,   setzen  also  (Fig.  8)  P^S 

^P^S.     Dann   föllt  RßRv  mit  PiP^^   R  mit  Z  zusammen.     Die  Gerade 
^iP^  wird   ferner  von  den  Orthogonalkreisen  m  in  einer  Involution  ge- 
tehnitten,  deren  Doppelpunkte  P^  und  P^  sind.     Demnach  wird  LP^MP^ 
Qnd  sein  Nebenwinkel  von  den  Axen  R^iM  nuA  7?trillf  halbirt.    Wir  finden, 
«inlehst  für  diesen  speciellen  Fall: 
37)  Die  Axen  einer  zum  Mittelpunkte  M  gehörigen  Hyper- 
bel fallen  mit  den  Tangenten  der  beiden  durch  ^gehen- 
den confocalen  Kegelschnitte  zusammen,  deren  Brenn- 
punkte P|  und  P2  sii^d. 
Der  von   den  Geraden  g^  und  ^2  1^  ^^g*  ^  gebildete  Winkel  sei  er. 
«r  Winkel  der  zum  Punkte  M  gehörigen  Hyperbelasymptote  mit  ihrem 

^^^tstrahl  ist  gleich  LSP^P^^^-^—     ,     Setzen  wir  ferner 

^LP^MP^^^a, 
le  Brennweite  der  zum  Punkte  M  als  Mittelpunkt  gehörigen  Hyperbel 
e^  ihre  halbe  reelle  Axe  =a,  ihre  halbe  Nebenaxe  =^,  so  folgt 

(a         \  et  CL 

^^0j-=^esin-^cos0  +  ecos  -^sino^ 

(Cl  \  €1  CL 

-^  +  <s ]  =  e  COS  -^  C0S6  ^  c  sin-^  sin  0. 

Nach  Satz  36)  ist  e^-^-^j/P^M.P^M.    Werden  durch  M  die  schon  eben 

erwähnten  confocalen  Kegelschnitte  gelegt,  deren  Brennpunkte  P^  und  P^ 
sind,  und  nennen  wir  die  halbe  Nebenaxe  der  durch  M  gelegten  Ellipse 
#,  die  halbe  Nebenaxe  der  confocalen  Hyperbel  /,  so  folgt  nach  bekann- 
ten Formeln   ypj^-jTJfcosa^s,    j/P^M ,P^M.sina  =  l. 
Einsetzend,  wird 

2k      /  ,    a         ,  €1     \       ^        2k     f        a  .    «    A 

Demnach  ergiebt  sich  der  merkwürdige  Satz: 

38)  Die  Axen  einer  beschriebenen  Hyperbel  lassen  sich 
durch  dieNebenaxen  der  durch  den  Mittelpunkt  geleg- 
nen confocalen  Kegelschnitte  liue%x  %U&dt1i^V^^ 
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Falls  RiiRp  nicht  mit  PiP^  zusammen  füllt,  sondern  mit  dieser  Linie 
den  Winkel  t  bildet,  drehen  sich  die  Axen  der  beschriebenen  Hyperbeln 
nach  35)  um  ihren  Mittelpunkt  um  den  Winkel  t.  Die  Grösse  der  Axen 
bleibt  ungeändert.  Durch  das  zu  /\  und  P^  als  Brennpunkten  gehörige  System 
confocaler  Kegelschnitte   ist  also   das  System  der  Trajectorien  bestimmt. 

Satz  38)  giebt  zu  einer  grossen  Zahl  specieller  Bemerkungen  Anlass, 
von  welchen  wir  nur  wenige  anführen  werden. 

Der  geometrische  Ort  für  die  Mittelpunkte  der  beschriebenen  gleich- 
seitigen Hyperbeln  ist  eine  Kreislinie,  welche  w  in  P^  und  P^  orthogonal 
schneidet. 

Za  solchen  Mittelpunkten,  welche  einen  Durchmesser  des  Wende- 
kreises w  d^r  mittleren  Phase  harmonisch  theilen,  gehören  ähnlich -ent- 
gegengesetzt durchlaufene  Hyperbeln. 

Für  alle  Punkte  eines  durch  P^P^  beliebig  gelegten  Kreises  ist  0, 
daher  auch  a:b  und  s:t  constant.  Für  die  Punkte  eines  solchen  Kreises 
haben  also  die  Nebenazen  der  confocalen  Kegelschnitte  ein  constantes 
Verhältniss« 

Da  PiPi  die  Mittelpunktsphase  der  Linie  ^1^2  ist,  folgt: 

Alle  Punkte  eines  durch  die  Punkte  ^^  und  j4^  beliebig  gelegten 
Kreises  beschreiben  ähnliche  Hyperbeln. 

Ein  specieller  Fall  eines  solchen  Kreises  ist  die  Gerade  A^A^  selbst. 
Da  die  Hüllbahu  dieser  Geraden  zusammenfällt  mit  der  Hüllbahn  der 
von  ihren  Punkten  beschriebenen  Curven,  berühren  diese  Curven  den 
von  ^^1^2  timhüUten  Kegelschnitt  in  zwei  Punkten. 

Nach  Satz  13)  in  §  2  kann  die  Linie  ^iJ^  zur  Asymptote  dieser 
Hüllbahn  werden ,  wenn  der  Affinitätspol  S  ausserhalb  der  beschriebenen 
Hyperbeln  liegt.  Betrachten  wir  die  Hyperbel,  welche  die  Mitte  von 
A^J^  beschreibt.  Aus  Fig.  7  folgt  leicht,  dass  diese  Hyperbel  im  Asymp- 
totenwinkel o  liege,  wenn  der  dem  Schnittpunkte  S  in  g^  entsprechende 
Punkt  S^  in  g^  zwischen  S  und  P^  fällt;  und  dass  diese  Hyperbel  im 
Nebenwinkel  180  —  a  liegt,  wenn  dieser  Punkt  S^  nicht  in  SP^  fällt.  Im 
ersten  Falle  liegt  5  innerhalb,  im  zweiten  Falle  ausserhalb  der  beschrie- 
benen Hyperbeln ;  im  zweiten  Falle  nimmt  also  A^  A^  zwei  reelle  asymp- 
totische Lagen  ein. 

39)  Zwei  projectivische  gerade  Punktreihen  erzeugen  eine 
Ellipse,  wenn  der  dem  Schnittpunkte  5  der  Punkt- 
reihen entsprechende  Punkt  auf  einer  der  Geraden 
zwischen  S  und  den  Gegenpunkt  fällt.  In  allen  an- 
deren Fällen  entsteht  eine  Hyperbel.* 

Die  Hüllbahn  einer  beliebigen  Geraden  bei  der  von  uns  betrachteten 
Bewegung  ist  nach  den  in  §  2  mitgetheilten  Sätzen  Milinowski^s  eine 


*  Yet'gl  Orf  tschel,  Organische  Geometrie,  8.  77  u.  78. 
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Cnfe  Tierter  Ordnung  und  sechster  Classe,  die  jeden  Kegelschnitt, 
wekhen  ein  Punkt  der  Geraden  beschreibt,  in  vier  Punkten  berührt. 
Die  beiden  geraden  Linien ,  welche  die  Schnittpunkte  der  bewegten  Ge- 
itlen  mit  dem  Wendekreise  beschreiben,  und  die  unendlich  ferne  Ge* 
nde  sind  Doppeltangenten  dieser  Curve.  Falls  der  AffinitMtspol  S  ein 
•ellMtentsprechender  Punkt  wird,  also  Qi  und  g^  perspectivisch  liegen, 
iSst  sieh  das  Strahlenbüschel  dieses  Punktes  von  den  Enveloppen  ab,  die 
QfdnQiig  der  Hüllbahnen  sinkt  um  2,  die  Classe  um  1  Einheit.  Die 
Üereloppe  der  Geraden  ^i^^  wird  also  in  diesem  Falle  ein  Punkt.  Alle 
IVijeetorien  laufen  durch  5;  der  Affinitätspol  wird  ein  Keimpunkt  des 
Sjitems. — 

Einen  wichtigem   Specialfall   gewinnen   wir,   indem  wir  P^   und  P^ 

Bit  S  susammenfallen  lassen,  also  ^2  ^^  lange  verschieben,  bis  /^P^  ^^ 

Voll  wird.     Der  Wendekreis  der  mittlem  Lage  w  reducirt  sich  in  diesem 

Adle  auf  den  Punkt  5;  die  Mittelpunkte  aller  beschriebenen  Hyperbeln 

^l^n  also  in  S,     Die  sämmtlichen  vorhin  hergeleiteten  Sätze  bleiben  mit 

^Seilten  Modificationep  bestehen.     Ist  wieder  '<^i^2  4^^  ähnlich -veränder- 

^^ke  Gerade  (Fig.  9),  deren  Punkte  Ji  und  J^  die  collinearen  Geraden 

^A     imd  g^  beschreiben,  Q  ein  hiermit  bewegter  Systempunkt,  so  folgt  mit 

^^^«ksicht  auf  Satz  36)   und   die  Formel   für  die  Brennweite  der  von  Q 

^^^^chriebenen  Hyperbel 

40)  Der  geometrische  Ort  derjenigen  Punkte^  welche  Hy- 
perbeln mit  gleicher  Brennweite  beschreiben,  ist  stets 
auf  einer  ähnlich-veränderlichen  Lemniscate,  deren 
Brennpunkte  momentan  A^  und  A^  sind. 

Hieraus  ergiebt  sich  in  gleicher  Weise  wie  früher: 

41)  Die  Axen  der  beschriebenen  Hyperbeln  drücken  sich 
linear  aus  durch  die  Nebenazen  der  durch  den  betrach- 
teten Systempunkt  laufenden  Kegelschnitte,  deren 
Brennpunkte  die  entsprechenden  Punkte  i^i  und  ^2^^^^* 

Der  Geschwindigkeitspol  der  Bewegung  wird  für  diesen  Fall  erhal 
ten,  indem  man  entweder  zu  S,  A^  und  A^  den  vierten,  mit  S  conjugir- 
tien  harmonischen  Punkt  sucht  oder,  da  die  Mitte  von  A^A^  der  Berüh- 
rungspunkt dieser  Linie  mit  ihrer  Enveloppe  ist,  durch  diese  Mitte  einen 
die  Getade  g^  in  A^  berührenden  Kreis  legt,  welcher  den  momentanen 
Wendekreis  im  Pol  P  trifft.  Da  die  Gerade  A^A^  dieselbe  Hüllbahn 
beschreibt,  wie  ihre  Mitte,  der  Punkt  B^  ist  B  ein  Punkt  des  ausgezeich- 
neten Kreises  der  Bewegung.  Die  Mittelsenkrechte  von  A^  A^  geht  durch 
den  Mittelpunkt  Z^  der  hyperbolischen  Involution,  welche  die  Aehnlich- 
keitspole  zwischen  den  conjugirten  Richtungen  auf  dem  momentanen 
Wendekreise  w^  bilden.     Die  Mittelsenkrechte  von  A^A^  hia)         "     ^wi 
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sehen  den  Punkten  A^^  und  A^  gelegenen  Bogen  des  Wendekreises;  die 
Schnittpunkte  des  Wendekreises  und  der  Mittelsenkrechten  liegen  also 
auf  den  Axen  der  vom  Punkte  B  heschriehenen  Hyperbel.  Und  da  die 
Mittelsenkrechte  die  Normale  dieser  Hyperbel,  folgt: 

42)  Die  betrachtete  Art   der  Bewegung  eines  ähnlich-ver- 
Hnderlichen    Systems    wird    erhalten,    indem    man    die 
Normale  einer  Hyperbel  als  eine  ähnlich-veränderliche 
Gerade  betrachtet,  welche  mit  zweien  ihrer  Punkte  die 
Hyperbelaxen  beschreibt. 
Der  Geschwindigkeitspol  P  (Fig.  9)  wird  im  Schuittpuukte  der  Linie 
SZ^  mit  dem  Wendekreise  m^  gefunden;  denn  S,  ^^,  P  und  A^  sind  har- 
monische Punkte.     Der  Krümmungsmittelpunkt  0  der  vom  Punkte  B  be- 
schriebenen   Trajectorie    muss,    da    dieser    Punkt    dem    ausgezeichneten 
Kreise  angehört,  auf  der  zum  Leitstrahl  PB  in  P  errichteten  Senkrech- 
ten PO  liegen.*     Aus  den  Eigenschaften  der  harmonischen  Strahlen  SZ^, 

ST,  SB,  SU  folgt  ,   „^^      ,  ^^^ 

'        '  ^  LBSTc=zLTSP, 

daher,  den  Schnitt  von  SB  und  w^  durch   V  bezeichnend, 

ABVO^ABPO. 

Demnach  geht  OV  durch  den  Gegen punkt  W  von  S  auf  dem  Kreise  w^. 
Hieraus  ergiebt  sich  folgende  äusserst  einfache  Construction  für  den 
Krümmungsmittelpunkt  0  der  Hyperbel:** 

Verbinde  den  Hyperbelpunkt  B  mit  dem  Mittelpunkte  S 
und  errichte  zu  dieser  Verbindungslinie  in  S  eine  Senk- 
rechte, welche  die  Hyperbelnormale  in  Ä  schneidet.  Die 
Hyperbelnormale  treffe  die  Axen  in  T  und  £/;  trägt  man  die 
Strecke  ü2l  von  T  aus  nach  entgegengesetzter  Richtung  ab, 
macht  also  ÜX=i  TO,  so  ist  0  der  zum  Punkte  B  gehörige 
Krümmungsmittelpunkt  der  Hyperbel* 

Vorstehende  Construction  setzt  also  nur  die  Kenntniss  der  Axenriclv 
tungen  und  der  Normalen  voraus. 

§6. 

Nach  den  Ergebnissen  des  letzten  Abschnittes  darf  die  Methode,  die 
Eigenschaften  affiner  Figuren  durch  die  Bewegung  der  sie  erzeugenden 
ähnlich-veränderlichen  Systeme  aufzufinden,  wohl  als  eine  fruchtbringende 
bezeichnet  werden.  Noch  mehr  wird  dies  im  laufenden  Paragra|Jlion  bei 
der  Untersuchung   der  Bewegung   eines   ähnlich -veränderlichen   Systems 


*  Vcrgl.  Geisenheimer,   Untersuchung   der  Bewegung  ähnlich -veränder- 
licher Systeme.     Zeitschrift  f.  Math.  u.  Phys.,  Bd.  XXIV  S.  154.    Die  Conatruction 
läset  sich  bei  allen  Curven,  deren  Gleichung  lautet  x"^ .  i^  =  Constans ,  anwenden. 
**  Diese   Construction  habe  ich   ohne  Zufögung  eines  Beweises   bereits  in 
Bd.  XX  dieser  Zeitschrift  yeröffentlicht. 
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berrortreten ,  in  welchem  zwei  und  daher  alle  Systempunkte  affine  Ellip- 
m  beschreiben. 

Die  Eigenschaften  einer  solchen  Bewegung  gewinnen  einen  anschan- 
Keheo  Ausdruck,  wenn  wir,  wie  Burmester,  eine  Beschleunigungsphase 
dai  Systems  einführen.  Wir  setzen  im  Folgenden  voraus,  eine  Trajec- 
torie  des  Systems  werde  vom  Systempunkte  so  durchlaufen,  dass  die 
fiesehlennigung  in  jedem  Augenblicke  mit  dem  Ellipsenhalbmesser  der 
Bilin  nach  Richtung  und  Grösse  zusammenfalle.  Diese  Voraussetzung 
ut  immer  erlaubt;  sie  fällt  mit  der  Annahme  zusammen,  dass  die  be- 
tnehtete  Ellipsenbewegung  einer  gleichförmigen  Kreisbewegung  derselben 
Omlaufsdauer  affin  sei. 

Aus  der  Affinität  der  beschriebenen  Ellipsen  folgt,  dass  unsere  Vor- 
UftssetBung  für  alle  Bahnen  ihre  Geltung  beibehält. 
<43)  Das   System  der  Beschleunigungsphase    fällt  mit   dem 
System   der  Ellipsenmittelpunkte  zusammen.     Die  Be- 
schlennigungsphase  ist  also   für  alle  Phasen  des  ähn- 
lich-veränderlichen Systems  constant. 
Die  Punkte  des  momentanen  Wendekreises  beschreiben  gerade  Linien. 
^Ck  die  Mitten  derselben  ist  der  Bahnhalbmesser  Null,    also  auch   die 
A  ^»ehleunigung  Null. 

44)  Die  Beschleunigungsphase  des  Wendekreises  ist  der 
geometrische  Ort  der  Beschleunigungspole. 

Jeder  B^schleunigungspol  kann  auch  als  Aehnlichkeitspol  der  sämmt- 
-  ^>^hen,  einer  Bewegungspbase  angehörigen  Durchmesser  betrachtet  werden. 
K^^^tbei  der  Ellipse  zwei  conjugirte  Durchmesser  nie  zusammenfallen,  folgt: 

45)  Die  Aehnlichkeitspole  conjugirter  Durchmesser  bilden 
auf  der  Beschleunigungsphase  des  Wendekreises  eine 
elliptische  Involution. 

Mit  Rücksicht  auf  die  Aehnlichkeit,   welche  zwischen   einer  Phase 
^68  bewegten  Systems  und  der  Beschleunigungsphase  herrscht,  folgt  weiter: 

46)  Der  geometrische  Ort  für  die  Mittelpunkte  solcher 
Ellipsen,  in  welchen  die  Scheitel  der  unter  einem  festen 
Winkel  gegen  einander  geneigten  conjugirten  Durch- 
messer gleichzeitig  passirt  werden,  liegen  auf  einem 
Kreise,  welcher  die  Beschleunigungsphase  des  Wende- 
kreises in  den  diesen  Durchmessern  entsprechenden 
Aehnlichkeitspunkten  unter  dem  erwähnten  festen 
Winkel  schneidet. 

Die  Mittelpunkte  solcher  Ellipsen,  deren  Axenscheitel  gleichzeitig 
passirt  werden,  liegen  also  in  Orthogonalkreisen,  welche  die  Beschleuni- 
gungspbase  der  durch  die  Ellipsenscheitel  laufenden  Lothkreise  bilden. 
Je  zwei  solcher  Lothkreise  haben  eine  gemeinschaftliche  Beschleunigungs- 
phi 
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In  Fig.  10  seien  F^  und  P'tp  zwei  entsprechende  Punkte  der  ellip- 
tischen Involution ,  welche  durch  die  Aehnlichkeitspole  conjugirter  Durch- 
messer auf  der  Beschleunigungsphase  tv^  des  Wendekreises  gebildet  wird. 
Die  Systempunkte,  welche  den  Punkten  P^  und  F^  der  Beschleunigungs- 
phase entsprechen,  beschreiben  gerade  Linien.  Der  mit  Py,  homologe 
Systempunkt  sei  in  die  Mitte  seiner  geradlinigen  Bahn ,  also  zur  Deckung 
mit  P^  gelangt;  so  ist  der  zu  P*^  homologe  Punkt  in  den  Endpunkt  des 
zum  Durchmesser  Null  conjngirten,  also  in  den  Endpunkt  Pq,  der  als 
Grenze  einer  Ellipse  betrachteten  geraden  Bahn  gekommen.  Da  hier  die 
Bewegung  des  Systempunktes  wechselt,  ist  die  Geschwindigkeit  in  P^ 
gleich  Null,  also  P^^  bezüglich  der  zu  Pfp  symmetrisch  liegende  Punkt 
P^'^  der  zum  Beschleunigungspol  P^p  gehörige  Geschwindigkeitspol. 

Für  die  Axen  der  Ellipse  eines  Mittelpunktes  ^/,   welcher  auf  dem 

durch  Pff,  und  P^^  gelegten  Orthogonalkreise  /^  liegt,   folgt,  die  zu  den 

Punkten    P^  und  P^  gehörigen,   geradlinig   zurückgelegten  Strecken   s^ 

$  s 

und   ^2   nennend,    p    //   *  ^9 ^  ^^^    n    x/   .  PxffM.      Damit    diese    Axen 

gleich  werden,  muss  sein 

Da  die  Aufgabe,  hiernach  Af  auf  ly,  zu  bestimmen,  stets  zwei  reelle  Lö- 
sungen hat  und  die  so  gefundenen  Punkte  M  einen  Durchmesser  von  Wy, 
harmonisch  theilen,  folgt: 

47)  In  jedem  ähnlich-veränderlichen  System,  welches  af- 
fine Ellipsen  beschreiben,  werden  von  zwei  System- 
punkten Kreislinien  ähnlich-entgegengesetzt  durch- 
laufen. 

Der  Affinitätspol  S  wird  zum  Situationspunkte,  Wy,  zu  dem  über  die 
beiden   Aehnlichkeitspole  der  Kreislinien   geschlagenen   Situationskreise. 

Die  Mittelpunkte  dieser  ähnlich-entgegengesetzt  durchlaufenen  Kreise 
iTij  und  m^,  von  welchen  wir  bei  Bestimmung  der  untersuchten  Bewegung 
nunmehr  ausgehen  werden,  seien  M^  und  M^y  die  bezüglichen  Radien  r^ 
und  r^,  zwei  homologe  Punkte  j4^  und  A^, 

Da  jeder  Orthogonalkreis  lyp  nach  der  vorstehenden  Herleitung  durch 
die  Mittelpunkte  M^  und  I^^  g^^^»  folgt: 

Der  Mittelpunkt  der  auf  Wy,  gebildeten  elliptischen  Involution,  wel- 
chen die  Aehnlichkeitspole  conjugirter  Durchmesser  bilden,  ist  der  Pol 
der  Mittelsenkrechten  zur  Centralen  {M^M^, 

Die  Aehnlichkeitspunkte  der  beiden  Grundkreise  m^  und  m^  beschrei- 
ben senkrechte  Linien;  diese  schneiden  auf  der  verlängerten  Geraden  ^^i^^ 
einen  Durchmesser  des  momentanen  Wendekreises  ab.  Der  Schnittpunkt 
desselben  mit  tvy,  ist  der  Beschleunigungspol  Pyp^  der  hierzu  conjugirte 
Punkt  der  Involution  ist  P^y  wodurch  auch  der  Geschwindigkeitspol  P^p 
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als  Schnittpunkt  des  Wendekreises  fv  mit  der  Geraden  5P'<p  bestimmt  ist. 
Alle  Daten  der  Bewegung  lassen  sich  also  in  einfacher  Weise  finden« 

Um  die  Lage  und  Grösse  der  Bahnaxen  zu  erhalten,  verschieben 
wir  die  Mittelpunkte  der  beiden  Kreise  M^  und  M^  bis  zu  ihrer  Deckung 
(Fig.  11).  Alsdann  fallen  die  Mittelpunkte  aller  Ellipsen  in  den  Affini- 
tätspol  5.  Der  sich  selbst  entsprechende  Radius  der  ungleichwendig- ähn- 
lichen Kreislinien  m^  und  m^  sei  SF.  SA^  und  S  A^  bilden  also  mit  SY 
gleiche  Winkel.  Die  ähnlich -veränderliche  Gerade  A^A^  wird  durch  5K 
und  einen  hierzu  senkrechten  Radius  in  V  und  T  harmonisch  getheilt; 
der  Kreis  rv  durch  ^,  S  und  T  ist  der  momentane  Wendekreis.  Um  den 
Geschwindigkeitspol  zu  erhalten,  legen  wir  an  die  Grundkreise  die  sich 
in  R  schneidenden  Tangenten,  hierauf  durch  A^^  R^  A^  einen  Kreis  /; 
der  Schnittpunkt  desselben  mit  dem  Wendekreise  ist  der  Geschwindig- 
keitspol P.  Da  Kreis  /  durch  S  geht  und  w  orthogonal  schneidet,  be- 
findet sich  ein  in  der  Peripherie  von  /  enthaltener  Systempunkt  Jtf  mo- 
mentan im  Scheitel  seiner  Bahn;  SM  ist  also  eine  Halbaxe  der  von  M 
beschriebenen  Ellipse.     Es  sei 

LA^A^M  =  ay     LA^A^M^ß,     LMA^S=k,     RSz=d. 
Dann  folgt  für  die  Lage  der  Halbaxe  SM=:a: 

Die  Grösse  der  Strecke  SI^  ergiebt  sich  aus  den  Gleichungen 

Tj  =  d  .  Sf>i (x -|- j5) ,     r^  =  d .  sin{a-—K)y     a  =  SM=d ,  sin%. 
Eine  einfache  Rechnung  liefert 

Tj  sin  a  —  Tg  sin  ß   ,  r^  ,  A^M  —  r^  ,  A^M 
""        sin(a  +  ß)       ~~  A^^^ 

Um  die  Grösse  der  zweiten  Halbaxe  b  der  von  lU  beschriebenen 
Ellipse  zu  erhalten,  drehen  wir  die  Radien  SA^  und  SA^  um  90^  weiter. 
Es  folgt  in  gleicher  Weise 

Tj  sin a  -f-  Tg  sin ß r^ .  A^M  +  r^  ,  A^M 

sin{a  +  ß)  "^1^% 

Bilden  wir  ein  System  orthogonaler  Kegelschnitte,  dessen  Brenn- 
punkte A^  und  A^  sind,  so  folgt  für  die  Hauptaxen  der  durch  M  laufen- 
den Curven  dieses  Systems  A^M  +^A^M,  Der  Vergleich  dieser  Werthe 
mit  den  für  a  und  b  erhaltenen  liefert  den  Satz: 

48)   Die    Axen    der    beschriebenen    Ellipsen    drücken    sich 

linear  aus  durch  dioHauptaxen  der  beiden,  durch  den 

betrachteten    Systempunkt    laufenden    Kegelschnitte, 

deren    Brennpunkte     die     homologen    Punkte    A^     und 

A^  sind. 

Die  Mittelsenkrechte  zu  A^A^  schneide  die  verlängerte  Linie  SP  \n 

K,      Da   sich    /  und  w  orthogonal  schneiden,    ist  BK  die  Polare   des 

Schnittpunktes  Z   zwischen  SP  und   A^^A^^     Demutkäi  Vvt^  TT}   «v:^\&»X 
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durch  i^|,  i^g,  dann  auch  durch  B^  Z  harmonisch  getheilt.  Nach  einem 
bekannten  Satze  über  involutorische  Pnnktreihen  folgt  dann 

LA^PBr=:L  ZPA^  =  L SA^  A^ 

L  PBT^  L  PA^B  +  L  A^Pß  =  L PA^  ß  +  L SA^A^  =  L  PA^S'    • 

Da  AiS  die  Normale  der  vom  Punkte  Aj^  beschriebenen  Curve,  folgt  aus 
der  Gleichheit  der  Winkel  LPBT  und  LPA^S,  dass  BT  die  Normale, 
also  BIC  die  Tangente  an  die  vom  Punkte  B  beschriebene  Curve  bildet. 

Die  Mitte  der  Geraden  A^A^  beschreibt  eine  Ellipse,  zu  welcher  A^A^ 
beständig  normal  steht.  Punkt  i?,  die  Mitte  der  Geraden  A^  A^y  ist  also  in  jeder 
Phase  der  Bewegung  ein  Punkt  des  ausgezeichneten  Kreises  dieser  Phase. 
Für  die  halben  Axen  der  vom  Punkte  ß  beschriebenen  Ellipse  findet  sich 


r.  — r« 


2      '  2 

49)  Die  Mitte  der  Verbindungslinie  homologer  Punkte  in 
zwei  ungleichwendig-ähnlichen,  concentrischen  Krei- 
sen beschreibt  eine  Ellipse,  welche  stets  zu  dieser 
Verbindungslinie  normal  steht.  Die  Axen  dieser  El- 
lipse sind  gleich  der  Summe  und  Differenz  der  Kreis- 
radien.* 

50)  Der  nach  aussen  fallende  Abschnitt,  welchen  der  mit 
der  Summe,  und  ein  nach  innen  fallender  Abschnitt, 
welchen  der  mit  der  Differenz  der  halben  Axen  aus 
dem  Mittelpunkt  geschlagene  Kreis  auf  der  Ellipsen- 
normalen  bildet,  sind  einander  gleich;  und  die  Linien, 
welche  die  Endpunkte  dieser  Abschnitte  mit  dem  Mit- 
telpunkte verbinden,  bilden  gleiche  Winkel  mit  den 
Axen. 

Ein  Vergleich  mit  den  in  §  5  hergeleiteten  Sätzen  zeigt,  dass  der 
vorstehende  Satz  ein  Analogen  zu  dem  bekannten  Satze  der  Hyperbel 
bildet:  die  Abschnitte  der  Asymptoten  auf  der  Hyperbeltangcnte  sind 
einander  gleich. 

Die  Brennweite  der  vom  Punkte  ß  beschriebenen  Ellipse  ist  ^a^  — 6* 

=  j/r^ .  Tg .     Betrachten  wir  SA^  und  S  A^  als  Asymptoten  einer  durch  ß 

gehenden  Hyperbel,  folgt  für  die  Brennweite  dieser  Hyperbel  y'SA^,SA2 

=  "/r^ .  Tg ,  also  derselbe  Werth,  wie  für  die  Ellipse. 


*  Eine  Verallgemeinerung  dieses  Satzes  lautet:  Bewegt  sich  eine  ähnlich- 
veränderliche Gerade  mit  ihren  Endpunkten  auf  conccntriBchen  Kreisen^  so  besitzt 
deijenige  Ponkt,  welcher  diese  Gerade  oach  dem  Verhältniss  der  Winkelgeschwin- 
digkeiten der  Endpunkte  verlängert,  eine  zur  bewegten  Geraden  orthogonale  Ge- 
schwindigkeit Ist  das  Verhältniss  der  Winkelgeschwindigkeiten  constaut,  so  be- 
mibreibt  dießer  Punkt  eine  cyklische  Cnrve. 


en 
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51)  Der  geometrische  Ort  für  die  Schnittpunkte,  welche 
durch  dieNormalen  einer  festen  Ellipse  und  die  Asym- 
ptoten der  in  den  Fusspunkten  schneidenden  confo- 
calen  Hyperbeln  gebildet  werden,  zefällt  in  zwei  con- 
centrische  Kreise  mit  der  Summe  und  Differenz  der 
Ellipsenhalbaxen  als  Radien. 
Für   die  Ezcentricität    einer    beliebigen,    im   System  beschriebenen 

Ellipse  folgt  S^Tj.r, .— ^ —    ^     ;   die  Systempunkte,   welche  Ellips 

nüt  gleicher  Excentricität  beschreiben ,  befinden  sich  also  in  jeder  Phase 
auf  einer  ähnlich  -  veränderlichen  Lemniscate.  Ferner  folgt  aus  den  For- 
meln, dass  alle  Punkte  in  der  Peripherie  eines  Kreises,  welcher  -^1^2 
orthogonal  und  harmonisch  schneidet,  ähnliche  Ellipsen  beschreiben.  Ein 
Grenzfall  dieser  Kreise  wird  durch  die  Mittelsenkrechte  ßl^  dargestellt. 
Da  B  bei  der  von  uns  betrachteten  Bewegung  ein  Punkt  des  aus- 
geseichneten  ELreises,  wird  der  Krümmungsmittelpunkt  0  des  von  D  be- 
Bchriebenen  Curven Clements  erhalten,  indem  man  PO  senkrecht  zum  Leit- 
strmU  PB  zieht.     Die  Linie  SB  schneide  den  Wendekreis  w  in    V.     Da 

arcVP=areVV,  folgt 

ABPO^ABVO. 

Da  LBVO^IB,  geht  OV  durch  den  Gegenpunkt    W  von  S  auf  w,  und 

ö«  ergiebt  sich  die  gleiche  einfache  Construction  für  den  Krttm- 

iniingsmittelpunkt  der  Ellipse,  wie  sie  in  §  5  für  dieHyper- 

^el    hergeleitet    wurde.      Schneidet    also    die   zum   Ellipsen- 

"^Ibmesser   SB   im   Mittelpunkte   errichtete   Senkrechte   die 

-'^orniale   in  X  und   macht   man   Ü0=^TÄ\    so   ist  0   der   Krüm- 

■"'^»iigsmittelpunkt  für  den  Punkt  B. 

Für  die  Art  der  Bewegung  unseres   Systems   folgt,   ebenfalls   ent- 
sprechend zu  §  5: 

^2)   Die   betrachtete  Art   der  Bewegung   eines  ähnlich-ver- 
änderlichen   Systems    wird    erhalten«    indem    man    die 
Normale   einer  Ellipse   als  eine  ähnlich-veränderliche 
Gerade    betrachtet,    welche    mit    zweien    ihrer    Punkte 
die  Axen  der  Ellipse  beschreibt. 
Der  Geschwindigkeitspol  dieser  Bewegung  wird  im  Schnittpunkte  der 
^inie  SZ  mit  dem  Wendekreise  gefunden ;  Z  ist  der  Pol  der  momentanen 
Silipsentangente  in  Bezug  auf  den  Wendekreis  w.  — 

Ist  die  Centrale  üf^M^  der  Grundkreise  m^  und  m^  nicht  gleich  Null, 
Bo  lässt  sich  in  die  vorstehenden  Sätze  statt  der  variablen  Punkte  j^^  und  /•/^ 
^,  und  M^j  also  statt  der  Geraden  ^1^2  ^^^^  Beschleunigungsphase  M^M^ 
einführen. 

53)    Die  Axen  der  beschriebenen  Ellipsen  lassen  sich  durch 
die  Hnaptaxen    der  durch  ihren  Mitte\puTi\Ll  \^^\\^\i^^\i 
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Ist  A  ein  beliebiger  Systempunkt,  und  bezeichnen  wir  den  momen- 
tanen  Oeschwindigkeitswinkel ,  L  POT=  LSOT^  mit  <;e>,  den  Winkel  des 
Durchmessers  mit  seinem  nach  D  gezogenen  Leitstrahl  durch  i^,  ferner 
LPAD  durch  x,  so  ergiebt  sich  fdr  den  Winkel  X^  welchen  momentan 
die  Tangente  und  der  Durchmesser  der  von  A  beschriebenen  Parabel 
bilden , 

Soll  il  ein  Rechter  sein ,  folgt 

X  =  90  —  (v  -  <p)  =  90  -  Z.  P  />!  ö. 

57)  Der  geometrische  Ort  aller  Punkte,  welche  momentan 
den  Scheitel  ihrer  Bahn  durchlaufen,  ist  ein  den 
Wendekreis  in  P  und  D  orthogonal  schneidender  Kreis. 

Den   Radius    des  Wendekreises   R^    den    des  Orthogonalkreises   R^^ 

nennend,  wird 

^  PD  _  PD  /?!  ,         . 

Bezeichnen  wir  die  Parabelordinate  für  o  in  Bezug  auf  die  Axe  mit 
y^  den  Hauptparameter  dieser  Parabel  mit  p,  folgt 

also 

58)  §  =  ^. 

R      y 

In  einer  beliebigen  andern  Phase  geht  der  zu  R^  gehörige  Ortho- 
gonalkreis in  einen  Kreis  über,  welcher  OD  in  D  berührt,  so  dass  also 
jeder  den*  Radius  im  Endpunkte  D  berührende  Kreis  nur  solche  Punkte 
enthält,  welche  den  Scheitel  der  von  ihnen  beschriebenen  Bahnen  gleich- 

zeitig    passiren.     Da  jedoch   das  Verhältniss    -^    zwischen   den   Radien 

zweier  Kreise  des  Systems  von  der  Phase  unabhängig  ist,  lässt  sich  aus 
der  in  58)  gefundenen  Proportion  die  Lage  desjenigen  Wendekreises,  für 
welchen  ein  Punkt  den  Scheitel  seiner  Bahn  erreicht,  bestimmen. 

Der  zu  einem  Punkte  einer  Parabel  gehörige  Parameter  ist  dem 
Quadrat  der  zur  Tangente  dieses  Punktes  parallelen  Ordinate  dircct,  der 
auf   dem   Durchmesser  des  Punktes   hierdurch  gebildeten  Abscisse  um- 

# 

gekehrt  proportional.  Bezeichnet  c  eine  Constanto,  folgt  für  den  zum 
beliebigen   Punkte  A  gehörigen  Parameter  der  von   diesem   Punkte   be- 

PA^ 
schriebenen  Bahn  c.-r--.     Um  den  Ilauptparameter  p.    dieser   Bahn    zu 

DA 

erhalten,  ist  dieser  Ausdruck  für  den  Nebenparameter  mit  sin^X  zu  mnl- 

tipliciren.     Demnach  folgt: 

PA^ 

/?i  =  c.— m«(v-g)-x). 

In  gleicher  Weise  folgt  für  den  Parameter  p  der  Parabel  o 
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p  =  c.Ä.«««(v-y),  daher  p,=p.-^-^._-^-5^---^. 

Der  Schnittpunkt  der  Linie  DA  mit  w  sei    C^,  so   ergiebt  sich   im 

Draieek  ?A  V 

PA.sin(y  —  fp  —  x) 


daher 
59)  p^=p 


AU, 


'R.DA' 

Oie  rechte  Seite  stellt  einen  für  alle  Phasen  des  Systems  constanten  Ans- 
drnck  dar. 

Fttr  die  von   den   Geraden   des  Systems  beschriebenen  Hüllbahnen 
^i^giebt  sich  Folgendes: 

Die  Hüllbahn  einer  beliebigen  Geraden  i^t  wieder  eine  Cnrve  sechs- 
^r    Ordnung  und  vierter  Classe.     Die  Punkte  der  Geraden  DD^  beschrci- 
'^^xi  Parabeln,  deren  Durchmesser  parallel  sind.     Demnach  löst  sich  von 
^«^v  Hfillbahn  der  Geraden  DD^  ein  unendlich  ferner  Punkt  ab, «dieselbe 
■^»^  vierter  Ordnung  und   dritter  Classe.     Falls  die  Parabel  0  die  Ge- 
'^^^e  g  berührt,    wird  letztere   eine  gemeinschaftliche  Tangente  der  von 
'^BD  Punkten   beschriebenen  Parabeln   und   sondert  sich  daher  von  der 
"Ulbahn  ab;  dieselbe  wird  dritter  Ordnung  und  dritter  Classe  mit  einer 
^ymptote,   welche  der  Zweiten,  von  S  an  0  möglichen  Tangente  ont- 
^^cht     Wird  S  ein  Keimpunkt  des  Systems,  so  wird  die  Fnveloppe  der 
enden  DD^^  eine  Parabel,   deren  Axe  parallel  SD^  ist  und  welche  die 
e  g  tangirt     Ein   derartiger  Fall   findet   z.  B.  bei  der  Erzeugung 
^- ^leher  Wurfparabeln  eines  Punktes  statt,  für  welche  die  Endpunkte  der 
>D  Ausgangspunkte  angetragenen  Geschwindigkeiten  in  eine  Gerade  fallen. 
Wenn  der  Scheitel  von  0  in  S  die  Gerade  g  berührt,   tangircn  alle 
Parabeln  des  Systems  die  Gerade  g  in  diesem  Punkte.     In  diesem  bemer- 
lenswerthen  Specialfalle  beschreibt  der  Endpunkt  B  der  Über  D  hinaus 
um  sich  selbst  verlängerten  Linie  DD^  eine  diese  Gerade  beständig  be- 
rührende Parabel.      B   ist    also    ein   Punkt  des  ausgezeichneten 
Kreises  der  Bewegung.     Zu  den  Hüllbahnen ,  welche  in  diesem  Falle 
besehrieben   werden,   gehört  auch   die  Evolute  der  von  J)D^  umhüllten 
Parabel.     Da  der  Wendekreis  und  der  ausgezeichnete  Kreis  der  Bewegung 
bekannt  sind,    ist  der   Rückkehrkreis   und   hiermit   der   Krümmungs- 
mittelpunkt   der   Parabelevolute    zu   finden.     In   gleicher    Weise 
lisst  sich  übrigens   auch  mit  Hilfe  der  in  §§  5  und  6  betrachteten  Be- 
wegung, welche  durch  die  Gleitung  der  ähnlich -veränderlichen  Hyperbel- 
oder Ellipsennormalen   zwischen   den  Axen   des  Kegelschnittes  bestimmt 
wurde,  der  Krümmungsmittelpunkt  der  Hyperbel-  und  Ellip- 
sen evolnte  constmiren.    Eine    gegen   die  Curvennormale  beliebig  ge- 
'^  — ■^«.  weiche  dureb  den  bei  Batnohtimg  der  ebei[i  \i^rHQ\^<&\iQ- 
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benen  Specialfälle  erwähnten  Punkt  B  des  ausgezeichneten  Kreises  geht, 
also  die  von  B  beschriebene  Curve  in  allen  Phasen  unter  gleichem  Win- 
kel schneidet,  trifft  den  momentanen  Wendekreis  in  zwei  reellen  oder 
imaginären  Punkten,  welche  gerade  Linien  beschreiben.  Demnach  gilt 
der  Satz: 

60)  Alle  einen  Kegelschnitt  isogonal  schneidenden  gera* 
den  Linien  werden  durch  zwei  aus  dem  Mittelpunkte 
oder,  falls  dieser  wegfällt,  durch  zwei  aus  dem  Scheitel 
laufende  Geraden  vom  Schnittpunkte  mit  der  Curve 
aus  nach  constantem  Verhältniss  getheilt.  Die  beiden 
theilenden  Geraden,  welche  sich  durch  den  Winkel 
der  Isogonal  schneidenden  Linien  mit  der  Curve  be- 
stimmen, sind  involutorisch  gepaart.* 


*  Satz  60)  lässt  sich  auf  alle  Curven  ausdehnen,  deren  Gleichung  in  reellen 
oder  imaginären  Coordinaten  lautet  x^  .y^=-  Constans. 


xxni. 

Veber  Oleichstimmigkeit  und  üngleichstimmigkeit 

der  räumlichen  CoUineation. 

Von 

Prof.  Dr.  Guido  Hauck 

iu  Berlin. 


In  meinem  Aufsätze  „Axonometrische  Theorie  der  perspectiviscben 

"■^d    projectivischen   CoUineation  im  Räume*'  im  XXI.  Jahrgang  (1876) 

dieser  Zeitschrift  habe  ich  (S.  407  und  411)  den  Satz  aufgestellt,  dass 

'^    z^ei  collinearen  räumlichen  Systemen  entsprechende  Dreistrahlen  ent- 

^v'eder  sämmtlich  gleichstimmig  oder  sämmtlich  ungleichstimmig  sind.    Ich 

"^^iinte  im  ersten  Falle  die  collineare  Verwandtschaft  eine  glcichstim- 

^^^Se,  im  zweiten  Falle  eine  ungleichstimmige. 

Es  schien  mir  bis  zu  einem  gewissen  Grade  selbstverständlich  zu 
^^*x^  ,  dass  in  zwei  reell -projectivischen  Systemen  einem  bestimmten 
'^''^hungssinne  im  einen  System  ein  bestimmer  Drehungssinn  im  andern 
^^ti^prechen  muss.  Ich  glaubte  mich  daher  auf  eine  blosse  Andeutung 
^^Ä  Beweises  beschränken  zu  dürfen  und  gab  eine  solche  in  folgender 
^^^ise:» 

„Liegen  bei  zwei  centrisch  -  collinearen  Systemen  in  collinearer  Lage, 
^^llineationscentrum   und    Collineationsebene   zwischen   Gegenebene   und 
^  \uchtebene,  so  liegt  jeder  Punkt  der  Originalfignr  mit  seinem  Bilde  auf 
^^ner  und   derselben   Seite   der  Collineationsebene.     Hieraus  folgt,   dass 
3^der   Dreistrahl    der   Originalfignr    mit    seinem   Bilde  gleichstimmig  ist. 
(I)enn  sind  iS^,  S^,  S^  die  Spuren  der  drei  Sirahlen  in  der  Collineations- 
ebene, P  und  n  die  zwei  Scheitel,  so  liegen  die  Spitzen  P  und  17  der 
twei  Pyramiden  S^  S^  S^  P  und  S^  S^  S^  II  auf  einer  und  derselben  Seite  der 
gemeinschaftlichen  Grundfläche.)     Liegen  dagegen  Fluchtebene  und  Ge- 
genebene zwischen  Collineationscentrum  und  Collineationsebene,  so  liegen 
irgend  xwei  entsprechende  Punkte  auf  entgegengesetzten  Seiten  der  Col- 
ÜDeationsebene ,  und  hieraus  folgt,  dass  jeder  Dreistrahl  der  Originalfigur 
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mit  seinem  Bilde  ungleichstimmig  ist."  . . .  „Dass  der  im  Vorangehenden 
zunächst  nur  für  die  centrische  Collineation  nachgewiesene  Satz  auch  für 
die  projectivische  Collineation  gilt,  beweist  sich  aus  der  Thatsache,  dass 
zu  zwei  projectivisch-collinearen  Systemen  jederzeit,  und  zwar  auf  fünf- 
fach unendlich  verschiedene  Weise,  ein  drittes  construirt  werden  kann, 
das  mit  beiden  centrisch-coUinear  ist/*  — 

Gegen  die  genannten  Sätze  sind  nun  von  Herrn  Sturm  Bedenken 
erhoben  worden.  Derselbe  sagt  in  einer  Besprechung  meines  Aufsatzes 
im  8.  Band  (Jahrg.  1876)  des  Jahrbuchs  über  die  Fortschritte  der  Mathe- 
matik*   S.  347: 

„Die  Begriffe  der  Gleichstimmigkeit  und  Ungleicbstimmigkeit  scheinen 
nicht  klargestellt;  Beferent  kann  sich  von  der  Kichtigkeit  der  Sätze  auf 
S;  407  nicht  überzeugen;  der  Verfasser  hat  nicht  an  den  Fall  gedacht, 
dass  ein  Punkt  und  die  Collineationsebene  auf  verschiedenen  Seiten  der 
Gegenebene  liegen,  oder  ihn  wenigstens  nicht  ausgeschlossen.  Es  giebt 
stets  gleichstimmige  entsprechende  Figuren  und  ungleich- 
stimmige bei  derselben  Collineation."  ...  „Die  ausführliche  Be- 
handlung der  nur  berührten  Aufgabe,  zu  zwei  allgemein  -  collinearen 
Systemen  ein  mit  beiden  projectivisch  -  collineares  zu  construiren,  wäre 
erwünscht  gewesen/'  — 

Die  in  Rede  stehende  Frage,  welche  von  fundamentaler  Bedeutung 
für  die  Natur  der  collinearen  Verwandtschaft  ist,  scheint  seither  —  so 
weit  wenigstens  meine  Literaturkenntniss**  reicht  —  nicht  erschöpfend 
behandelt  worden  zu  sein.***  Die  Wahrnehmung,  dass  über  die  Frage 
in  der  That  entgegengesetzte  Ansichten  unter  den  Vertretern  der  syn- 
thetischen Geometrie  existiren,  lässt  mir  eine  eingehendere  Besprechung 
derselben  als  noth wendig  erscheinen.  Es  möge  mir  daher  gestattet  sein, 
im  Folgenden  ausführlichere  Betrachtungen  über  diesen  Gegenstand  an- 
zustellen, welche  den  Zweck  haben,  die  Richtigkeit  meiner  Satze  ausser 
Zweifel  zu  setzen. 


Was  zunächst  den  von  Herrn  Sturm  gemachten  Einwurf  anlangt, 
so  kann  ich  denselben  nicht  als  zutreffend  erkennen.  Es  ist  auf  den- 
selben (mit  Benützung  der  obigen  Bezeichnungen)  zu  erwidern,  dass, 
wenn  Punkt  P  und  die  Collineationsebene  auf  verschiedenen  Seiten  der 
Gegenebene  liegen  und  *5j,  5^,  S^  die  Spuren  dreier  durch  P  gehender 
Geraden  bedeuten,  dem  Dreikant  P,  S^^S^S^  nicht  das  eigentliche  Dreikaut 


»  Berlin,  1878. 

**  Für  dieeelbe  bin  ich  meinem  hochverehrten  Lehrer,  Herrn  Prof.  Gundel- 
finger  in  Tflfaiimai«  «i  Danke  verpflichtet. 

*^  'i  berflhrt  den  Gegenstand;  vei'gl.  Geometrie  der  Lage, 

^  Qeomekie  der  Lage,  Art.  198. 
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n^  Sj^S^S^  collinear  entspricht,  sondern  vielmehr  dessen  Scheiteldreikant. 
Um  nämlich  das  einem  bestimmten  Dreikant  des  Originalsystems  ent- 
sprechende Dreikant  des  Bildsystems  festzustellen,  genügt  es  selbstver- 
ständlich nicht,  die  den  drei  gegebenen  Kanten  entsprechenden  geraden 
Linien  zu  ermitteln,  sondern  man  hat  diejenigen  drei  Aeste  der  letzteren 
auszuwählen,  deren  Punkte  den  Punkten  der  Kanten  des  gegebenen 
Dreiecks  entsprechen.  Diese  Aeste  werden  aber  im  vorliegenden  Falle 
nicht  durch  die  endlichen  Strecken  i75j,  17 Sg,  nS^  repräsentirt ,  sondern 
durch  deren  unendliche  Ergänzungen  ilooS^,  IIcdS^^  IIqoS^, 

Uebrigens  sehe  ich  es  für  überflüssig  (wenn  nicht  für  unzweckmässig) 
an,  die  in  Kede  stehende  Lage  als  besondern,  eine  gesonderte  Betrach- 
tung erfordernden,  Fall  zu  separiren,  wie  es  in  dem  gemachten  Einwurf 
geschieht.  Diese  Lage  ordnet  sich  vielmehr  —  wie  die  nachfolgende 
Erörterung  zeigen  möge  —  von  selbst  der  allgemeinen  Betrachtung  unter. 

Hat  man  in  zwei  collinearen  Systemen  irgend  zwei  entsprechende 
gerade  Linien  und  lässt  einen  Punkt  X  die  eine  Gerade  in  einer  be- 
stimmten Richtung  durchlaufen ,  so  entspricht  dieser  Richtung  im  andern 
System  eine  ganz  bestimmte  Richtung,  in  welcher  gleichzeitig  der  ent- 
sprechende Punkt  S  die  entsprechende  Gerade  durchläuft.  Man  darf  sich 
nun  bei  der  Betrachtung  von  zwei  collinearen  Systemen  nicht  damit 
begnügen,  zwei  einander  entsprechende  gerade  Linien  als  starre  Gebilde 
im  Euklidischen  Sinne  zu  behandeln,  man  hat  vielmehr  auch  die  ent- 
sprechenden Richtungen  derselben  ins  Auge  zu  fassen. 

Thut  man  dies,  so  kann  man  kurz  sagen:  In  zwei  collinearen 
Systemen  sind  zwei  Dreikante  einander  entsprechend,  wenn 
ihre  Kanten  —  inclusive  deren  Richtungen  —  einander  ein- 
zeln entsprechen. 

Denken  wir  uns  nun  zwei  centrisch  -  collineare  Räume  in  collinearer 
Lage,  so  erstrecken  sich  die  einander  entsprechenden  Raumgebiete 
von  der  gemeinschaftlichen  Collineationsebene  aus  entweder  nach  der 
nämlichen  Seite  der  letzteren  hin  oder  nach  entgegengesetzten  Seiten. 
Durchläuft  man  daher  irgend  zwei  einander  entsprechende  gerade  Linien 
von  ihrer  gemeinschaftlichen  Spur  aus  in  einander  entsprechenden  Rich- 
tungen, so  geschehen  diese  Bewegungen  im  ersten  Falle  stets  nach  der  näm- 
lichen Seite  von  der  Collineationsebene  aus,  im  zweiten  Falle  stets  nach 
entgegengesetzten  Seiten.  Um  also  von  der  Collineationsebene  aus  nach 
zwei  einander  entsprechenden  Punkten  P  und  77  auf  einander  entspre- 
chenden Wegen  zu  gelangen,  muss  man  sich  entweder  stets  nach  der 
nämlichen  Seite  oder  stets  nach  entgegengesetzten  Seiten  bewegen.  Hierbei 
hat  es  schlechterdings  nichts  Besonderes  auf  sich,  wenn  man  bei  der 
Bewegung  die  unendlich  ferne  Ebene  passirt.  Auch  wenn  einer  der  zwei 
Punkte  P  oder  TI  die  unendlich  ferne  Ebene  überschritten  hat  —  und 
dies  ist  eben  der  von  Herrn  Sturm  eingeworfene  Fall  — ^%  :« 
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noch  sagen  dürfen:  die  Punkte  P  und  11  liegen  von  der  Collineations- 
ebene  aus  nach  der  nämlichen  Seite  hin  odtr  nach  verschiedenen  Seiten 
hin,  je  nach  dem  Charakter  zweier  entsprechender  VVegc,  auf  denen  man 
von  einem  Punkte  der  Collineationsebene  aus  nach  ihnen  gelangt. 

In  diesem  Sinne  ist  es  daher  ganz  allgemein  giltig,  wenn  ich  in 
meinem  Beweise  sagte:  Die  Scheitel  P  und  17  zweier  entsprechender 
Dreikante  liegen  im  einen  Falle  stets  auf  der  nämlichen  Seite  der  Col- 
lineationsebene (oder  schärfer:  nach  der  nämlichen  Seite  hin) ,  im  andern 
Falle  stets  auf  entgegengesetzten  Seiten.  Im  ersten  Falle  sind  die  zwei 
Dreikante  stets  gleichstimmig,  im  zweiten  Falle  stets  ungleichstimmig. 
Denn  je  zwei  entsprechende  Kanten  derselben  repräsentiren  zwei  ein- 
ander entsprechende  Wege,  die  von  einem  Punkte  der  Collineationsebene 
nach  den  einander  entsprechenden  Scheitelpunkten  P  und  77  führen. 

Durch  das  Gesagte  dürfte  der  gegen  meinen  Satz  gemachte  Einwand 
widerlegt  und  die  Richtigkeit  des  Satzes  zunächst  für  die  centrische 
Collineatiou  ausser  Zweifel  gestellt  sein.* 


Der  Beweis  für  die  allgemeine  oder  projectivische  Collineation 
stützt  sich  —  wie  schon  oben  erwähnt  —  auf  den  Satz,  dass  zu  zwei 
projectivisch-collinearen  räumlichen  Systemen  jederzeit  ein  drittes  System 
construirt  werden  kann,  das  mit  beiden  gegebenen  centrisch-collinear  ist. 


*  Zugleich  dürfte  durch  das  Gesagte  auch  eine  andere  Ausstellung  ihre  P]r- 
ledigung  gefunden  haben,  die  Herr  Sturm  in  seinem  Referate  (S.  346  unten) 
macht,  wenn  er  sagt:  ,,E8  ist  nicht  präcisirt,  was  unter  den  (entsprechenden)  Axen- 
dreikanten  gemeint  ist,  ob  nur  die  der  positiven,  wie  wahrscheinlich,  oder  die  der 
ganzen  Axen,  sowie,  welches  die  positiven  Coordinatenaxen  im  Object-  und  im 
ßildsystem  sind,  da  dies  nicht  selbstverstilndlich  ist,  indem  z.  B.,  wenn  (r^  au 
der  positiven  x-Axe  liegt,  die  eine  halbe  |-Axe  aus  O^/,,  die  andere  aus  dem 
Reste  der  positiven  und  der  ganzen  negativen  a;-Axe  hervorgeht:  e»  scheint,  dass 
im  Objectruume  die  die  Cr,  enthaltenden  Halbuxen  und  im  Bildraumc  die  aus  der 
OGi  hervorgehenden  die  positiven  sein  sollen."  —  Ich  kann  auch  diese  Ausstelluufj 
nicht  als  zutreffend  erkennen  und  kann  mir  die  Entstehung  derselben  nur  dadurch 
erklären,  dass  zwei  entsprechende  Axen  von  Herrn  Sturm  als  starre  Punktgebilde 
im  Euklidischen  Sinne  betrachtet  und  die  entsprechenden  Richtungen  derselben 
nicht  in  Mitleidenschaft  gezogen  worden  sind.  —  Was  übrigens  die  Lage  der 
Punkte  Gi  anlangt,  so  mag  darauf  hingewiesen  werden,  dass  S.  405  ausdrücklich 
gesagt  ist,  die  Ausführungen  der  §§  1  und  3  seien  Wort  für  Wort  auf  die  Kelief- 
perspective  zu  übertragen.  In  §  3  aber  findet  sich  eine  Erörterung  des  fraglichen 
Gegenstandes,  sowie  eine  ausdrückliche  Festsetzung  über  die  im  Folgenden  ge- 
wählte Lage.  Diese  Festsetzung  findet  S.  407  ihre  Vervollständigung  für  den  Fall 
der  ungleichstimmigen  Collineation.  —  Zudem  sind  in  den  Figuren  (Taf.  VIII, 
Fig.  2a,  26,  3a,  Sb)  die  entsprechenden  Axendreikante  und  namentlich  die  posi- 
tiven Axenrichtungen  derselben  durch  eingezeichnete  Pfeile  und  angeschriebene 
Buchstaben  (+ d?,  +y,  +^,  +£»  +17,  +f)  für  alle  vier  charakteristische  Fälle  aus- 
dräokhdh  scharf  hervorgehoben. 
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Dem  Wunsche  nach  der  Mittheilnng  der  ausführlicheren  Lösung  der 
diefbesflgHehen  Aufgabe  entspreche  ich  um  so  bereitwilliger,  als  mir  die 
Aifgabe  in  der  That  —  ganz  abgesehen  von  dem  vorliegenden  Zwecke  — 
leiioD  «0  und  für  sich  von  Interesse  zu  sein  scheint.  —  Sie  ist  zunächst 
«ne  onbestimmte.  Ich  habe  mich  mit  der  allgemeineren  und  zugleich 
beitimmten  Aufgabe  befasst:  Zu  vier  projectivisch-collinearen  räumlichen 
Sjitemen  ein  fünftes  System  zu  construiren,  welches  mit  sämmtlichen 
Hergegebenen  Systemen  centrisch - collinear  ist,  und  werde  die  Lösung 
dieier  Aufgabe  in  einem  separaten  Aufsatze  mittheilen. 

Dagegen  möge  in  dem  gegenwärtigen  Aufsatze  noch  der  allgemeine 

(«och  auf  die  projectivische  CoUineation  sich  erstreckende)  analytische 

Beweis  unseres  in  Rede  stehenden   Satzes  gegeben   werden.  —  Dieser 

Beweis  wird  uns  zugleich  ein  Criterium  dafür  liefern,   dass  die  durch 

drei  lineare  Relationen  zwischen  den  Coordinaten  zweier  entsprechender 

Punkte  bestimmte  CoUineation  eine  gleichstimmige,   bezw.  ungleichstim- 

oige  ist 

Ich  habe  schon  in  meinem  früheren  Aufsatze  (s.  S.  420)  den  letzte- 
ren Punkt  berührt,  bin  jedoch  infolge  der  Verquickung  zweier  disparater 
Betnchtungen  zu  einem  unrichtigen  Criterium  gelangt.     Ich  benütze  nun 
ungleich    die  mir  gebotene   Gelegenheit,    die   dortige  Incorrecthcit ,    die 
jedoch  in  keinerlei  äusserem  oder  innerem  Zusammenhang  mit  den  Aus- 
stellungen  des  Herrn  Sturm   steht,    richtig  zu   stellen,   und    bitte   den 
geehrten  Leser,  an  Stelle  der  dortigen  Ausführungen  (S.  420,  Relationen 
^10- — 113)  die  im  Folgenden  gegebeneu  zu  setzen. 


Die  collineare  Beziehung  der  zwei  räumlichen  Systeme  sei  durch  did 
""^oarcn  Relationen  zwischen  den  Coordinaten  a?,  y,  z  und  .V,  }',  Z 
*^©ier  entsprechender  Punkte  gegeben: 

—  ^^1  ^  +  ^a  ^  +  "h/-  +  *U  ...    31^ 

'      d,jr+d^y+d^z  +  d^  ■    S' 
^      d,x+d,y+d^z  +  d,  -  D' 

^obci  die  zwei   Coordinatensysteme   o^xyz  und  O^XVZ  gleichstimmig, 
^nd  swar  beide  positiven  Sinnes*  vorausgesetzt  sein  mögen. 

Es   seien   nun  Py  P^  P\  P"  irgend   vier  Punkte  im  System  XFZ^ 
denen  die  Punkte  /?,  p\  p'\p'"  im  System  xyz  entsprechen  mögen;  ihre 


*  Et  wird  hierbei  die  von  Möbius  (s.  Baryc.  Calcul  §  19)  gegebene  Definition 
benflisL    Bind  also  X,  Y,  Z  drei  beliebige,  auf  den  positiven  Axen  eingenommene 

-»'•-  körperliche  Inhalt  der  Pyramide  OXYZ  poailvi. 
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entspricht,  dessen  von  P  aasgehende  Kanten  PQfiP\  PcßP'y  PooP 
sind.*  Dagegen  repräsentirt  der  analytische  Ausdruck  für  J  stets  das 
Volumen  des  endlichen  Tetraeders  PP' P" P**\  8  und  J  beziehen  sich 
also  jetzt  auf  zwei  Tetraedergebilde,  welche  sich  nicht  mehr  eigentlich 
collinear  entsprechen. 

Um  die  Frage  zum  endgiltigen  Austrag  zu  bringen,  ist  es  nothwen- 
dig,  dass  wir  uns  über  die  Vorzeicbenverhältnisse  der  Grössen  ^,  '3)^ 
2)",  2)"'  genauer  orieutiren.     Dies  geschieht  durch  folgende  Üeberlegung. 

Die  Gleichung 

repräsentirt,  wenn  Äj  Y^  Z  variabel  gedacht  werden,  die  Gleichung  der 
Gegenebene  des  Systems  .^  FZ.  Denn  für  2)  =  0  ergeben  die  Relationen 
1):  o;,  y,  zs=Qo.  —  Bedeuten  dagegen  die  in  dem  Ausdruck  2)  enthaltenen 
Grössen  X ^  Vy  Z  die  Coordinaten  eines  bestimmten ,  ausserhalb  der 
Gegen  ebene  liegenden  Punktes  P,  so  steht  die  Grösse  2)  in  sehr  naher 
Beziehung  zu  der  Entfernung  e  des  Punktes  P  von  der  Gegenebene.  Es 
ist  nämlich  bekanntlich*'^ 


2 


und  zwar  stellt  dieser  Ausdruck  die  positive  oder  die  negative  Ent- 
fernung des  Punktes  von  der  Ebene  dar,  je  nachdem  der  Punkt  und  der 
Coordinatenursprung  auf  verschiedenen  Seiten  der  Ebene  liegen  oder  auf 
der  nämlichen  Seite. 

Bezeichnen  wir  daher  die  Entfernungen  der  vier  Punkte  /\  P\  P'\  P'" 
von  der  Gegcnebeno  durq^  e,  c\  c\  c"  und  die  obige  Wurzel  durch  w, 
so  hat  man: 

10)  3) ®' D" 3)'"  =  w^  e ce'c'\ 

wodurcli  Gleichung  8)  übergeht  in: 

fr*  .ceee 

Nehmen  wir  nun  an ,  die  vier  Punkte  /',  P\  /'",  P"'  liegen  ursprüng- 
lich alle  auf  der  nämlichen  Seite  der  Gegonrbeno,  «o  sind  die  vier  Grössen 
e,  e\  e\  e"  entweder  sämmtlich  positiv  oder  sauimtlich  negativ;  ihr  Pro- 
duct  ist  also  jedenfalls  positiv.  Für  diese  Lage  gilt  also:  ^  hat  mit  A 
gleiches  Vorzeichen  — ,  oder:  die  zwei  Droikante  ;v,  p'p'p"  und  P,  P' P" P''\ 
sind  gleichstimmig,  wenn  die  Substitutionsdeterminante   li  positiv  ist. 

Um  dann  die  Verhältnisse  auch  für  andere  Lagen  der  vier  Punkte 
Py  P\  P'\  P"'  zu  untersuchen,  lassen  wir  dieselben  von  der  eben  be- 
sprochenen  Lage    aus    sich   stetig   bewegen.      So   lange   kein    Punkt   die 


*  Vergl.  V.  Staudt,  Geometrie  der  Lage,  Art.  187  und  188. 
**  Vergl.  Saimon-Fiedler,  Analytische  Geometrie  des  Baumes,  I.  Theil, 
Alt,  32» 
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nncDdlich   ferne  Ebene  oder  die  Gegenebene  überschreitet,  ändert  sich 
in  den  Vorzeichen  nichts. 

Ueberschreitet  aber  ein  Punkt,  z.  B.  P,  die  unendlich  ferne  Ebene, 
80  kommt  er  jetzt  auf  die  andere  Seite  der  Gegenebene  zu  liegen, 
e  ändert  also  sein  Vorzeichen;  es  haben  folglich  jetzt  6  und  J  verschie- 
dene Vorzeichen,  d.  h.  die  zwei  endlichen  Tetraeder  ppp'p"  und  PPF'P" 
haben  entgegengesetzten  Sinn  (und  zwar  ist  es  das  letztere,  welches 
seinen  Sinn  geändert  hat).  Nun  entspricht  aber  das  endliche  Tetraeder 
PP'p  V  collinear  nicht  mehr  dem  endlichen  — ,  sondern  vielmehr  dem  von 
der  unendlich  fernen  Ebene  durchsetzten  unendlichen  Tetraeder  PF^F'P'". 
Das  Dreikant  p, pp"p"  entspricht  dem^^mäss  dem  Scheiteldreikant  der 
Ecke  P  des  endlichen  Tetraeders  PPPf'\  Diese  zwei  Dreikante  sind 
aber  wieder  zu  einander  gleichstimmig. 

Würden  wir  nicht  den  Scheitelpunkt  P,  sondern  einen  der  drei  an- 
anderen Punkte  P^  P\  P"  die  unendlich  ferne  Ebene  überschreiten 
lassen,  so  würde  das  Dreikant  p^p'p'p"'  einem  Nebendreikant  der  Ecke 
P  des  endlichen  Tetraeders  PP P* P"  entsprechen,  und  dieses  ist  eben- 
falls wieder  gleichstimmig  mit  Dreikant  p<,p'p"p*\ 

Nehmen  wir  ferner  an,  einer  der  vier  Punkte  -P,  P\  P'\  P'"  über- 
schreite die  Gegenebene,  so  überschreitet  gleichzeitig  im  andern  System 
der  entsprochende  Punkt  p  die  unendlich  ferne  Ebene.  Dabei  findet  (in 
Uebereinstimmung  mit  dem  Zeichenwechsel  von  e)  eine  Aenderung  des 
Sinnes  des  endlichen  Tetraeders  pp'p''p"'  statt.  Allein  es  ist  jetzt  nicht 
mehr  dieses,  welches  dem  endlichen  Tetraeder  pp'p"p'"  collinear  ent- 
spricht, vielmehr  entspricht  dem  Dreikant  P^  P' P"  P'"  das  Scheiteldrei- 
kant (bezw.  ein  Nebendreikant)  der  Ecke  p  des  endlichen  Tetraeders 
pp'p"p"\  und  diese  zwei  Dreikante  sind  wieder  gleichstimmig. 

Wir  erkennen  also,  dass  die  Gleichstimmigkeit  der  zwei  Dreikante 
weder  durch  ein  Ueb erschreiten  der  unendlich  fernen  Ebene,  noch  der 
Gegenebene  alterirt  wird. 

Wir  können  nun  alle  möglichen  Lagen  der  Punkte  P,  P^  -P^,  P" 
herstellen  dadurch,  dass  wir  einen  Punkt  nach  dem  andern  die  unend- 
lieh  ferne  Ebene  oder  die  Gegenebene  überschreiten  lassen.  Bei  keinem 
Uebergange  wird  die  Gleichstimmigkeit  alterirt.  —  Ebenso  würde  für  den 
Fall,  dass  R  negativ  wäre,  die  Un gleichstimmigkeit  stets  erhalten  bleiben.  — 

Uebrigens  können  wir  jene  durch  die  unendlich  ferne  Ebene  durch- 
setzten Tetraederformen  bei  der  Betrachtung  auch  leicht  umgehen ,  indem 
wir  die  beiden  Tetraeder  unendlich  klein  annehmen.  Da  nämlich 
bei  der  Vergleichung  der  zwei  entsprechenden  Dreikante  P,  p'  p"  p'"  und 
PiPPP"  Diir  die  Richtungen  der  drei  von  P  ausgehenden  Tetraederkan- 
ten in  Betracht  kommen,  so  können  wir  annehmen,  die  Punkte  P\  P\ 
P^'  liegen  dem  Punkte  P  unendlieh  nahe.  Es  überschreiten  alsdann  die 
Tier  Punkte  P^  P    ^  ^«me  Eb^u^  ^iöi^t  ^\^  ^«^««vr 
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ebene  stets  gleichzeitig;  es  haben  also  die  vier  Factoren  e^  e\  e\  e'"  oder 
^,  ^',  ^"\  3)'"  stets  das  nämliche  Vorzeichen,  ihr  Prodnct  ist  daher 
stets  positiv.  —  (Bei  genauerer  analytischer  Ansführnng  würden  wir 

X'  =Z  +  dJr, 

X'"^X+ZdX+Zd^X  +  dPX,    etc. 

zu  setzen  haben  und  würden  dann  die  Gleichung  erhalten: 

dX    <fiX    ^X 
wo    ^=^ 


dT    d^Y    d^Y 
dZ     (PZ     d»Z 


Hieraus  folgt  jetzt  unmittelbar,  aass  der  Übereinstimmende  oder  entgegen- 
gesetzte Sinn  von  i  und  /l  lediglich  yon  dem  Vorzeichen  von  R  abhängt.) 

Fassen  wir  schliesslich  unser  Resultat  kurz  zusammen,  so  gelangen 
wir  zu  folgendem  Satze: 

In  zwei  collinearen  räumlichen  Systemen  sind  zwei  ent- 
sprechende Dreikante  entweder  stets  gleichstimmig  oder 
stets  ungleichstimmig. —  Ist  die  collineare  Beziehung  durch 
drei  lineare  Relationen  der  allgemeinsten  Form  zwischen 
den  Coordinaten  zweier  entsprechender  Punkte  gegeben, 
die  sich  auf  zwei  gleichstimmige  Coordinatensjsteme  be- 
ziehen, so  ist  die  Collineation  eine  gleichstimmige  oder  eine 
ungleichstimmige,  je  nachdem  die  Substitutionsdeterminante 

12) 
ist. 

Berlin,  im  Mai  1879. 
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XXIV. 

Veber  ein  den  Gleichungen  der  orthogonalen  Substitution 

verwandtes  Oleichungssystem. 

Von 

Dr.  A-  BöRSCH, 

Anisieat  im  kOnigl.  geodätischen  Institut  in  Berlin. 


Die  beiden  Aufgaben: 

die  einer  Ellipse  eingeschriebenen  Dreiecke  grössten  Inhalts  und 
die  einem  Ellipsoid  eingeschriebenen  Tetraeder  grössten  Volumens 
SU  finden, 
fthren  auf  folgendes  Problem. 

E!s  soll  die  Determinante  (n  +  iy^^  Ordnung 

1      Xqi      a?02    •  ••   ^On 
1       iTii        X\2     ...    Xin 


1       CTni       Xn2    •  •  •    ^mn 

'^    Ifaumum  werden,  wenn  unter  den  n(n'\-l)  veränderlichen  Grössen 
**l^~    ^  l^  2^       n)  ^^^  ^"^^  Bedingungsgleichungen  bestehen 


p„=  >,  a:%a=l     (x  =  0,  1,  2,  ...  w). 


oben  angefahrten  Aufgaben  entsprechen  hierbei  die  Fälle  ;)  =  2  und 
3. 

Da  sich   indessen   die  Auflösung  der   hieraus   resultirenden  Gleich- 

^gen  schliesslich  auf  die  Lösung  der  Gleichungen  der  orthogonalen  Sub- 

^itntion  suTÜckfahren  iSsst  und  sich  dabei  manche  bemerkenswcrthe  Re- 

^tion  ergebt,  so  scheint  es  mir  nicht  ohne  Interesse  zu  sein,  das  obige 

'^iroblem  f&r  ein  beliebiges  ganzzahliges  positives  n  näher  zu  untersuchen. 

Um  Weitläufigkeiten  zu  vermeiden,  will  ich  festsetzen,  dass,  wenn 

^ie  Bnchstaben  »,  A,  fi,  v  als  Snmmations-  oder  CoUectivbuchstaben  vor- 

Vommeo,  %  und  pt  die  Werthe  0,l,2,...n,  l  und  v  dagegen  die  Werthe 

1,2,...«  erhalten  sollen 


B«ihe  dcDen  einer  andern  pftrallelen  Reihe  gleich  werden ,  bo  erhalten 
wir,  wenn  wir  in  /i  nach  nnd  nach  die  Elemente  jeder  Coloane  denen 
der 'ersten  Golonne  gleich,  also  sSmmtlich  gleich  1  setzen,  die  n  +  1 
identiBcbeD  Gleichungen 

'  4*  \^     {M  =  l, 2, ...«). 

Addire  ich  von  den  Gleichungen  2a)  jedesmal  die,  welche  in  einer 
Horizontal  reihe  stehen,  so  folgen,  mit  BeiUcksichtignng  von  3),  znr  Be- 
atimmnog  der  n  + 1  Grössen  f ■  die  n  homogenen  linearen  Gleichangen 

4)  2'"'-'  =  »' 

woraos  steh  ergiebt 

6)  ..  =  ,..., 

wenn  p  wieder  eine  noch  zn  bestimmende  Grösse  hedeatet. 

Setzen  wir  diese  Wertbe  5)  in  die  Gleichungen  2a)  ein,  fUgen  ab 
erste  Reibe  zu  diesen  die  n  +  1  identischen  GleicbuDgen 

*»— »(»  =  ö.     »10  — *io  =  0.   ■■■   »kO  — »«0  =  0 
hinzD,    mnitipliciren   sodann    die  sSmmtlichen    Gleichungen   der   so   ent- 
stehenden Verticalieiben  nach  nnd  nach  mit  den  entsprechenden  Elemen- 
lea  der  sJEnuntlicÜen  Verticalreihen  des  Systems 
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1  1         ...    1 


UBd  addiren  schliesslich  die  daraus  hervorgegangenen  Verticalreiheo ,  so 
ergiebt  sich,  wenn  wir  die  Bezeichnung 

einführen,  das  Gleichungssystem 

2i+(^  — 1)500=0,       (^pio  —  l)«io=0,   ...     (^p«o— 1)  ^no  =  0, 

(PPOI— 1)^00=0,       ^  +  (^— 1)*10=0,    ...      (^Pnl  — 1)  *«0  =  0, 
(^PO«— 1)*00=0,         (^Pln-i)  *I0=0,    ...    ^  +  (^  — l)5nQ=0. 

Addiren  wir  die  n-|-l  Gleichungen  der  Diagonale  dieses  Systems,  so  er- 
halten wir 

(n  +  l)zf+(^-l){5oo+5io  +  ...  +  s„oj=(n  +  l)^+(p-l)z/=0. 
Da  aber  J  in  unserer  Aufgabe  sicher  von  Null  verschieden  ist,  so  folgt 

^  =  — n 
nnd  hieraus 

—      —       —       -.—    ^ 


Folglich  sind  auch  diese  Grössen  von  Null  verschieden,  und  wir  erhalten 
also  das  definitive  Gleichungssystem 

.     1  (K  =  ,i) 

oder  ' 


^^oxa:,A=--,  ^ 


7) 


X 

-SJ 1 


/;«^*a  =  ^     /;«ua^2i  =  --,   ...^a:ua:„i  =  -- 


^a:«„;t=l. 

Die»  sind  -^ ^ Gleichungen   zwischen  w(h  +  1)   Unbekannten. 

Doch  sind  diese  Gleichungen,  welche  schon  eine  gewisse  Aehnlichkeit 
mit  denen  der  orthogonalen  Substitution  zeigen,  nicht  alle  von  einander 
unabh&ngig,  vielmehr  ist  immer  Eine  die  Folge  aller  übrigen.  Denn  die 
letite  Gleichung  p«n  =  l  folgt  z.  B.  aus  allen  vorhergehenden,  wie  sich 
ans  folgender  Betrachtung  ergiebt. 

AtfiMbtfA  /  MMitmmmtik  o.  Fhj9ik  XXIY,  flL 


gerade  dieie  letite 

Da  a\ao  von  den ~ Gleichnngen  7)   Eine   eine  Folge    der 

Übrigen  ist  und  deebelb  nnr  — 2 von  tisuider  nnabbÜDgige  Bbrig 

bleilMn,  10  fnnss  sich  jede  der  n(n-t-l)  Unbekannten  als  Function  von 

«(.«  +  *;  2  2 

willkürlichen  GiSuen  darstellen  lassen. 

Und  iwar  kann  dies,  wie  ich  weiter  onten  beweisen  werde,  auf 
rationale  Weise  iqimer  dann  dnrchgefahit  werden,  wenn  ich  ein  cod- 
stantes  Werthsystan  Xgi,  welches  den  Gleicbnngea  7)  Genttge  leistet,  . 
angeben  kann.  Doch  ist  es  mir  onr  in  den  F&llen  n  =  2  und  n  =  3, 
welche  den  erwHhnten  geometrischen  Anfgaben  entsprechen,  sowie  ancfa 
noch  in  dem  Falle  1  =  4  gefongen,  ein  solches  constaates  Werth^stem 
tcgi  aBfanfindan. 

Die  Gleichungen  7)  reichen  jedoch,  ohne  dass  man  ibre  LSawggen 
ra  kennen  biancht,  scbon  aas,  um  sowohl  den  Maximal-  wie  aa«k  den 
Hinimalwertb  von  J  in  bestimmen. 
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^h^M>«>SA^>>  ^>»  > 


'  ^^\f  *  A  r  /K.<'^><\>>yN^/»< 


Es   ergiebt  sich  nftmlich  ans  dem  Multiplicationstheorem  der  Deter- 

nmanten  and  mit  Benutzong  von  7) 

w-1  «-1 


A^= 


1  +  Poo»     1  +  Poii   •••  1  +  Poii 
1+Pio»     ^+Pii»    •••  1  +  Pi« 

1+P«1»      1  +  P«2i    ...    1+Piiii 


2 

H-1 


11 


n 
2 


n 
n 


n-1     n-1 


n  n 

um  den  Werth  dieser  Determinante  zn  bestimmen,  untersuchen  wir  die 
allgemeinere  (n+1)^*'  Ordnung 

a   y   y   "'  y 
y  «  y  •••  y 


/>= 


(«+i) 


y   y   y  ...  ap 

DvTch  Anwendung  bekannter  Determinantensätze  erhält  man 

0       0        0    ...     0      x  +  ny 
-1    +1       0    ..•     0  y 

0     -1    +1...     0  y 


/>=(a?— y)« 


0       0 


=-{-iy{x-ynx  +  ny) 

und  hieraus  endlich 
Setsen  wir  nun 


0    ...  —1         X 
-1     +1      0 
0      -1     +1 


.     0 
.    0 


•  .  •  .  • 


0        0        0 

/>  =  («— y)"(ar  +  ny). 

n-1 


-1 


(«) 


«  =  2,     y 


so  erhalten  wir 


n 


^-±]/^W^. 


Also  fär  alle  Werthsysteme  der  Xgi^  welche  die  Gleichungen  7)  be- 
friedigen, hat  /!  diesen  constanten  Wurzelwerth,  und  zwar  giebt  der 
potitire  Werth  der  Quadratwurzel  das  Maximum  und  der  negative  das 
Minimum  von  J  an.  Sollte  sich  für  ein  bestimmtes  Werthsystem  der 
XmI  der  Minimalwerth  ergeben,  so  braucht  man  nur  den  XmI  einer  Colonne 
das  entgegengesetzte  Vorzeichen  zu  geben,  um  den  gesuchten  Maximal- 
werth  SU  erhalten. 

Statt  der  Gleichungen  7)  lässt  sich,  ähnlich  wie  bei  den  Gleich- 
ungen   der   orthogonalen    Substitution,    noch    ein    anderes  System   von 

—^r — -  nnabhängigen,  fast  ebenso  einfachen  Gleichungen  aufstellen,  bei 

z 

denen  aber  »  als  Sommationsbnchstabe  auftritt. 


11)  ^««j»».i  =  -i-^   (»<f*). 

Die  Gleichungen  9),  10)  und  8),  reep.  11)  bilden  vieder  ein  SyateoToii 
= —    von  einander  nnKbb&ngigen  Gleichungen,   velches  dem  System 

7)  SqaiTalent  ist. 

Ich  kehre  zur  Betrachtung  des  Systems  7)  zurück.     Dieses  llsst  sieh 
in  folgender  Weise  weiter  bebandeln. 

Ich  subsütnire  ■ 

12)  a:,i=^  «»i«'«.. 

wo    die   n*  Grfissen   0*1  nur  den  —^ von  einander  nnftbhSngigon 

til«)ichangen  der  orthogonKten  Substitution 

Genüge  leisten  sollen,  so  dMS  also  von  ihnen  ebenso,  wie  von  denCsi, 

noch  - 

Gleichungen  7),  wie  rieh  sehr  leicht  zeigen  ISsst,  in  sich  selbst  9 
nur  mit  dem  Unterschiede,  Anas  st&tt  der  Grössen  a«)died!'aij 
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Hieraus  folgt:  Kann  ich  irgend  ein  beliebiges  constantes 
Werthsystem  x'atXi  welches  den  Gleichungen  7)  gentigt,  finden, 
so  geben  die  Gleichungen  12)  sofort  die  allgemeinste  Lösung 

fi  (n.  —  1  ^ 

von  7),  wenn  ich  im  Stande  bin,  die  a^x  durch  ^ —  will- 
kürliche Grössen  darzustellen. 

Dieses  Letztere  ist  aber  Cayley  mit  Hilfe  der  Determinanten  sogar 
auf  rationale  Weise  bereits  gelungen.* 

Um  also  wirklich  die  Grössen  x^ti  durch  x —  Parameter  rational 

darzustellen,  kommt  es  nur  noch  darauf  an,  beliebige  constante  Werth- 
Systeme  x^x  zu  finden. 

Es  ist  mir  dies  aber,  wie  ich  oben  schon  erwfthnt  habe,  nur  fUr  die 
Fälle  n  =  2,  3,  4  gelungen. 

Für  n  =  2  und  n  =  3  findet  man  leicht  durch  geometrische  Betrach- 
tungen die  folgenden  Werthsysteme : 

(„  =  2)  *'u  =  -iF'3,    x„  =  -i, 

Durch  Probiren  und  nach  Analogie  der  früheren  Fälle  fand  ich  endlich 
noch  itir  n  =  4 

^5     .'  _.Vl    ,. Kl    ^' , 

T     ^    >       ^23""  4    ♦      ^24—        t» 

.     _       /5  /     _        >^  / L /5  ,     _        - 

^31"-  4"»       ^32—  4*»       *83*-"    I    "4"»       *84—        tl 

s'    -4.}^      X-    —^      X     —Ü.      x'    =-4. 

*41— T^^P»       ^42—  4    »       *48 4    >       ^44~        t» 

so  dass  die  allgemeinen  Lösungen  für  ti  =  4 ,  ausgedrückt  durch  die 
flyi,  sind  

•*^01  —  ^41  >       ^02  —  ^42>       ^03  —  ^48»       ^04  —  ^44» 


(11  =  3) 


(,i  =  4)    ''""■■■   4  '     *« 


♦  Vergl.  Crelle*8  Jon™»*    "'"  ••  °  *^ä,  sowie  Baltzer,  Theorie  und  An* 
Wendung  der  Detennin* 


•l'l-T-W-ll   I  -01-1»       ■<-oi~ii      -ot-ui— 'W       ■-»» 
_J«( 
=  -^-i^j/Z  =  e     s    tt.  B.  w. 

Bilde  ich  iian  «)  +  «') +  <■")<  bo  bekommt  uumi,  d«c',  von  Nnll  vet- 
flchiedep  sein  mnss, 

16)  «i  +  i,  +  rg  =  0. 
Ferner  erhalt«  ich  ans  a')a")  +  a")<i) +  «)0 

17)  «.»,  +  ',»,  +  '1^=0. 
Endlich  folgt  «na  a)^^'') 

(*,I,t,){»'jZ',t'j)=l 

and  dft  'i'ttj  nnd  z,;jz',  conjngirt  complexe  GrSuen  sind,  bo  müssen 
beide  Prodacte  den  «bsointen  Betr&g  1  haben,  so  dssa  wir  seUen  können 

18)  *,i,«s  =  e»'. 
wo  <p  eine  beliebige  Grösse  ist. 

Die   Ausdrucke    16),   17),    18)   sind    «her   die    Coefficienten    einer 
Gleichnng  dritten  GradM,  derei 
GesUlt  hat 

X 

Ihn  Woneln  sind 
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«1  =  «%     ««  = 


Hiemacb  findet  man  sofort 


und   erbftlt  acUiesslich 

Xq^  ==  CO«  ^,    a?n  «=3 cos  — g —  ,    x^  =  CO«  — ^ —  , 

«w  =  ««3»    a?M=*t« — g — ,     a?„=«n — ^ — . 

ip         IK 

Ffir  'ö'^^'a  ofgiobt  sich  das  oben  angeführte  specielle  Werthsystem 
der  oPmZ' 
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XXL  XTeber  die  Wellenfläolie  sweiaxiger  Krystalle. 

(Hierzu  Taf.  VI  Fig.  1.) 

Errichtet  man  im  Mittelpunkte  0  eines  ElHpsoids  E  auf  einem  Central- 
schnitte  desselben  ein  Perpendikel  und  trttgt  darauf  zwei  Strecken  OM 
und  Om  ab  gleich  den  Halbaxen  OC  =  r  und  0(f=r^  des  Ceutralschnit- 
tes,  so  liegen  die  Punkte  M  und  m  auf  der  Wellenflfiche  und  zwar  soll 
M  auf  dem  äussern  und  m  auf  dem  innem  Mantel  liegen. 

3p*        t/         z 
2)  «»+»»+*,  =  r», 

d*  b*  c* 

1)  ist  die  Gleichung  von  E  (erstes  Ellipsoid  nach  P lücker,  auch  Er- 
gänzungsellipsoid  genannt),  2)  diejenige  einer  concentriscben  Kugel;  3) 
wird  erhalten  aus  1)  und  2)  durch  Subtraction  und  stellt  einen  Kegel 
vor,  welcher  E  in  einer  sphärischen  Linie  schneidet,  weil  die  Schnittlinie 
von  1)  und  3)  auch  auf  2)  liegt.  Dieser  Kegel  berührt  die  Ebene  des 
Centralschnittes  längs  OC  =  r^  denn  nimmt  man  auf  der  sphärischen  Linie 
einen  unendlich  nahen  Punkt  C"  an,  so  ist  OC"=r^  die  Tangente  in  C 
steht  senkrecht  auf  OC  und  ist  somit  eine  Halbaxe  des  der  Berührungs- 
ebene des  Kegels  entsprechenden  Centralschnitts  von  E^  welcher  mit  dem 
obengenannten  zusammenfallen  muss,  da  sich  durch  OC  nur  Eine  Ebene 
legen  lässt,  welche  E  in  einer  Ellipse  schneidet,  von  welcher  OC  eine 
Halbaxe  ist.  Setzt  man  aber  in  2)  und  3)  r^  statt  r,  so  erhält  man 
einen  andern  Kegel,  von  dem  sich  ebenso  beweisen  lässt,  dass  er  den 
Centralschnitt  in  Ö(7'=rj  berührt. 

4)  ist  die  Gleichung  des  Ergänzungskegels,  dessen  Erzeugende  Old 
senkrecht  steht  auf  der  Tangentialebene  OCC  von  3)  und  dessen  Focaleu 
den  Gleichungen 


«        ;=±f/s^  »•"»=« 
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iy^^^^^^^^^^^^i^^^'^^^i^^>^^>^^^>^j^^*^*^'^>^^ 


entsprechen.  Da  sie  von  r  unabhängig  sind,  so  sind  die  Kegel  4)  con- 
focal,  ihre  Focalen  heissen  die  secundären  optischen  Axen  von  E.  Ersetzt 
man  in  4)  r  durch  r^ ,  so  hat  man  einen  zweiten  Ergänzungskegel,  «dessen 
Erzeugende  Om  gleichfalls  senkrecht  steht  auf  der  Ebene  des  Central- 
schnitts,  also  ist  OmM  die  Dnrchschnittslinie  beider  Kegel,  die  sich,  da 
sie  confocal  sind,  rechtwinklig  schneiden.  Man  erhält  so  zwei  Systeme 
von  Kegeln;  die  Endpunkte  M  und  m  der  Durchschnittslinie  von  je  zwei 
derselben  liegen  auf  einer  Fläche,  deren  Gleichung  auch  4)  ist,  wenn 
man  für  r^  seinen  Werth  aus  2)  setzt.   Entwickelt  nimmt  sie  diese  Form  an : 

(x^  +  y^  +  z^)(a^x^  +  b^y^  +  c^z^) 

welches  die  bekannte  Gleichung  der  Wellenfiäche  ist. 

Wir  führen  nun  ein  zweites  Ellipsoid  Ef  (auch  Polarisationsellipsoid 
genannt)  ein,  errichten  im  Mittelpunkte  eines  Centralschnitts  desselben 
ein  Perpendikel  und  tragen  darauf  zwei  Strecken  ON^=q^  On^=Q  ab, 
gleich  den  reciproken  Werthen  der  Halbaxen  OD  und  OD'  des'  Central- 
schnitts, also  ^ac=—  und  q'=——,^  so  liegen   die  Punkte  N  und  n  auf 

der  Wellengeschwindigkeitsfläche  (oder  der  Fusspunktsfläche  der  Wellen- 
fläche), deren  Gleichung  auf  ähnliche  Art  erhalten  wird: 

7)  a*Ä»  +  6V  +  c«z«=l, 

8)  a:«  +  y«  +  z»=i, 

x^  y^  2* 

7)  ist  die  Gleichung  von  E\  8)  diejenige  einer  concentrischen  Kugel, 
9)  wird  aus  7)  und  8)  durch  Subtraction  erhalten  und  stellt  einen  Kegel 
vor,  welcher  E*  in  einer  sphärischen  Curve  schneidet  und  den  Central- 
schnitt  von  E^  in  OD  berührt;  ersetzt  man  in  9)  q  durch  q\  so  entsteht 
ein  zweiter  Kegel,  dessen  Berührungslinie  mit  dem  Centralschnitt  OD' 
ist.  10)  ist  der  Ergänzungßkegel,  seine  Erzeugende  ON  steht  senkrecht 
auf  der  Ebene  des  Centralschnitts  und  seine  Focallinien  entsprechen  den 
Gleichungen 


"^  i=±/S^'''^«'=o- 


Die  Kegel  10)  sind  also  ebenfalls  confocal,  ihre  Focallinien  sind  die 
wahren  optischen  Axen.  Man  erhält,  wie  oben,  zwei  Systeme  von  sich 
rechtwinklig  schneidenden  Kegeln,  die  Punkte  N  und  n  liegen  auf  einer 
Durchschnittslinie  von  zwei  Kegeln  und  auf  einer  Fläche,  deren  Gleich- 
ung auch  10)  ist,  wenn  man  darin  (^^=ix^+y*+z^  setzt;  entwickelt 
nimmt  ai 
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Da  der  Halbmesser  der  Kugel  8)  —^sOD  ist,  so  erhält  man  durch  diese 
Substitution  den  Durchschnitt  des  Kegels  10)  mit  einer  Kugel  vom  Halb- 
messer ^^^/Tn^^^^i  ^*  ^*  ^^  (oder  10)  sind  die  Gleichungen  der  Wellen- 

geschwindigkeitsfl&che. 

Die  Construction  beider  Flächen  geschieht  am  einfachsten  mit  Hilfe 
der  Ergänzungskegel  4)  und  10),  welche  sie  in  sphärischen  Linien 
schneiden.  Bei  der  Wellenfläche  erhält  man  durch  Combination  von  2) 
und  4) 

l^^  ^'       »        y'       -1        _fL_j._i!_-i 

Diese  Gleichungen  stellen  die  Projectionen  einer  sphärischen  Curve  vor, 
welche  der  Punkt  M  auf  dem  äussern  Mantel  beschreibt,  und  die  auf  der 
Kugel  r  liegt.    Aus  den  Identitäten 


8 


folgt,  dass  die  Azen  dieser  Projectionen  in  der  x^ -Ebene  Coordinaten 
einer  Hilfs- Ellipse  und  Hyperbel«  und  in  der  a:z- Ebene  einer  andern 
Hilfsellipse  sind,  und  dass  die  Curven  hier  eine  gemeinschaftliche  Tan- 
gente haben. 

Der    innere  Hantel    wird  von  denselben   Kegeln   in  ellipsoidischen 
Curven  geschnitten,  weil  sie  zugleich  auf  dem  Ellipsoid 

15)  a^x^  +  fr'y*  +  c«  z^  «=  — j^ 

liegen.  Um  dies  nachzuweisen,  lege  man  im  Punkt  P  ah  E  eine  Tan- 
gentialebene, welche  OM  senkrecht  schneidet  und  deren  Abstand  von  0 
=  p  ist.  Nun  besteht  die  Relation  OC.OC\p  =  abc  oder  r.r^p  =  abc] 
wenn  r  constant  ist,  so  ist  es  auch  das  Product  r^p,  somit  muss  m  auf 
der  dem  Polarisationsellipsoid  ähnlichen  Fläche  15)  liegen. 

Die  Gleichungen   der  ellipsoidischen  Carven   erhält  man  durch  Eli- 
mination aus  4)  und  15) 

TT  "^rr?      "TT    e«— 6«  "r*"  ft^-a»      ~J^   b^—<^ 

IXe  Azen  dieser  Kegebchnitte  entsprechen  folgenden  Identitäten: 
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^c«  r»  — g«      g'c«  r«-A«  6«^  r«  — a»      g«6«  r«  — c' 

ilao  sind  sie  die  Coordinaten  derselben  Hilfscnrven,  wie  oben,  d,  h.: 

Die  Projection  einer  sphärischen  Cur^e  des  äussern 
lC»ntel8  fällt  mit  derjenigen  einer  ellipsoidischen  des  Innern 
ICanteis  snsammen,  und  umgekehrt,  da  aus  dem  Gesagten  unmit- 
tallMur  folgt,  dass,  wenn  m  sich  auf  einer  sphärischen  Curve  bewegt,  M 
eine  ellipsoidische  beschreibt. 

Wenn  man  die  Gleichung  von  E  in  dieser  Form  schreibt: 

a*      a* — pr        ar  —  y* 

wo   /S*  =  a*  — 6*   und  y^=sa^—c^^    so  stellt  sie   zugleich  zwei  confocale 

B^perboloide  (f*)  und  (v)  vor,  deren  Gleichungen  aus  18)  folgen,  wenn 

^*^Mn  a  durch  fi  oder  v  ersetzt.     Wir  nehmen  an,  dass  sich  die  Flächen 

(m)   und  (v)  im  Punkte  P  schneiden,   dessen  Tangentialebene  senkrecht 

^xif  OM  steht  oder  mit  dem  Centralschnitt  von  E  parallel;  ist.     Die  Tan- 

S^nten  der  beiden  Durchschnittslinien  oder  der  Krümmungslinien  von  E 

*>iid  parallel  mit  den  Axen  des  Centralschnitts  und  zwar  ist  OC  parallel 

'■^t;   der  Krttmmungslinie  (/i)  und  OC  parallel  mit  (v).     Man  hat  nun 

19)  r«  =  a«-v«,  20)  r^^^a^-f*«. 

-^^lA  19)  folgt,  dass,  wenn  P  sich  auf  der  Krümmungslinie  (v)  bewegt, 
^  muf  der  Wellenfläche  eine  sphärische  Curve  (also  m  eine  ellipsoidische) 
^^«ehreibt;  bewegt  sich  aber  P  auf  der  Krtimmungslinie  (jti),  so  beschreibt 
***     eine  sphärische  und  M  eine  ellipsoidische  Linie. 

X,  Vj  Z  seien  die  Bichtungscosinus  der  durch  P  gehenden  Normale 
^^c^B  E^  also  auch  von  dem  mit  ihr  parallelen  Badius  OM  oder  Otn  der 
^V^ellenfläche.    Nun  ist 


Wenn  man  auf  E  einen  zweiten  Punkt  P'  annimmt,  durch  welchen 
flie  Krttmmungslinien  (fi')  und  (v')  gehen,  so  bilden  die  Durchschnitte 
dieser  vier  Krümmungslinien  ein  Viereck  pp'P'P'"  (Fig.  13),  in  welchem 
P  und  P^i  P*  und  P"  Gegenecken  sind.  In  P'  schneiden  sich  die  Linien 
(^')  nnd  (v) ,  in  P^"  (f*)  und  (v').  Auf  dem  äussern  Mantel  der  Wellen- 
fläcbe  erhält  man  vier  correspondirende  Punkte  M M'* M' M'"  und  auf  dem 
innem  mm'mm".    In   dem  ersten  Viereek  sind  die  Gegenseiten  MM" 

^^"•^•«he  Linien,  ^  «a  e\U^BQ\d\&d[i^  ^  m  4^t 
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andern  Viereck  dagegen  sind  mm"  nnd  m'm  ellipsoidiscbe  nnd  die  an- 
deren Gegenseiten  sphärische  Linien.  Bezeichnen  wir  die  Richtnngscosinns 
in  den  Punkten  P'/>"P'"  mit  ZT'Z',  Z"...,  so  findet  man  leicht  ans  22) 

23)  XX' ^  Tr+  zn^  x"x'"+  Y'T'^  rz"', 

also  sind  die  Winkel  MOM'  und  M^OM'"  einander  gleich.  Da  nun 
OM=OM"'  und  OM'=OM"  ist,  so  folgt  der  Satz: 

In  einem  aus  zwei  sphärischen  und  zwei  ellipsoidischen 
Linien  auf  einem  Mantel  der  Wellenfläche  gebildeten  Vier- 
eck Bchliessen  die  nach  zwei  Gegenecken  gezogenen  Badien 
gleiche  Winkel  ein  und  die  Verbindungslinien  derselben 
sind  einander  gleich. 

Dieser  Satz  lässt  sich  auch  in  der  Form  aussprechen: 

Zwei  Paare  sich  rechtwinklig  schneidender  Kegel,  deren 
Focallinien  die  secundären  optischen  Axen  sind,  schneiden 
aus  einem  Mantel  der  Wellenfläche  ein  Viereck  aus,  in  wel- 
chem die  Entfernungen  von  je  zwei  Gegenecken  einander 
gleich  sind. 

Die  yier  Durchschnittslinien  von  zwei  Paaren  confocaler  Kegel, 
welche  sich  rechtwinklig  schneiden,  bilden  eine  Pyramide,  deren  Seiten 
von  den  Kegelflächen  gebildet  werden  und  in  welcher  je  zwei  Gegen- 
kanten gleiche  Winkel  einschliessen.  Somit  findet  dieser  Satz  auch 
Anwendung  auf  die  Wellengeschwindigkeitsfläche,  nur  sind 
hier  die  Focallinien  die  wahren  optischen  Axen. 

Die  Gleichungen  der  sphärischen  Curven  dieser  Fläche  erhält  man 
durch  Elimination  aus  10)  und  a:^+y^+z^  =  Q^ 

24)  ^'        I         y'       -1  ^'        I         -'       -1 


"   a*-c*      *    b*-c* 

X*                     t» 

Der  innere  Mantel  wird  von  denselben  Kegeln,  auf  welchen  die  sphäri- 
schen Curven  liegen,  in  Linien  geschnitten,  die  zugleich  auf  der  Fläche 

b^c^  c^a^  a^b^ 

25)  "_£.  X» + ^  y»  +  ^  t*  =  (** +y* + z'y 

liegen.  Um  dies  nachzuweisen,  lege  man  im  Punkte  Q  an  das  Polarisa- 
tionsellipsoid  E'  eine  Tangentialebene,  welche  ON  senkrecht  in  Q'  schneidet, 
also  parallel  mit  dem  Centralschnitt  von  E'  ist,  und  deren  Abstand  von  0 

1  n  t 

s=q  ist.    Nun  hat  man,  ähnlich  wie  oben,  OD  .OD\q  =  —---  oder 


abc  QQ       abc 

Ist  Q  constant,  so  ist  es  auch  — .    Da  nun  Q'  auf  der  Fusspunkten- 

Q 

fläche  von  E'  liegt,  deren  Gleichung 

nta  M  amt  an  ibr  Khnliohen  Fläche  25)  liegea. 


c^; 
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Man  kann  nun,  wie  bei  der  Wellenfläche,  so  ancb  hier  durch  Ein- 
flfluing  elliptischer  Coordinaten  für  E  zeigen,  dass,  wenn  Q  sich  anf 
eber  Krfimmnngslinie  von  E'  bewegt ,  die  Pnnkte  D  oder  D'  anf  E'  and 
H  oder  n  anf  der  Wellengeschwindigkeitsfläche  sphärische  Cnrven  be- 
lekreiben,  und  findet,  dass  der  obige  Satz  über  die  Entfernungen  der 
Gef^neeken  auch  bei  einem  Viereck  auf  der  Wellengeschwindigkeitsfläche 
gih,  welches  von  solchen  Kegeln  gebildet  wird,  deren  Focallinien  die 
wiben  optischen  Axen  sind. 

Die  Gleichung  einer  geodätischen  Linie  auf  E  ist 
26)  fi*  sm*  I  +  V*  cos^  I  =  a*. 

I  ist  der  Winkel ,  welchen  die  Tangente  der  geodätischen  Linie  in  einem 
ihrer  Punkte  P  mit  der  Krümmungslinie  (v)  bildet ,  und  a  ist  die  Haupt- 
txe  (in  der  Richtung  der  x)  von  derjenigen  confocalen  Fläche  (tt),  welche 
Ton  sämmtlichen  Tangenten   der  geodätischen  Linie   berührt  wird,   also 
konstant.    Setzen  wir  für  fi'  und  v  ihre  Werthe  aus  19)  und  20),  so  ergiebt 
•ich  die  Belation 

27)  r«  C08^  I  +  rj«  sirfi  i  =  a«  -  a«, 

welche  der  correspondirenden  Curve  angehört,  die  der  Punkt  M  oder  m 
Auf  der  Wellenfläche  beschreibt,  ohne  dass  t  seine  soeben  angeführte  Be- 
deutung ändert.  Wenn  P  in  einem  Nabelpunkte  von  E  ist,  so  fallen  die 
Punkte  M  und  m  zusammen  und  OM  ist  die  secundäre  optische  Axe;  die 
PlXche  a)  wird  zur  Focalhyperbel,  deren  Gleichung 


x^  2* 


ist  und  welche  die  Tangenten  der  vom  Nabelpunkt  ausgehenden  geodä- 
tiaefaen  Linien  schneiden.  Wir  haben  also  In  27)  o  durch  ß  zu  ersetzen 
^nd  erhalten  die  Gleichung 

29)  r«  cos^i  +  r^  sin^  1  =  b\ 

IHeae  geodätischen  Linien  haben  die  Eigenschaft,   dass  sie  sich  in  dem 
entgegengesetzten  Nabelpunkte  schneiden,  woraus  folgt,   dass  die  ihnen 
^rreapondirenden  Cnrven  auf  der  Wellenfläche,  die  von  einem  Endpunkte 
^®r  Becundären  optischen  Axe  ausgehen ,  in  dem  entgegengesetzten  End- 
punkte dieser  Axe  zusammenlaufen. 

Sentlingen,  Juni  1879.  Dr.  0.  Böklbm. 


Vene  geometrische  Darstellung  der  geodätischen  Linie  auf 

dem  Rotationsellipsoid. 

Schreiben  wir  die  Gleichung  des  Ellipsoids  in  der  Form 


x^      y^      z* 


aap 
n  die  Differentialgleichung  der  geodätischen  Linie  in  die  Form 
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')  ('+T-'-?)-=(-M>''- 

Femer  erkennt  man  leicht,  dass  die  Cnrve  den  Parallelkreis,  welcher 

durch  den  Punkt  a:  =  0,  y  =  Ar,  z  =  j/ ßll j  geht,  berühren,  als- 
dann den  Aeqnator  schneiden,  hierauf  den  jenseitigen  gleichen  Parallel- 
kreis berühren,  den  Aeqnator  abermals  schneiden  wird  n.  s.  w.  Die 
Curve  liegt  also  zwischen  zwei  gleichen  Parallelkreisen ,  dieselben  unend- 
lich oft  berührend.  Die  Wahl  dieser  Parallelkreise  ist  entscheidend  für 
die  Bestimmung  von  Ar  und  umgekehrt. 

Projiciren  wir  nun  die  Curve  auf  die  Aequatorialebene  und  bedienen 
uns  der  Polarcoordinaten  g  und  q> ,  so  haben  wir  die  beiden  Gleichungen 

z*  P* 

4)  rf5«=  rfz«  +  Q^.  d(p^  +  dQ^. 

Durch  leichte  Rechnungen  erhält  man  dann  aus  2) 


5)  ä^^,  /-'l^Z^^d,. 

Die   hierdurch   dargestellte  Curve    liegt  nun   zwischen   den  Peripherien 

Bweier  Kreise,  welche  concentrisch  liegen  und  die  Radien  k  und  j/a 
besitzen.  Sie  berührt  dieselben  abwechselnd,  in  unendlich  vielen  äqui- 
distanten  Punkten. 

Denken  wir  uns  nun  im  Mittelpunkte  einer  Ellipse  mit  den  Halb- 
axen  a  und  b  zur  Ebene  der  Ellipse  die  Senkrechte  gleich  c  gezogen 
und  den  freien  Endpunkt  mit  allen  Punkten  der  Basisellipse  verbunden, 
so  erhalten  wir  einen  geraden  Kegel  mit  elliptischer  Basis. 
Breiten  wir  nun  den  Mantel  desselben  in  der  Ebene  abrollend  aus,  so 
wird  der  Mantelsaum  als  Curve  erscheinen,  welche  ganz  zwischen  zwei 

concentrischen  Kreisen  mit  den  Radien  j/a^-^-c^  und  j/b^-^c^  liegt,  die- 
selben abwechselnd  in  unendlich  vielen  äqnidistanten  Punkten  berührend. 
Ich  wurde  hierdurch  veranlasst,  eine  Identification  des  Mantelsaums  und 
der  obigen  Projection  der  geodätischen  Linie  zu  versuchen.  Dieselbe  ist 
in  der  That,  wie  wir  sofort  sehen  werden,  immer  möglich. 

Ein  Punkt  der  Basisellipse  habe  die  Coordinaten  o:,  y.  Dann  setzen  wir 

x  =  a,  cosAjß^     y  B=  6 .  5m  t^. 

Nun  ist  die  Entfernung  p  der  Ellipsentangente  im  Punkte  o:,  y  vom  Cen- 
trum  der  Basisellipse 


4ia  Entfernung  dar  Spitae  des  Kegels  von  jener  Tangente 
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Dm  BogemelflmeDt  der  Ellipse  ist 

Ndunen  wir  daher  das  ElemeDt  der  Mantelfläche  dieses  begrenzten  Kegels, 
•oinden  wir  seinen  Werth        

Bedienen  wir  nns  andererseits  ftlr  den  Mantelsaam  der  Polarcoordinaten 
f  and  qp,  so  wird  das  Element  der  Mantelfläche 

IT^    Daher  die  beiden  Gleichnngen 

7)  ^«  =  c«  +  a:»  +  y«  =  c«  +  ö«.  co««tj;  +  6«.  sm»^. 

Bjeians  leitet  man  ohne  Mühe  ab 


8)  a^^y^^^^^äo. 

Diese  Gleichung  kann  mit  5)  identificirt  werden,  wenn  man  setzt 


a« 


a  — p 
Bieimus  folgt 

Datier  der  Satz: 

KTenn  anf  dem   Rotationsellipsoid   eine  beliebige  geodätische  Linie 
S^S^l>cn  ist,    so  kann   man   immer   einen   begrenzten   elliptischen  Kegel 
^^üstruiren ,   dessen   abgerollter  Mantelsaam  mit  der  Projection  der  geo- 
Utiaehen  Linie  anf  die  Aeqnatorialebene  identisch  ist. 

Coesfeld,  im  Januar  1879.  Dr.  K.  Schwerino. 


XTeber  die  Theilnng  des  Winkels  in  beliebig  viel  gleiche  Theile. 

(ffierzu  Taf.  VI  Fig.  2.) 

Die  Spirale  des  Archimedes  besitzt  die  bekannte  Eigenschaft,  dass 

^^  Radien    vectoren    proportional    den   zagehörigen   Polarwinkeln   sind, 

*^%i  also  in  Fig.  14 

OP_LMOP 

OR^LMOR 

^t,  wenn  0  den  Pol  der  Spirale  and  OM  deren  Axe  bezeichnet.  Mittelst 
^iner  fertig  constrnirten  Spirale  dieser  Art  läset  sich  also  das  Problem 
^er  Winkeltheilnng  anf  die  Theilnng  des  Radias  vector  zarückführen, 
^dem  man  den  gegebonan  Winkel  (der  immer  nnr  ein  spitzer  zu  sein 
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Historisch-literarische  Abtheilung. 


Der  Original -Wortlaut  des  päpstlichen  ürtheils 

gegen  Galilei. 

Von 

Dr.  Emil  Wohlwill. 


Es  ist  bekannt,  dass  unter  den  Beweisen,  durch  die  man  eine  An- 
'^r«iidnng   der  Tortur   gegen  Galilei  zu  bestreiten  pflegt,    der  Wortlaut 
des  pSpstlicben  Decrets  vom  16.  Juni  1633  eine  hervorragende  Stelle  ein- 
nimmt.    Nach   der   allgemein    verbreiteten  Annahme  enthält  dies  Decret 
in  den  Worten:   ^^Galileum  examinandum  de  inleniione  ei  (oder  etiam)  com- 
minala  ei  tortura,   et  si  sustinuen'f,    rondemnandum  esse^^  den  Befehl,   über 
die  Androhung   der  Tortur   nicht  hinauszugehen.     Ich  glaube  nun  aller- 
oings,  gezeigt  zu   haben,*   dass   von  den  mannichfaltigen  Auslegungen, 
auf  denen  diese  Ansicht  beruht,  die  einen  jeder  Berechtigung  entbehren, 
die  anderen  jedenfalls  nicht  ausschliesslich  berechtigt  sind.   Ich  bin  jedoch 
bei  allem  Bemühen,    den  wahren  Sinn  der  vielgedeuteten  Worte  festzu- 
BtelleD,  nicht  im  Stande  gewesen,    der  abweisenden  Kritik  ein  positives 
^gebnisB  hinzuzufügen;    es  ist  mir  nicht  gelungen,  einer  umständlichen 
llntennchnng  über  die  im  Gebrauch  der  Inquisitionsschriftsteller  vorkom- 
"senden  Anwendungen  des  Ausdruckes  ,,suaihiere''  etwas  Anderes  zu  ent- 
nehmen,  als    die   Ueberzeugung,    dass   nach   dem   Sprachgebrauch   nicht 
minder  diejenigen   Auffassungen   sich   rechtfertigen    lassen,    die   in    dem 
Päpstlichen  Decret  einen  Befehl  zur  Folterung  zwischen  den  Zeilen  lesen, 
*l8  die   völlig   entgegengesetzten,    nach    denen   in  dem  „<?/  si  sustinuerit'' 
^M  Verbot  einer  Anwendung  der  Folter  enthalten  wäre.     Indem  ich  die 


•  In  meiner  Schrift:  „Ist  Galilei  gefoltert  worden?"  Leipzig  1877,  S.  64—82. 
loh  habe  bei  dieser  Gelegenheit  die  Cebersetzung  von  Scartazzini,  sowie  die 
breite  von  Pieralisi  nicht  mehr  berücksichtigen  können;  die  von  Reu  seh  war 
*ur  enlgaiigaD«  Seitdem  haben  auch  de  TEpinois  und  v.  Gebier  neue  luter- 
pniiUioBen  r 
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Anffordemng ,  weiter  zu  forschen,  an  Diejenigen  richtete,  denen  ein  voll- 
ständigeres Material  an  vergleichbaren  Actenstücken  zn  Gebote  steht, 
glaubte  ich  meine  Untersuchungen  über  die  Frage  der  Folterung  zunächst 
ohne  Rücksicht  auf  den  eigentlichen  Sinn  des  Decrets  vom  16.  Juni  fort- 
setzen zu  dürfen;  nur  als  im  Allgemeinen  wahrscheinlich  habe  ich  die 
Ansicht  bevorzugt,  nach  der  der  päpstliche  Befehl  auf  eine  Realterrition 
hinwiese.  Streng  genommen  blieb  daher  auch  meine  weitere  Beweis- 
führung in  Betreff  einer  Fälschung  des  Protokolls  vom  21.  Juni  und  der 
darauf  folgenden  Documente  unvollständig,  so  lange  die  gehoffte  ent- 
scheidende Aufklärung  über  das  Decret  vom  16.  Juni  fehlte. 

Diese  Aufklärung  ist  mir  unmittelbar  nach  dem  Erscheinen  meiner 
Untersuchungen  (im  Herbst  1877)  in  völlig  unerwarteter  Weise  durch 
Professor  Silvestro  Gherardi  zugekommen.  Die  gegenwärtige  Lage 
des  Streites  über  die  Fälschungen  der  vaticanisehen  Handschrift  des 
Galileischen  Processes  lässt  es  mir  angemessen  erscheinen,  die  wichtigen 
Mittheilungen,  die  ich  dem  Florentiner  Gelehrten  verdanke,  an  die  Oof- 
fentlichkeit  zu  bringen.  *  Besser  als  alle  kritischen  Erörterungen  werden 
sie  sich  wirksam  erweisen ,  um  auch  Denen ,  die  zu  vertrauensvoller  Auf- 
fassung geneigt  sind,  begreiflich  zu  machen,  dass  es  sich  in  dem  aus- 
gesprochenen Verdachte  um  etwas  mehr  als  vage  Muthmassungen  handelt. 

I. 

6herardi*s  Enthüllungen  schliessen  sich  an  diejenigen  an,  über 
die  in  früheren  Jahrgängen  dieser  Zeitschrift  durch  Professor  Cantor 
und  den  Verfasser  dieser  Abhandlung  referirt  worden.**  Sie  ergänzen 
den  hochinteressanten  Bericht  über  die  Forschungen  im  Palast  der  Inqui- 
sition, zu  denen  das  Intermezzo  der  römischen  Republik  von  1848 — 49 
die  Gelegenheit  geboten  hat.  Schon  in  jenem  ersten  Berichte  findet  sich 
(auf  S.  40)  die  Bemerkung,  es  habe  der  Verfasser  „die  bestimmtesten 
Beweise  dafür  unter  Augen  gehabt,  dass  die  Protokolle  über  die  Sitzungen 
der  Congregation  des  heil.  Officium  ursprünglich  auf  lose  Blätter  ge- 
schrieben und  erst  nachträglich,  zuweilen  recht  spät,  und  nicht  immer 
genau  in  die  Bände  der  Decreta  eingetragen  wurden*'.  Eine  bunte  An- 
häufung solcher  Blätter  und  getrennter  Hefte  war  es,  die  vor  allem 
Uebrigen  die  Aufmerksamkeit  Gherardi's  und  des  mit  ihm  forschenden 
Freundes  auf  sich  zogen.  Hier  entdeckten  sie  zuerst  auf  mehreren 
Blättern  den  Wortlaut  jenes  bis  dahin  nicht  bekannten  Decrets:  .Moli- 
leum   examinnndum   de   intentione   et   comminata  ei  tortura  ctc'     Die  nähere 


♦  Eine  kurze  vorläufige  Mittheilung  habe  ich  in  meiner  Recension  der  Schrif- 
ten von  de  TEpinois  und  t.  Gebier  in  den  Göttinger  Gelehrten  Anzeigen  (1878, 
Nr.  Sl)  gegeben. 

^  ZeitMfarift  f.  Math.  u.  Phya.  Jahrg.  16,  Literaturztg   S.  5  flg.;   Jiihrg.  17 
literatnntg.  8.  26  flg. 
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hfifiiig  ergab,   dass  die  Blätter  und  Hefte  nicht  nur  die  regulären,  in 
dir  Sitiung  niedergeschriebenen  'und  approbirten  Protokolle  enthielten, 
miet  neben  diesen,  und  zwar  in  überwiegender  Zahl,  Vorschläge,  Pro- 
ben, Entwttrfe  fUr  das  Protokoll,  die,  wie  untrügliche  Judicien  annehmen 
kiMD,  vor   der  Sitzung   für   den  Gebrauch   der  Congregationsmitglieder 
tu|;earbeitet  und  je  nach  Lage  der  Dinge  und  den  Anweisungen,   Be- 
feUen  oder  Gegenbefehlen  des  Papstes  oder  im  Namen  des  Papstes  um- 
gearbeitet und   „zubereitet'^  waren,    daneben  unter  den  abgeschlossenen 
ud  approbirten  Sitzungsprotokollen  auch  solche,   an  denen   nach   den 
Sitzaogen   mehr   oder   weniger  eingreifende  Veränderungen  vorgenom- 
aen  waren.     Was  sich  in  dieser  Beziehung  im  Laufe  der  eigenen  Unter- 
sochnngen    den   beiden   Forschem   ergab,    wurde  ihnen   durch   freiwillig 
Se^bene  Aufklärungen  ■  Eingeweihter   in  ausreichendem  Masse  bestätigt. 
Ueber  die  hervorragende  Bedeutung  dieses  Theiles  des  Inquisitions- 
ardiiTB  konnte   man   nicht  lange  im  Zweifel  sein;    die  mühsame  Arbeit, 
in  den  verworrenen  Haufen  von  Blättern  und  Heften  Ordnung  zu  bringen, 
das  Material   nach  Zeiten,   Processen   und  Personen   zu   sondern,    nahm 
daW  Gherardi  längere  Zeit  in  Anspruch.     Dem  Process  Galilei*s  war 
•ekon  damals  sein  Interesse  in  erster  Linie  zugewandt;  die  Ausbeute  in 
dieser  Bichtnng  war  nicht  gross,  aber  was  man  fand,  erschien  in  hohem 
6nde  geeignet,    die  Aufmerksamkeit  zu   fesseln.     In  nicht  weniger  als 
neun  Exemplaren  lag  schliesslich  das  verurtheilende  Decret  vom  16.  Juni 
1633  vor,    ein  jedes  auf  gesondertem   Blatte,   und   was   das   Wichtigste 
var:  der  Wortlaut  bot  die  grössten  Verschiedenheiten.     Gherardi  hat 
fiSnuBtliche  Variauten   copirt,   soweit  ihm   bei   den   vielen   Abkürzungen, 
Streichungen   und  Veränderungen   die   Entzifferung  gelungen   ist;    seine 
rorläiifigen  Mittheilungen  beschränken  sich  auf  den  Inhalt  von  vier  Blät- 
'^nt)  den  ich  hier  folgen  lasse.  ^ 

L  „Ä""**  decrevii  ipsum  Galileum  interrogandum  esse  super  inten- 
lione,  et  comminata  ei  iorlura,  ei  si  ailamen  suslinueril  vel  per- 

,  stiterü   —   —  —  —  —  —  —   — —  —  — 

^  cesserit _ g^  demum  destUeril,  *  (sie) 

^  .  praevia  abjuraiione  de  vehemenii  in  plena  Congregaiione  S.  0, : 

condeiiuiandum  ad  Carcerem  ecc.  ecc»^^ 
Zwischen   ^nperstilerii^'   und   „si  demum   desliteriV'   sind   ungefähr  zwei 
"^^•A^B    durchstrichen,   und  zwar  in  einer  Weise,   dass  eine  Entzifferung 
'  ^^^Iner  Worte  sich  als  durchaus  unmöglich  erwies. 

II.  „5.***"  decrevit  ipsum  Galileum  interrogandum  esse  super  inten- 
tione^  et  comminata  ei  iortura ,  et  si  attamen  sustinuerit  vel  per- 
stiterit  r==    =   t=    =    =   =   =   =    ====    =   = 

^  cessmt      =  =  =  =:    =    =   :===    =    si  dcmum   destiterit^  ♦   (sie) 

.  .  praevia  abjuraiione  de  vehemenii  in  plena  Congregaiione  S,  0., 

condemnandum  ad  Carcerem  ecc.  ecc.^^ 
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Oherardi  bemerkt,  dass  Reihen  von  Doppelstrichen  derselben  Art, 
wie  sie  sich  hier  zwischen  ^.perstUeril^^  nnd  „5f  demiim  destiterit^'  finden, 
in  derartigen  Mannscripten  häufig  vorkommen,  nnd  dass  dieselben  an 
der  Stelle  bestimmter,  dem  Schreiber  geläufiger  Formelausdrücke  stehen. 

In  Form  II  ist  Nichts  gestrichen. 

III.  „Sf"*  decrevit  ipsum  Galileum  interrogandum  esse  super  intenfione^  ei 
comminaia  ei  iortura,  ei  si  desiHeril,  praevia  abjuraiione  de  vehemenli 
in  plena  Congregatione  S.  0.,  condemnandum  ad  Carcerem  ecc,  ecc,^*^ 

TV.  „Sr*"  decrevit  ipsum  Galileum  interrogandum  esse  super  inientione^  et 
comminaia  ei  iortura,  et  si  sustinuerii,  praevia  abjuraiione  de  vehe- 
menti  in  plena  Congregatione  S.  Off',  condemnandum  ad  Carcerem 
ecc,  ecc,^^ 

Von  diesen  vier  Bearbeitungen  des  Decrets  vom  16.  JuYii  1633  sind 
nach  Oherardi 's  Angabe  I  und  II  durch  Papier,  Dinte  und  Schrift- 
züge, durch  deii  Grad  der  Abnutzung  u.  s.  w.  auf^s  Bestimmteste  als 
Aufzeichnungen  sehr  alten  Ursprunges  charakterisirt ;  mit  gleicher  Be- 
stimmtheit geben  sich  in  jeder  der  angeführten  Beziehungen  III  und  IV 
als  Producte  der  neuesten  Zeit  zu  erkennen.  Diese  Thatsachen  in  Ver- 
bindung mit  allen  späteren  Forschungen  haben  für  Gherardi  die  An- 
nahme zur  Gewissheit  erhoben,  dass  I  nnd  II  (sowie  ein  drittes  Blatt 
mit  höchst  undeutlicher,  vielfach  veränderter  Schrift)  der  Zeit  des  Pro- 
cesses  von  1633  angehören,  während  III  und  IV  (sowie  eine  andere, 
gleichfalls  undeutliche  Copie)  nicht  mehr  als  10  —  20  Jahre  vor  dem 
Zeitpunkte  seiner  Forschungen  (1848)  entstanden  sein  können. 

Diesen  merkwürdigen  Mittheilungen  fügt  Professor  Gherardi  in 
seinem  an  mich  gerichteten  Schreiben  vom  14.  December  1877  das  Fol- 
gende binaü:  „Seit  den  Tagen,  in  denen  ich  meine  Auezüge  aus  jenen 
Papieren  zu  Stande  gebracht,  hätte  ich  Grund  genug  gehabt,  an  das 
Vorhandensein  eines  päpstlichen  Befehls  zu  glauben,  der  im  Fall  der 
Hartnäckigkeit  Galilei  zur  Folter  führen  musste,  ja  selbst  an  die  Wahr- 
scheinlichkeit einer  Vollziehung  dieses  Befehls;  aber  damals  —  ich  ge- 
stehe es  aufrichtig  —  unter  der  Last  der  Beschäftigungen  und  alle  Ge- 
danken beherrschenden  Sorgen  jener  Zeit,  dann  aber  auch,  weil  ich  von 
Natur  dazu  neige,  von  vornherein  dem  Glauben  an  verwerfliche  Hand- 
lungen die  mildere  Auffassung  vorzuziehen,  habe  ich,  statt  dem  aufstei- 
genden Verdacht,  dem  Gedanken  an  unerhörte  Fälschungen  mich  hinzu- 
geben, es  auf  günstigere  Zeit  verschoben,  mich  mit  diesen  Fragen 
eingehender  zu  beschäftigen.  Mittlerweile  beruhigte  ich  mich  bei  dem 
Sinne  und  Wortlaut  der  dritten  Lesart,  die  sicher  alle  übrigen  an 
Klarheit  Übertrifft;  diese,  sagte  ich  mir,  muss  besser  als  alle  anderen  der 
Wahrbett,  dem  wirklichen  Verlauf,  der  Absicht  Urban's  VIII.  entsprochen 
bähen ;  äie§e  wird  man  in  dem  Begister  der  Acta  wiederfinden  müssen/^ 
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Etvi  swei  Monate  nachdem  Gherardi  jene  losen  Blätter  für  seine 
Zwecke  rerwerthet  hatte,  üherraschte  ihn  der  Freund  mit  der  Nachricht : 
er  habe  den  betreffenden  Band  im  Begister  der  Acta  gefunden  und  die 
saf  Oalilei  beztiglichen  Decrete,'  unter  ihnen  auch  das  Decret  vom 
16.  Jon!  copirt. 

Auf  den  ersten  Blick  überzeugte  sich  Gherardi,  dass  der  Text  des 
Deerets,  wie  er  in  dieser  Abschrift  den  endgiltig  formulirten  Sitz- 
lagf Protokollen  entnommen  war,  mit  Nr.  IV  der  oben  gegebenen  Zusam- 
BeostelluDg  vollständig  übereinstimmte.  Genau  denselben  Wortlaut  bot 
Um  die  später  im  Inquisitionsarchiv  entdeckte  Sammlung  der  31  Galilei 
betreffenden  Dcfcrete.  Bekanntlich  bildet  diese  Copie,  die  nach  Ghe- 
rirdi*8  Vermuthung  gegen  1835  für  den  Herzog  von  Blacas  hergestellt 
nrde,  neben  den.Originaldecreten  die  eigentliche  Grundlage  der  Ghe- 
rardi* sehen  Schrift:  „//  processo  Galileo,  riveduio  sopra  documenii  di  nuovu 
fM,^^  In  dieser  Schrift  ist  eben  darum  auch  das  Decret  vom  16.  Juni 
1833  in  wörtlicher  Uebereinstimmung  mit  unserer  Nr.  IV  zum  Abdruck 
^rtcht 

„War  nun  aber  in  Wirklichkeit  in  den  beiden  Abschriften  das  Ori- 
ginal des  denkwürdigen  Schriftstückes,  wie  es  der  Band  der  Decreta 
eatbilt,  genau  reproducirt?  oder  liessen  sich  auch  in  diesem  Original  die 
Spuren  einer  älteren  Formulirung,  ähnlich  der  der  Blätter  I  und  II, 
nachweisen?'^  Mit  dieser  Frage  schloss  Gherardi's  erste  an  mich  gerich- 
tete Mittheilung  und  beinahe  zwei  Monate  vergingen ,  bis  er  durch  die 
Antwort  die  gespannte  Erwartung  befriedigte.     Diese  Antwort  lautete: 

„Nehmen  Sie  aus  der  Reihe  der  vier  Abschriften  Nr.  I,  durchstrei- 
dien  Sie,  abgesehen  von  der  bereits  gestrichenen  langen  Stelle  zwischen 
vPenHterÜ^^  und  „si  demum  desiüerW%  noch  die  Worte  „si  demum  desliteriV'^ 
^  einzelne  Wort  ^^atiamen"^  und  das  „vel  perstiterit^\  betrachten  Sie  end- 
lieh die  Bemerkung  am  Rande  ,^vel  cesserit,  recesserW  als  nicht  vorhan- 
^^1  eo  haben  Sie  mit  seinen  gestrichenen  und  übrig  gebliebenen  Wor- 
^  den  entscheidenden  Passus  des  Decrets ,  wie  ich  -denselben  auf  Seite 
*^  (?)  des  betreffenden  Bandes  der  Decreta  vor  Augen  gehabt  habe/^ 
^ese  entscheidende   Vergleichung    war    das   Ergebniss   des   verwegenen 
^Ucbs  im  Inquisitionspalast,   den  Gherardi  1849  noch  nach  der  Be- 
^^Ung  Roms  durch  die  Franzosen  und  der  Wiederherstellung  des  kirch- 
ichen  Regiments  unternahm.**    Er  erkannte  bei  dieser  Gelegenheit,  dass 
'^     Buchstaben    der    getilgten    Worte    durch    die    Streichung    nicht    in 


.        *  Ich  verdanke  der  Güte  des  Herrn  Prof.  Gherardi  eine  auf  lithographi- 

T^^txi  Wege  hergestellte  genaue  Beproduction  dieser  wichtigen  Sammlung,  der 

^cht  wenige  bisher  unbekannte  Einzelheiten  entnommen  habe. 

*♦  Vergl.  Gherardi,  ,Jl  processo  Galileo'*,  8.7  Note  1,  wo  es  heisst:  „li 

•^  rieonsuUare  nan  senza  mio  grande  personale  pericolo,  „che  nel  pensier  ritmova 

^^i^üura'\  aqpprawenuta,  „ruyn  sine  quaref*  a  mezzo  soüanto  ü  fatto  mio". 
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gleichem  Masse  unkenntlich  geworden  waren,  wie  auf  Nr.  1  der  losen 
Blätter;  aber  im  Begriff  zu  entziffern,  was  sich  entziffern  Hess,  sah  er 
sich  überrascht  und  znm  Verzicht  auf  alle  weiteren  Versnebe  genöthigt. 
Nur  soviel  hatte  er  bereits  feststellen  können ,  dass  auch  in  der  Abschrift 
der  Decreta  dem  ,,praevia  abiuraiione*^  wie  anC  Blatt  I  ein  „deslHeril^'  un- 
mittelbar vorherging,  üeber  einige  andere  Worte,  die  er  gleichfalls  — 
wenn  auch  nicht  mit  gleicher  Sicherheit  —  zu  lesen  vermochte,  verspricht 
Gherardi  fernere  Mittheilungen.  Ich  hoffe,  er  wird  die  Zeit  gekommen 
glauben,  diese,  wie  alle  übrigen  Resultate  seiner  Forschungen  der  Oef- 
fentlichkeit  zu  übergeben. 

TL 

Soviel  die  gegebenen  Aufschlüsse  zu  wünschen  übrig  lassen ,  so  bieten 
sie  doch  eine  sehr  wesentliche  Ergänzung  des  anderweitig  vorliegenden 
Materials.  Sie  stellen  zunächst  ausser  Zweifel,  dass  die  Form  des  De- 
crets  vom  16.  Juni,  die  uns  durch  de  TEpinois  und  Gherardi  be- 
kannt war,  durch  mehrfache  Streichungen  aus  einer  älteren  Fassung 
andern  Inhalts  entstanden  ist.  Leichter  begreift  sich  unter  dieser  Vor- 
aussetzung das  Eigenthümliche  der  Form ;  es  ist  nicht  zu  erwarten ,  dass 
für  eine  Willensäusseruug  der  einfachste  und  völlig  sachgemässe  Aus- 
druck gewonnen  wird,  wenn  man  —  gleichviel  aus  welchem  Grunde  — 
darauf  angewiesen  ist,  ihn  lediglich  durch  Streichungen  aus  einem  ge- 
gebenen Wortlaut  wesentlich  andern  Inhalts  herzustellen. 

Kaum  bedarf  es  der  Bemerkung,  dass  über  den  Sinn  des  j,susiimterW 
eine  Ungewissheit  nicht  mehr  stattfinden  kann;  es  ist  die  zuerst  von 
Henri  Martin  vertretene  Deutung,  die  sich  durch  das  erläuternde  „rW 
perstiterü''''  als  die  allein  zulässige  erweist.  Dass  die  Ausdrücke  ,,5f  susti- 
nueril'*^  und  „«  perstiteril  *  in  der  Inquisitionsliteratur  als  Synonyma  v  g  - 
kommen,  habe  ich  schon  früher  nachgewiesen ; *  beide  Ausdrücke  werden 
offenbar  absolut  gebraucht,  das  .^et  si  sustinueriV^  ist  demgemäss  weder 
auf  „torturnm^'y  noch  auf  ,^inteniionem^'  (Pieralisi),  noch  auf  ein  nicht 
vorhandenes  „Aussage*^  (v.  Gebier)  zu  beziehen,  es  bedeutet  schlecht- 
hin: „und  wenn  er  aushalten  sollte^^;  dass  aber  auch  dabei  nicht  etwa 
—  wie  ich  als  möglich  angesehen  —  ein  „m  iortura^^  hinzugedacht  wer- 
den soll,  ergiebt  sich  aus  dem  Zusammenhang  der  ursprünglichen  Auf- 
zeichnung. < 

Was  nun  den  Sinn  dieser  letzteren  betrifft,  so  ist  das  Eine  zweifel- 
los klar,    dass  es  sich  sowohl  in  Nr.  I  und  II  der  losen  Blätter,    wie  in 


•  „Ist  G.  gef.  w.?"  S.  78;  der  einen  hier  angefahrten  Stelle  wären  leicht 
eine  grosse  Anzahl  ähnlicher  aus  den  Schriften  von  Pegna,  Carena,  Farinacci 
u.  A.  binzuzufSgen.  Durch  zahlreiche  Belegstellen  ist  femer  darzuthun,  dass  in 
der  Inquisitiontiiteratur  ganz  regelmässig  völlig  gleichbedeutende  Ausdrücke  durch 
ain  „vtl^*,  aber  auch  durch  „^'  verbunden  vorkommen. 
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der  nrapffinglichen  Formalimng  im  Bande  der  Decreta  um  die  Anordnung 
einei  Verfahrens  handelt,  das  geeignet  war,  den  „persistens^*^  zum  „de- 
siiiert*  oder  mindestens  „recedere^^  zu  bringen;  es  ist  demnach  die  Be- 
lehrinkang  des  ursprünglichen  Befehls  auf  eine  Bedrohung 
mit  der  Tortur  für  den  Fall,  dass  Galilei  standhaft  bliebe,  auTs 
Allerbestimmteste  ausgeschlossen;  die  gestrichenen  Worte,  wie 
diejenigen,  die  durch  die  Doppelstriche  angedeutet  werden,  müssen  ent- 
weder den  Befehl  zur  Folterung  oder  mindestens  zur  Abführung  idj^die 
Folterkammer  und  Wiederholung  der  Bedrohung  im  Angesicht  der  Mar- 
terinstromente  ausgesprochen  haben. 

Diese  strengere  Massregel  ist  auch  unzweifelhaft  nicht  allein  vor- 
geschlagen, sondern  am  16.  Juni  1633  vom  Papst  und  der  Congregation 
lun  Beschluss  erhoben.  Man  wird  annehmen  dürfen ,  dass  auf  den  Blät- 
tern 1  und  II  die  vor  der  Sitzung  gefertigten  Entwürfe  vorliegen;  dafür 
ipriebt  insbesondere  das  „vel  cesseni'''  und  ,^recesserit*^  am  Rande;  aber  mit 
diesen  Entwürfen  hat,  von  Einzelheiten  abgesehen,  die  ursprüngliche 
Form  des  Beschlusses  im  Bande  der  Decreta  übereingestimmt,  und  in  die- 
ler  haben  wir  offenbar  die  beschlossene,  nach  der  Sitzung  eingetragene 
Fassung,  das  officielle  Protokoll.  Es  ist  dadurch  unwidersprechlich 
constatirt,  dass  ein  Beschluss  und  Befehl,  der  über  die  Androhung  der 
Folter  hinausgeht,  mit  der  vielbesprochenen  Milde  des  Verfahrens  gegen 
Galilei  am  16.  Juni  1633  wohl  vereinbar  gefunden  wurde. 

Aber  Gherardi  glaubt  weiter  annehmen  zu  dürfen,  dass  die  Streich- 
ungen auf  Blatt  I,   wie  im  Bande  der  Decreta  nicht  älter  sind,   als  der 
Inhalt  der  Blätter  III  und  IV,   dass  sie  also,   wie  diese,   dem  zweiten 
Viertel  des  19.  Jahrhunderts  angehören.     Es  wären  dieser  Ansicht  gemäss 
die   Streichungen,   wie   die   Varianten   III   und  IV  als   Fälschungen   zu 
betrachten;    das    gegen   Galilei    thatsächlich    eingeschlagene   Verfahren 
hätte  dem  ursprünglichen  Beschlüsse  und  Befehl  vom  16.  Juni  ent- 
sprechen müssen,   Fälschungen    wären   demnach   auch   diejenigen  Acten- 
stttcke  des  Vaticanmanuscripts,  die  das  Gegentbeil  zu  beweisen  scheinen. 
In   der  That   giebt   es,   wenn  man   diesen   Schluss   vermeiden   will, 
Gherardi^s  Enthüllungen  gegenüber  nur  ein  letztes,  bedenkliches  Mittel; 
man  mnss  voraussetzen,   dass  die  Streichung  einem   vor  dem  21.  Juni 
1633  ergangenen  Gegenbefehl  entspricht.  Es  bleibt  abzuwarten,  ob  irgend 
Jemand   geneigt  sein  wird,   eine  solche  Ansicht  zu  vertreten;   als  wahr- 
scheinlich  lässt  sie  sich  nicht  bezeichnen.     Der  Process  gegen  Galilei 
^«r  von  Drban  VIII.  von  Anfang  an  wie  eine  ihn  persönlich  betreffende 
^^be  behandelt,   man   kann    daher  nicht  glauben,   dass  seine  Entschei- 
^**8   erst    das    Ergebniss   eines  unmittelbar  vorher  erstatteten   Berichts 
S^^esen,  dass  sie  rasch,  ohne  Vorbereitung  und  genügende  Ueberlegung 
S^Toffen  wurde;  der  Beschluss,  gegen  den  69jährigen  Galilei  zur  Folter 
'^    schreiten  oder  ihn  wenigstens  alle  Schrecken  der  uninittelbaraten  Vor- 
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bereitnng  auf  die  Tortur  empfinden  zn  lassen,  musste  —  wenn  er  ein- 
mal gefasst  wurde  —  ein  reiflich  erwogener  sein ,  um  so  weniger,  glaube 
ich,  ist  ein  Widerruf  unmittelbar  nach  gefasstem  Beschlüsse  wahrschein- 
lich, und  wäre  der  Widerruf  denkbar  —  wie  soll  man  glauben,  dass 
ftir  eine  päpstliche  Willensäusserung  solchen  Inhalts,  für  den  Entschluss 
zur  Gnade  die  Streichung  der  strengen  Worte  als  angemessene  Form  der 
Begistrirung  betrachtet  wäre? 

^tf^euiger  noch  wird  es  gelingen,  mit  einer  Streichung  in  alter  Zeit 
das  Vorhandensein  und  die  Beschaffenheit  jener  Folge  verschiedener  Be- 
arbeitungen und  namentlich  derer  aus  neuerer  Zeit  zu  vereinen.  Sehr 
beachtenswerth  erscheint  mir  die  Verschiedenheit  des  mit  I  bezeichneten, 
durch  Streichungen  verstümmelten  Textes  von  der  schliesslichen  Redaction 
im  Bande  der  Decreta.  Während  hier  durch  die  Streichungen  ein  Decret 
mit  völlig  neuem  Wortlaut  hergestellt  ist,  sind  in  Nr.  I  nur  diejenigen 
Worte  unleserlich  gemacht,  die  den  entscheidenden  Befehl  enthalten;  was 
übrig  bleibt,  hat  so,  wie  es  dasteht,  namentlich  mit  dem  ,,61  si  demum 
destileriV^  gar  keinen  Sinn,  es  ist  nicht  ein  neues,  sondern  gewisser- 
massen  das  in  der  Umgestaltung  begriffene  alte  Decret,  der  Anfang  eines 
Versuchs  der  Neubearbeitung;  aber  die  weitere  Fortführung  und  den 
Abschluss  dieses  Versuchs  bieten  uns  die  beiden  Copien  III  und  IV,  das 
heisst  Copien  von  unzweifelhaft  moderner  Handschrift.  Liesse  sich  von 
diesen  vielleicht  die  letzte  als  Abschrift  einer  der  Zeit  des  Processes  an- 
gehörigen  zweiten  Bedaction  betrachten,  so  ist  dies  für  Nr.  III  offenbar 
nicht  zulässig;  denn  in  dem  fertigen  Decret  war  das  „et  si  destiterU^^  nicht 
mehr  vorhanden,  und  es  lässt  sich  ein  verständiger  Zweck  nicht  erdenken, 
um  dessentwillen  ein  Copist  in  neuerer  Zeit  diese  Worte  ans  der  Macu- 
latur  des  Inquisitionsarchivs  hervorsuchen  und  in  den  Zusammenhang 
einer  neuen  variirenden  Formulirung  des  Decrets  einfügen  sollte.  Die 
Benutzung  dieser  in  letzter  Bedaction  gestrichenen  Worte  scheint  mir 
vielmehr  eine  Entstehung  der  Abschrift  III  vor  dem  Zeitpunkte  der 
Streichung  im  höchsten  Grade  wahrscheinlich  zu  machen.  Hat  also 
Gherardi  mit  einigem  Becht  aus  der  Beschaffenheit  der  Nr.  III  anfeine 
Entstehung  nicht  vor  1828  geschlossen,  so  wäre  dadurch  in  gleichem 
Grade  wahrscheinlich  gemacht,  dass  auch  die  Streichung  nicht  früher 
erfolgt  ist.  Wollte  man  aber  auch,  so  lange  weitere  Nachrichten  fehlen, 
die  Zeitbestimmung  des  Florentiner  Gelehrten  als  nicht  hinlänglich  ge- 
sichert ansehen,  so  muss  doch  wohl  auf  Grund  seiner  Aussage  als  aus- 
gemacht betrachtet  werden,  dass  die  Blätter  III  und  IV  nicht  dem  Juni 
des  Jahres  1633  angehören;  gilt  das  Gleiche  für  den  Zeitpunkt  der 
.Streichung   im  Bande   der  Decreta,    so  ist  die  Streichung  —  Fälschung. 
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Bestimmter  ergiebt  sich   dies,   wenn   man   neben  Gherardi's  Mit- 
thdlsDgen   die  frttber  bekannten  Thatsachen  in   Betracht  zieht.     Auch 
okne  Eenntnias   des  Original -Wortlauts  des  Decrets  vom  16.  Juni  hatte 
■u  ansreichende  Gründe,   zu   glauben,   dass  jener  ursprünglichen  An- 
ordnoDg  gemäss  verfahren  sei.     Ich  habe  umständlich  erörtert,  dass  nach 
dem  Wortlaut  der  Sentenz   gegen  Galilei   ein  Verfahren   in  Anwen- 
diDg  gebracht  wurde,  das  über  die  Androhung  der  Tortur  hinausging.'*^ 
Man  hat  diesen  Ausführungen  gegenüber  eingehender  als  zuvor  aus 
den  Quellen  nachzuweisen  gesucht,  dass  das  Schlussverhör  des  Vatican- 
MDiiieripts ,  in  dem  der  Richter  sich  auf  eine  Bedrohung  mit  der  Tortur 
beschränkt,    recht  wohl   unter   dem  Examen  rigorosum   der  Sentenz   ver- 
ilaaden  sein  könne.     Die  mir  bekannt  gewordenen  Erörterungen  dieses 
Inhtlts  bestärken  mich  in  der  Ueberzeugung,  dass  die  vermeintliche  Viel- 
deutigkeit   and    Dehnbarkeit   des   oft   besprochenen   Ausdrucks   „Examen 
rigürosum"^  nicht  vorhanden  ist. 

Ich  erwähne  zunächst  eine  Curiosität. 

Im  sechsten  Buche  des  Sacro  Arsenale  della  S,  Inquisizione  findet  sich 

ein  Abschnitt   unter  der  Ueberschrift:   „modo  di  dar  la   cor  da  al  reo, 

cke  ricuia  de  rispondere  ö   non   vuol  precisamenle  rispondere*'\     Der  Text 

wiederholt:  y^Suole  ialvolta  intervenire,  che  il  Reo  ricusa  di  rispondere  ö  non 

Wjp/to  rispondere  precisamenle  il  per  che  fa  di  bisogno  venir  contro  di  lui 

*  rigorosa  esamina.''     In   eben  diesem  Falle  der  Anwendung  des 

-Ausdruckes  „rigorosa  esamina^'  hat  der  Professor  der  Universität  Löwen, 

Pbil.  Gilbert,   einen  Beweis  dafür  entdeckt,*'^   dass  das  Examen  rigo- 

^9um  ein  Verhör  unter  Androhung  der  Tortur  bedeuten  kann ,  und  einen 

^^iteren  Beweis  dafür,  dass  ich  die  Verwerthung  der  Stelle  im  entgegen- 

S^«etsten  Sinne   einer  Fälschung  des  Textes  verdanke.     Auf  die  Gefahr 

''^xi,   unter   dem  Makel   dieses   Verdachts    zu   bleiben,    bis   noch   irgend 

^^xnand  sich  entschliesst,  das  Sacro  Arsenale  zu  lesen,  verzichte  ich  auf 

'^^^e  weitere  Ausführung  und  Vertheidigung. 

Ernster  sieht  der  Einwurf  von    Gehle r's  aus.***     Von   Geble'^ 
^^streitet  nicht  mehr,  dass  die  Ausdrücke  „Examen  rigorosum^''  und  „torlura^'' 


•  „Ist  G.  gef.  w.?"  S.  17-34. 
**  In  der  zu  l4Öwen  erscheinenden  Revue  cathoUque;  die  mir  zugesandte  Ab- 
handlung ist  ohne  weitere  Bezeichnung. 

*^  In  dRner  Abhandlung:  „Ist  Galilei  gefoltert  worden?**  in  Paul  Lindau*8 

>, Gegenwarf*  Nr.  18—19  und  24—25  des  Jahrgangs  1878.    Es  war  dies  die  letzte 

^^Lrbeit  des  verdienstvolleir  Schriftstellers,  der  am  7.  Sept.  d.  J.  in  noch  Jugend - 

Sehern  Alter  einem  Brustleidcn  erlegen  ist.    Der  Feuereifer,  mit  dem  er  sich  der 

Aufgabe  unierzogen,  eine  tadellose  Copie  des  Vaticanmanuscripts  des  Galilei 


10  Historisch  •  literarische  Abtbeilang. 


•  •*iW^^K->"«^  •*  ••yV^^^j^w<-^V»*'*^^«^»-K*'»' *- 


gleichbedeutend  sind,  aber  er  hält  für  gewiss,  dass  anch  die  vorbereitende 
„Schreckung**  im  gewöhnlichen  Saal  der  Verhöre,  die  ^.territio  verbalis^*' 
als  Tortur  bezeichnet  werden  konnte.  Die  Beweisführung  knüpft  er  an 
eine  gegen  mich  gerichtete  Polemik.  „Für  W.",  sagt  er,  „gilt  die  „terriiio 
realis^*^  (die  eine  Abführung  in  die  Folterkammer  voraussetzte)  als  der 
erste  Grad  der  Tortur;  dem  ist  aber  nicht  so;  das  Werk  Limborch's, 
„ffisloria  Inquisitionis^^  enthält  darüber  ganz  bestimmten  Anfscblnss; 
Limborch  citirt  den  Criminalisten  Julius  Clarus,  wo  dieser  von 
den  verschiedenen  Graden  der  eigentlichen  Tortur  spricht  und  dies- 
bezüglich sagt:  „so  wisse  denn,  dass  es  fünf  Grade  der  Tortur  giebt: 
1.  die  Androhung  der  Folter,  2.  die  Einführung  in  die  Marterkammer 
u.  8.  w.*'* 

Ich  glaube  nicht,  dass  diese  Ausführungen  genügen,  das  bestimmte 
„dem  ist  nicht  so**  zu  rechtfertigen.  Zunächst  ist  Limborch^s  Geschichte 
der  Inquisition  (Amsterdam  1692)  eine  Quelle  zweiten  oder  dritten 
Ranges;  sie  beruht  —  abgesehen  von  den  alten  Sentenzen  der  Inquisition 
von  Toulouse  —  auf  gedrucktem  Material,  das  dem  Verfasser  in  keines- 
wegs vollständiger  Sammlung  vorgelegen  hat;  es  ist  daher  nicht  möglich, 
seinen  Angaben  ohne  weitere  Untersuchung  „bestimmte  Aufschlüsse**  zu 
entnehmen,  wieviel  weniger  in  einem  Falle,  wo  diese  Angaben  denen 
zahlreicher  anderer  völlig  glaubwürdiger  Schriftsteller  widersprechen. 

Aber  die  Aufschlüsse  Limborch^s  sind  auch  in  sich  keineswegs 
so  bestimmt,  wie  v.  Gebier  behauptet;  auch  bei  Limborch,  auch  bei 
demselben  Julius  Clarus,  den  er  als  einzigen  Gewährsmann  citirt, 
findet  sich   die   widersprechende   Auffassung;    unmittelbar  nach   der    Er- 


sehen Processes  herzustellen,  hat  wesentlich  beigetragen,  diesen  traurif^en  Ausgang 
zu  beschleunigen.  Wer  Galilei's  Briefwechsel  kennt,  erinnert  sich,  wie  bei  jedem 
seiner  Besuche  in  Rom  um  die  Mitte  des  Juni  seine  Ungeduld  wächst,  die  Mah- 
nungen der  Freunde  sich  wiederholen,  den  gefahrlichen  Aufenthalt  thunlichst  ab- 
zukürzen; solcher  Mahnungen  uneingedenk,  blieb  v.  Gebier  während  der  heissesten 
Monate  in  Rom,  um  das  begonnene  Werk  zu  vollenden.  Krank  kehrte  er  heim, 
um  nicht  wieder  zu  genesen.  In  dem  Schreiben,  mit  dem  er  mir  die  gegen  meine 
Schrift  gerichteten  „Gegenbetrachtungen"  übersandte,  sieht  er  bereits  einem  nahen 
Ende  entgegen.  Der  Gegenstand  dieser  letzten  in  überaus  qualvollem  Zustande  ge- 
schriebenen Abhandlung,  die  Vertheidigung  der  in  Rom  gewonnenen  Ueberzeugung, 
war  ihm  Herzenssache;  noch  die  letzten  an  mich  gerichteten  Worte  sprechen 
die  Zuversicht  aus,  dass  man  bei  wiederholter  Prüfung  der  Originale  in  ihm  den 
Vertreter  der  Wahrheit  anerkennen  werde.  Ob  diese  Ahnung  des  Verstorbenen 
sich  verwirklichen,  ob  seine  vertrauensvolle  Auffassung  sich  endgiltig  als  Irrthum 
erweisen  wird  —  wir  dürfen  es  der  Kritik  der  Zukunft  anheimstellen^  sicher  wird 
das  Verdienst,  das  Karl  von  Gebier  sich  durch  die  vortreflliche  Ausgabe  der 
Acten  des  Galilei 'sehen  Processes  um  die  GalileWForschung  erworben  hat, 
unvergessen  bleiben. 

^ „OegeawaH^  l  c,  8.  876. 
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wiboang  der    fOnf  Grade  fährt  Julins  Clarus  folgendermassen  fort:* 
„idi  habe  tod  dem  Präses  Arrigonns,    einem  Manne  von  grosser  Erfah- 
iiBgi  nameDtlich  in  Criminalsachen ,    gehört,    dass   es   beim  Senat  nnr 
diri  Grade  der  Tortur  giebt,    der  erste  ist  die  Schreckung,   und  dieser 
klgrrift  iil  sich  nicht  allein  die  Bedrohung  mit  der  Folter,  sondern  anch 
dieAbnhnuig  an  den  Ort  der  Tortur,    die  Entkleidung  und  das  Fest- 
\miea;  der  sweite  ist  die  Folterung  u.  s.  w/^     Hier  ist  also  klar  gesagt, 
dm  in  der  Praxis   wenigstens  eines   italienischen  Gerichtshofs   die  so- 
genannte ^yierrüio  verbalis**^  nicht  als  selbstständiger  Grad  der  Tortur  an- 
eriumat   wurde.     Die  Bedeutung    dieser  Abweichung    von    der    vorher- 
gdwnden  allgemeinen  Angabe  wird  wesentlich  erhöht,    wenn   wir  sie  in 
ibem  ursprttnglichen  Zusammenhange  in   Clarus^  Werken  lesen.     Hier 
findet  man  alsbald,    dass  Julius  Clarus  Mitglied   desselben  Mailänder 
Sentta  war,  Über  dessen  Praxis. in  den  Graden  der  Tortur  er  auffallender- 
veiae  nicht  nach  eigener  Erfahrung,     sondern   nach   den  Mittheilungen 
einea  Anderen  berichtet;    seine   erste  Angabe   ist  also   ohne  Geltung  in 
•einem  eigenen  Wirkungskreis  —  wo  aber  gilt  sie  sonst?    Clarus  sagt 
es  Dicht;   er,   der  citatenreiche  Schriftsteller,   nennt  hier  nicht  eine  ein-< 
sage  Autorität.     So  war  vielleicht  seine  Stufenfolge  ausserhalb  Mailands 
•o  allgemein  anerkannt,  dass  es  der  Citate  nicht  bedurfte?  Aber  Fari- 
naeci  sagt  das  Gegentheil:  er  kennt  die  Ansicht  des  Clarus,  aber  „die 
S^vShnlichere*S    sagt    er,    „und    die    auch   bei   uns    vorzugsweise    gel- 
tende", unterscheidet  fünf  Grade  der  Tortur,  deren  erster  darin  besteht, 
deaa  „der  Richter  den   Angeklagten    entkleiden,    binden,    an    das   Seil 
eehlieaaen  und  soweit  vorbereiten  lässt,  dass  Nichts  weiter  fehlt,  als  das 
Aufsiehen".     Farinacci    wirkte    im   Anfang   des   17.   Jahrhunderts   als 
praktischer  Criminalist  an   den   höchsten  Römischen  Gerichtshöfen;    sein 
nkei  uns"  heisst  also  in  Rom  oder  in  Italien.     Mit  ihm  stimmt  von  be- 
kamnten  Autoritäten*  Grillandus,  ein  Zeitgenosse  des  Clarus,  überein, 
der  gleichfalls  in  Rom  als  Richter  thätig   gewesen  ist.     Will  man  neben 
diesen  Beiden,    die    von    den    späteren   Inquisitionsschriftstellern   häufig 
citirt  werden,    noch  einen   wirklichen  Inquisitor  befragen,    so  vergleiche 
">an  die  „Praxis Judiciqria  inquisilorum^'  des  Umbertus  Locatus  (2.  Aus- 
S^he  1583),    die   in   alphabetisch   geordneten  Artikeln   über  alle  Einzel- 
<>eiteD  des  Inquisitionsprocesses  Auskunft  ertheilt.     Auch  dieses  praktische 
^»•ndbuch  für  Inquisitoren  bezeichnet  als  den  ersten  der  fünf  Grade  der 
^*txir  genau  wie  Farinacci  die  Schreckung  in  der  Folterkammer.    Da 
'*'"*    Loeatns   zur  Zeit,    als  Julius    Clarus   schrieb,    Generalcom- 
^^ear  der  Römischen  Inquisition  war,  so  erscheint  die  Annahme 
S^Ä'ecbtfertigt,  dass  in  der  Praxis  der  Römischen  Inquisition  —  und  nur 


*  Clarus^  Beeeptae  sententiae   ed.   1613  S.  230  und  Limboreh,  Historia 
**^^^mtianis  S.  822. 
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auf  diese  kommt  es  uns  an  —  die  von  ihm  in  Uehereinstimmung  mit 
vielen  Anderen  genannten  Grade  Geltung  gehabt  haben,  nicht  diejenige 
des  Claras,  von  denen  wir  nur  wissen,  dass  sie  in  Claras*  eigenem 
Wirkungskreis  nicht  gegolten  haben.* 

Was  Clarus  als  ersten  Grad  der  Tortur  bezeichnet,  ist  demnach, 
Wie  es  das  „Sacro  Arsenale''^  ausdrücklich  sagt,  im  Gebrauch  der  Römischen 
Gerichtshöfe  und  insbesondere  im  Gebrauch  der  Inquisition  nur  als  eine 
dem  ^, Examen  rigorosum''^  vorausgehende,  vorbereitende  Handlung  be- 
trachtet worden. 

Es  bleibt  mir  übrig,  des  Beweises  zu  gedenken,  auf  den  Ph.  Gilbert 
so  grossen  Werth  legt,  und  den  nach  ihm  de  TEpinois  und  Desjardins 
dankbar  benutzt  haben.  Obgleich  alle  Welt  vom  ^^Sacro  Arsenale^'  sprach, 
hat  Ph.  Gilbert  bis  zum  Jahre  1877  den  Ausdruck  ,y Examen  rigorosum^^ 
nirgends  sonst,  als  in  dem  y,Speculum  Inquisitiom$  ßizuntinae"^  vom  P. 
Joanne  des  Loix  (1628)  zu  finden  vermocht.**  In  dem  Brief ,  durch 
den  der  P.  des  Loix  als  Inquisitor  installirt  wird,  findet  sich  hier  die 
Wendung:  „concedenles  tibi  facultatem  conlra  quoscumque  haereticos  et  a  ftde 
chrisHana  aposlatas  inquirendi  et  procedendi  ac  precedentibus  legitimis  indiciis 
eos  comprehendendi,  seu  capi  et  comprehendi  atque  carceribus  mancipari,  etprout 
juris  fuerit  rigoroso  examini  subjici  et  torqueri  faciendi^'  etc.... 
In  dieser  Ausdrucks  weise  findet  Gilbert  einen  entscheidenden  Be- 
•weis  dafür,  dass  die  Ausdrücke  „Examen  rigorosum^'^  und 
„Tortur"  nicht  synonym  sind.  Entweder,  meint  er,  haben  die  Car- 
dinäle,  die  das  Actenstück  unterzeichnen,  zweimal  genau  dasselbe  gesagt 
oder  die  Bedeutung  der  Worte  „examen  rigorosum''  stimmt  nicht  mit  der 
des  Ausdrucks  „torlura^''  überein.  Es  ist  nicht  möglich  ,  correcter  zu 
schliessen:  entweder  die  Ausdrücke  bedeuten  genau  dasselbe  oder  sie 
bedeuten  Verschiedenes;  es  wird  daher,  um  das  Letztere  entscheidend 
darzuthun,  nothwendig  sein,  das  Erstere  als  unmöglich  zu  erweisen  — 
so  denkt  man,  und  erwartet  den  Beweis;  aber  Herr  Gilbert  sagt  be- 
reits: „quod  erat  demonstrandum''',  das  heisst,  er  setzt  stillschweigend  voraus, 
was  zur  Entscheidung  der  Frage  in  seinem  Sinne  nothwendig  ist:  dass 
in  einem  von  Cardinälen  unterzeichneten  Document  nicht  dieselbe  Sache 
durch  zwei  völlig  gleichbedeutende,  durch  ein  ,,und'*  verbundene  Aus- 
drücke bezeichnet  werden  könne.  Nun  ist  aber  das  Gegentheil  absolut 
gewiss;  die  wenigen  Worte  des  soeben  erwähnten  Patents  genügen  zum 


♦  Es  ist  mir  nicht  unbekannt,  dass  die  Angabe  des  Clarus  auch  in  anderen 
Werken  vorkommt,  immer  jedoch  —  soviel  ich  sehe  —  in  Verbindung  mit  Clarus' 
Namen.  Dass  diese  Reproduction  einer  Meinung  in  compiJatoriscben  Werken  den 
Nachweis  einer  Anwendung  in  der  Praxis  nicht  ersetzt,  bedarf  keiner  Ausführung. 
**  Ph,  Gilbert,  ,,La  condamnation  de  Galilee  et  les  publications  recentes. 
Louvain  1877,  S.  45.     Die  Schrift  ist  ein  Separatabdruck  aus  der  „Revue  des 
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BeweiB;  oder  sollen  wir  am  dieses  Patents  willen  auch  die  Ergreifung 
Bad  Gefangennahme  (das  ,,capi"  nnd  „comprchendi^')  als  wesentlich  ver- 
ichiedene  Acte  ansehen,  fQr  deren  jeden  es  besonderer  Antorisation  be- 
dirfte?  Es  würde  nicht  viel  damit  gewonnen  sein,  denn  die  Fälle,  in 
denen  die  offieiellen  Actenstücke  der  Inquisition  für  dieselbe  Sache  zwei, 
jt  drei  Terschiedene,  durch  „und**  verbundene  Ausdrücke  gebrauchen, 
sind  ausserordentlich  häufig.  Ich  beschränke  mich  darauf,  zu  erwähnen, 
dw  die  Ausdrücke:  „iorguere  et  qunestionare^^,  „guaesUon^s  et  iormenia^'^  neben 
den  gleichwerthigen  ,,quaestiones  seu  iormenta'^  u.  s.  w.  ganz  gewöhnlich 
Torkommen.  Dass  es  sich  dabei  um  Verbindungen  von  Worten  gleichen 
Sinnes  handelt,  beweist  unter  Anderm  das  päpstliche  Beeret  y.pro  votantibus 
mS,Officio^^  vom  29.  April  1557.*  Es  handelt  sich  hier  darum,  die  bei 
den  Beicblüssen  der  Inquisition  betheiligten  Geistlichen  dagegen  zu 
•ehfltien,  dass  sie  durch  Blutvergiessep  oder  Körperverstümmelung,  sei 
61  bei  der  Tortur,  s^i  es  bei  Vollziehung  der  Strafe  —  der  „Irregularität" 
rerftllen  and  in  diesem  Zusainmenhange  heisst  es:  „t//  iidem  derlei 
Votum  et  sententiam  ....  non  solum  guoad  quaestiones  et  torturam  sed 
€ium  ad  rondignam  poenam  et  multam  eliam  usqtie  ad  muliiaiionem  seu  san- 
ffUMtt  effusionem  ac  usque  ad  mortem  naturalem  inclusive  absque  alicuius 
cemsurae  vel  irregularitatis  incursu  dicere  ....  possint,  licentiam  et  facuUatem 
comcedimus''. 

Selbst  wenn  ein  Zweifel  darüber  bestände,  dass  „quaestio'*  ein  Verhör 
Auf  der  Folter  ist,  würde  aus  dem  Zusammenhang,  dem  Zweck  der  ganzen 
Verordnung  sich  zweifellos  ergeben,  dass  an  dieser  Stelle  eine  Verschie- 
denheit der   durch  „e/"  verbundenen  Ausdrücke  „quaestio'^  und  y,tortura'^ 
ebensowenig  denkbar  ist,  wie  zwischen  dem  unmittelbar  folgenden  ^^poena''' 
und  ,^ulta*'^  oder  yMcentia""  und  ,, facultas''.    Handelte  es  sich  daher  wirklich 
noch  am  eine  Aufklärung  über  den  Sinn  des  Wortes  j.Examen  rigorosum'\ 
8Ö  m&sste  man  die  Stelle  bei  des  Lois  als  ungeeignet  zur  Entscheidung 
der  Frage  zurückweisen,  da  die  Möglichkeit  eines  synonymen  Gebrauchs 
der  Ausdrücke  ^^examini  jrigoroso  subjicere^''   und  yjorquere^'   vorliegt.     Es 
bedürfte  dann  allerdings   nur   einer  Vergleichung   der   correspondirenden 
losdrücke  in  anderen  Patenten  für  Inquisitoren ,  um  die  Möglichkeit  zur 
^^^issheit  zu  erheben.     Das  Formular   auf  S.  339   des  ,,Sacro  Arsenale'' 
^^^gabe  von  1665)  enthält  an  der  betreffenden  Stelle  in  völlig  gleichem 
^•'•ammenhang  die  Worte  „quarslionibus  ejcponendv'. 

Dem  scheinbar  zweideutigen  Citat  stelle  ich  ein  bisher  nicht  beach- 

^^^B,  unzweideutiges  gegenüber.     Im  Anhang   zu   der  bereits  erwähnten 

^^X'ift  des   Locatus   finden    sich  Sentenzen,    die    sich    des   Ausdrucks 

'»*^in  Examen  rigorosum  schreiten*'  in  derselben   Weise,  wie  die  Sentenz 

^^Sen  Galilei  bedienen.     Man  sagt  dies,  erläutert  der  Verfasser,  wenn 


*  LocatUB  l,  c,  S.  491;  „Sacra  ArsenaW,  ed.  1666.    Anhang  S.  12. 
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eine  späte  Einschaltung  der  Copie  dieses  Decrets  war  schon  damals  als 
glaublich  angesehen;*  ja  wenn  man  im  Anschlnss  an  Gherardi's  be- 
stimmtere Angaben  den  Zeitpunkt  für  die  vermuthete  Fälschung  nicht 
vor  der  Bücklieferung  d  er  Handschrift  in  der  Mitte  des  lau- 
fenden  Jahrhunderts  setzen  könnte,  so  war  für  die  Berechtigung 
auch  dieser  gewagten  Folgerung  ein  ,  hochbedeutsamer  Anhaltspunkt  im 
Voraus  gewonnen.  Als  solchen  betrachte  ich  die  Thatsache,  dass  die 
vor  der  Rücklieferung  entstandene  französische  Uebersetzung  das  aus  so 
vielen  Gründen  verdächtige  Gutachten  vom  Jahre  1615  (Fol.  342  des 
Vaticanmanuscripts)  nicht  umfasst.**  Die  Uebersetzung  ist  allerdings  nur 
ein  Fragment,  aber  sie  umfasst,  wie  aus  der  mir  vorliegenden  vollständigen 
Copie  hervorgeht,  den  gesammten  Inhalt  der  ersten  23  Blätter;  sie  be» 
folgt  —  wie  ausdrücklich  bemerkt  wird  —  streng  die  Ordnung  der  Hand- 
schrift auch  da,  wo  diese  das  der  Datirung  nach  spätere  Document  dem 
älteren  voranstellt;  die  ActenstÜcke  sind  numerirt,  auf  die  einleitende 
Uebersicht  unter  Nr.  1  folgt  als  Nr.  2  die  Denunciation  des  P.  Lorini; 
des  Gutachtens ,  das  im  heutigen  Vaticanmanuscript  zwischen  beiden 
steht,  wird  mit  keiner  Silbe  gedacht.  Diese  Lücke  kann  auch  nicht 
etwa  der  von  Delambre  herrührenden  Abschrift  der  Uebersetzung,  auf 
die  wir  zur  Zeit  noch  angewiesen  sind,  eigenthümlich  sein,  denn  die 
Numerirung  ist  nach  Delambre's  Angabe  die  der  Originalübersetzung. 
Es  bleibt  also  nur  die  Wahl,  zu  schliessen,  dass  auch  das  1809  nach 
Frankreich  gebrachte  Manuscript  das  Gutachten  nicht  enthalten,  oder 
anzunehmen,  dass  in  wahrhaft  wunderbarer  Consequenz  der  Zufall  über 
diesem  Actenstück  gewaltet  und  seine  Uebersetzung  verhindert  hat,  um 
es  in  jeder  Beziehung  zum  Unicum  zu  machen. 

Ich  hebe  dieses  bedeutsame  Zusammentreffen  der  verdächtigenden 
Umstände  hier  nochmals  hervor,  um  auf  die  Bedeutung  weiterer  For- 
schungen über  das  nach  Frankreich  gebrachte  und  36  Jahre  in  Frank- 
reich bewahrte  Manusoript  aufmerksam  zu  machen.  Alles  deutet  darauf 
hib,  dass,  wenn  in  dieser  langen  Zeit  von  irgend  einem  neugierigen 
Leser    auch   nur    ein    Inhaltsverzeichniss    der    Actensammlung    gefertigt 


*  a.  a.  0.  S.  147  flg. 

♦*  a.  a.  0.  S.  151  flg.-,  186 flg.  Vergl.  ferner  Göttinger  gel.  Anzeigen  1878,  S. 
663 — 666.  Von  Gebier  hat  meinen  Ausführungen  gegenüber  grosses  Gewicht 
darauf  gelegt,  dass  ich  einen  einleuchtenden  Zweck  der  Fälschung  nicht  anzugeben 
vermocht  habe.  Die  hier  fehlende  Aufklärung  ergiebt  sich  —  wenn  mich  nicht 
Alles  trügt  —  aus  der  interessanten  Verwerthung,  die  das  Gutachten  von  1616 
schon  jetzt,  kaum  2  Jahre  nach  seiner  Veröffentlichung,  bei  Gegnern  der  hier 
vertretenen  Anschauungen  gefunden  hat;  insbesondere  aus  der  Bewunderung,  die 
P.  Grisar  fOlr  den  „weiten,  freien  Blick**  dieses  Consultors  bekundet,  der  mitten 
unter  den  vermeintlichen  Ignoranten  der  Inquisition  von  1616  Galilei 's  coper- 
nicaniscbe  Bibelauslegong  Btillschweigend  für  erlaubt  erklärt. 
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wirei  schon  dieses  veimatblich  genügenden  Anfscbluss  gewähren  würde ; 
ienn  mit  Zuversicht  darf  man  erwarten,  dass  in  diesem  Register  ausser 
jffa  Outachten  des  Consnltors  von  1615  znm  mindesten  das  D^cret  vom 

16.JQ^1>  das  Verhör  vom  21.  Juni  1633  und  der  ,,Sunto'*  von  1732  auf 

?qL560  fehlen  würden. 

l^ieier  Erwartung  widersprechen  allerdings  v.  Gehleres  bestimmte 
YenieheraDgen ,  aber  keineswegs  die  tbatsächlichen  Angaben ,  durch  die 
v  Mme  Behauptungen  zu  unterstützen  geglaubt  hat;  im  Gegentheil 
ttbänsD  mir  sämmtliche  seit  Jahresfrist  durch  de  TEpinois  und 
T.Oebler  bekannt  gewordenen  Daten  die  Apnahme  später  Einschaltung 
Ar  jene  drei  Schriftstücke  zu  unterstützen. 

Was  zunächst  das  Decret  auf  Fol.  451  des  Vaticanmanuscripts 
ktrifi,  so  ist  heute  als  festgestellt  zu  betrachten,  was  schon  früher  der 
Vei|[Ieichung  der  Texte  zu  entnehmen  war,  dass  es  eine  Abschrift  aus 
<hm  Band  der  Decreta,  nicht  etwa  das  Original  der  dort  gefundenen 
FaMQDg  ist;  es  können  auch  nicht  beide  Aufzeichnungen  gleichzeitig 
gesehrieben  sein ,  denn  der  Text  des  Vaticanmanuscripts  ist  offenbar  ein 
Best  des  am  16.  Juni  formulirten  Urtheilsspruchs.  Dass  die  Uebertragung 
sowohl  dieser,  wie  einiger  anderer  Annotationen  aus  dem  Band  der  De- 
CTCU  in  die  specielle  Actensamm'lung  des  Galil einsehen  Processes  erst 
in  neuerer  Zeit  erfolgt  sei,  habe  ich  aus  allgemeinen  Gründen  schon 
frflher  angenommen.*  Diese  Gründe  veranlassten  mich  damals  (1876), 
bei  Prof.  Gibbings  anzufragen,  ob  in  den  zahlreichen  in  Dublin  be- 
wahrten Inquisitionsprocessen  eine  Ahnliche  Einschaltung  von  Decreten 
vorkomme; •Pro f.  Gibbings  erwiderte  mir  in  bestimmten  Worten,  dass 
nichts  der  Art  vorhanden  sei ;  es  bestätigte  sich  dadurch  die  Vermuthung, 
hss  eine  zwiefache  gleichlautende  Registrirung  der  Decrete  1.  in  den 
SitxuDgsprotokollen  der  Inquisition ,  2.  in  den  Acten  des  speciellen  Pro- 
zesses, wie  sie  in  unserem  Falle  vorzuliegen  scheint,  nicht  zu  den  regel- 
o^ässigen  Gewohnheiten  der  Inquisitionsbeamten  gehört  haben  kann. 

Die  Weise  der  Einschaltung  in  den  Acten,  mit  der  uns  die  neuesten 

Veröffentlichungen  bekannt  machen ,  entspricht  durchaus  der  Vorstellung, 

daas  dieselbe  nicht  zur  Zeit  des  Processes  stattgefunden  hat.  De  TEpinois 

hat  ein  Facsimile  der  Rückseite  von  Fol.  534  mitgetheilt,    auf  der  sich 

"•*  Decret  vom  1.  December  1633  in  zwei  Ausgaben  von  völlig  ver- 

•^kicdener  Hand  befindet.     Der  Text  der  oberen  lautet: 

Prima  Decembris  1633. 

A  Sanciissimo   in   congregatione  S.  0,  Concedittir  habiliintio  in  eins  rnre, 
^^o  tarnen  ibi  ui  in  solitudine  stet,  nee  evocet  ed,  aut  venienies  iUuc  recipiai 
CollocuHones.     Ei  hoc  per  iempus  arbiirio  5.  S. 


•  „Ist  G.  gef.  w.?"  S.  107,  Anm. 

^UA-ia  AhtUg.  d.  Z^ttMchT.  f.  BfAtfa.  a.  Phji.  XXIV,  1. 
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Dahei  sind  Einzelheiten  corrigirt.  Weiter  nnten  findet  man  dasselbe 
Decret  in  folgender  Form: 

Prfijjp  Decembris  1633.  B.  oraiorem  hahilitavit  ad  eins  rurem^  übt 
vivat  in  soliiudine  nee  eö  evocet,  aul  venienles  illuc  recipiat  ad  collocutiones 
q,  per  (empus  arbilrio  S.  S, 

Dem  entspricht  bei  Gherardi  das  20.  Decret  in  folgendem  Wortlaut: 

Galilaei  de  Galilaeis  Florentini,  Senis  relegali  lecto  memoriali  S?"** 
oraiorem  habilitavit  ad  eins  rurem,  ubi  vivat  in  solitudine  nee  eo  amoveatur 
aul  venienles  illuc  recipiat  ad  collocutiones  g.  per  tempus  arbitrio  S,  Cong^^'.'^^ 

Mit  dieser  Abschrift  ans  dem  Sitzungsprotokoll  der  Inquisition  stimmt 
daher  die  zweite  Form  des  Vaticanmanuscripts  genau  überein,  sofern 
man  von  den  Varianten  „5.  Cong^^*''  statt  ,,S.  S."  und  „amoveatur^*^  statt 
,,evocet'^  absieht;  es  ist  sehr  wahrscheinlich,  dass  an  letzterer  Stelle  der 
moderne  Copist  ein  undeutlich  geschriebenes  Wort  nach  Gutdünken  interpre- 
tirt  hat;  in  dem  Facsimile  der  von  Gherardi  benutzten  Abschrift  steigen 
die  letzten  Buchstaben  des  ,,amoveatur'^  an  der  Seite  des  folgenden  ,,aul^' 
in  die  Höhe,  so  dass  man  deutlich  sieht:  der  ursprünglich  an  der  Stelle 
des  „evocet"'^  leergelassene  Raum  hat  trotz  verkleinerter  Schrift  für  das 
nachträglich  hineingeschriebene  „amoveatur^^  nicht  ausgereicht. 

Hier  haben  wir  demnach  ein  Decret,  das  nicht  weniger  als  drei 
Mal  registrirt  ist.  Dass  von  den  beiden  Lesarten  des  Vaticanmanuscripts 
die  obere  die  ältere  ist,  ergiebt  sich  aus  der  Form  und  den  Correcturen; 
aus  dieser,  die  man  vermuthlich  in  der  Sitzung  selbst  in  unfertiger  For- 
mulirung  auf  der  Rückseite  der  betreffenden  Bittschrift  eintrug,  ist  ohne 
Zweifel  der  Text  des  Sitzungsprotokolls  hervorgegangen,  von  dem  dann 
endlich  eine  Copie  auf  Fol.  534  nochmals  eingetragen  wurde.  Dass  dies 
im  December  1633  geschehen  sei,  scheint  mir  in  hohem  Grado  unwahr- 
scheinlich. Wohl  aber  lässt  sich  vorstellen,  dass  ein  Schreiber,  der  in 
späterer  Zeit  eine  grössere  Zahl  jener  Einschaltungen  zu  besorgen  hatte, 
auf  Blatt  534  den  bereits  vorhandenen  Text  tibersah  und  gedankenlos 
eine  zweite,  fast  gleichlautende  Abschrift  hinzufügte.  Derselbe  Fall 
wiederholt  sich  in  etwas  anderer  Weise  bei  dem  Dorret  vom  30.  Juni; 
hier  ist  die  erste  Fassung  auf  der  Rückseite  der  Bittschrift,  eine  voll- 
ständigere Formulirung  befremdender  Woise  auf  dem  Blatte  eingetragen, 
das    der   Bittschrift    vorangeht.'"*      Diese   Fälle    sind    um   so   beachtens- 


*  So  ist  der  W ortlaut  in  dem  Facsimile  der  Copie  von  1835  (?) ;  in  G  h  e  r  ar  d  i '  s 
gedruckter  Ausgabe  folgen  die  Worte  „per  tempus  arbitrio  S.  Cong"^^*^  zwischcni 
„rurem**  und  „ubi  vivat*';  die  gedruckte  Ausgabe  enthält  ferner  das  Wort  „allo- 
cutioneü",  wo  im  Facsimile  unzweifelhaft  „collocutiones**  zu  losen  ist. 

**  Den  beiden  Füllen  schliessen  sich  diejenigen  auf  Fol.  550  und  555  an,  in 
denen  als  erste  Aufzeichnung  nur  kurze  Notizen  den  Inhalt  der  Decrete  bezeichnen, 
die  nachher  im  vollständigen  Wortlaut,  mit  dem  Text  der  Sitzungsprotokolle 
^enau  Übereinstimmend,  eingetragen  sind. 
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Vttftlier,  als  sie  Anordnungen  nach  dem  Abschlnss  des  Processes 

Wreffen,   bei  denen  also   nicht  —  im  Sinne  der  Gebier' sehen  Hypo- 

ftete  —   davon  die  Rede  sein  kann,  dass  die  Einschaltung  der  Decrete 

llira  snr  Orientirung   der  Cardinäle    beim  Studium   der  Acten   vor    der 

kUten  Entscheidung  gedient   hätte,    und    bei    denen    darum   eine  Ent- 

Itebning  der  sweiten  Abschriften  im  Jahre  1633  um  so  weniger  glaublich 

mcbeint.     Nun    ist    aber  nicht  zweifelhaft,    dass   derselben   Folge  von 

Copien,    an    der    die    zweite    Ausgabe  des  Decrets   auf  Fol.  534   und 

Ukhst  wahrscheinlich  auch  die  zweite  des  Decrets  vom  30.  Juni  zu  zählen 

iit,  auch  das  Decret  vom  16.  Juni  angehört.     Das  durch  de  TEpinois 

ripiodacirte  Facaimile  des   letzteren    deutet    wenigstens    in    den    beiden 

enten  Zellen   bestimmt   auf  Uebereinstimmung   der  Handschrift   mit   der- 

jeiigeo  dea  Decrets  vom  1.  December;  v.  Gebier  erklärt  ausdrücklich, 

dm  simmtliche  Annotationen  von  1632  und   1633  von  derselben  Hand 

äid.*     Er  lässt  bei  dieser  Angabe  die  erste  Aufzeichnung  auf  Fol.  534, 

ime  die  kurze  Notiz  vom  30.  Juni   auf  Fol.  454  v^  unberücksichtigt. 

£•  ist  daher  die  Wahrscheinlichkeit  oder  Un Wahrscheinlichkeit  einer  Ein- 

tmgnng  Im  Jahre  1633   für  das  Decret  vom  16.  Juni   die  gleiche,    wie 

flir  die  i weite   Abschrift    des   Decrets   vom    1.  December.     Ich  glaube 

aicht,    dass    man    unter    diesen    Umständen   der  Abschrift   des   Decrets 

ron  16.  Juni,  die  sich  auf  Fol.  451  des  Vaticanmanuscripts  findet,  einen 

Beweis    f&r    die   Willensänderung    des    Papstes    zwischen    dem   16.   und 

2l.Janl  entnehmen  kann. 

Bedenklicher  erscheint  auf  den  ersten  Blick  das  Zeugniss  auf  Fol.  559 
dei  Vaticanmanuscripts ,    jene   in   italienischer  Sprache  geschriebene  Zu- 
■auunenstellung  der  gegen  Galilei  gefassteu  Beschlüsse,  die  dem  Jahre 
1*734  anzugehören,  die  Grundlage  der  auf  Fol.  561  verzeichneten  Anord- 
nung der  Inquisition  vom  16.  Juni  1734  zu  bilden  scheint.    Ist  dies  Schrift- 
Btfiek,  wie  ich  anfangs  angenommen  habe,  als  echt,  d.  h.  dem  Jahre  1734 
gehörig  zu  betrachten,  so  würde  aus  der  in  ihm  gegebenen  Reproduction 
des  Decrets  vom  16.  Juni  hervorgehen,  dass  die  Umgestaltung  dieses  Decrets 
'BindeBtens    vor    1734    erfolgt    sei,    denn    die   betreffende   Stelle   lautet: 
rJo   santitä   sua   decreiö  che   il  detio   Galilei  sHnterrogasse  sopra  V lutemione, 
^che  ron  comminargli  la   Tortura,  e  soslencndo  precedenlc  fahiura    de  vehe- 
*^nii  ti  condannasse'U  und  weiterhin  heisst  es:  ^,come  il  tutlo  fU  csegiiilo'\ 
^ortu«  mit  Recht  zu  schliessen  ist,  dass  auch  das  ^.Examen  de  intcntione'^ 

# 

*tt  angegebener  Weise  bei  der  Bedrohung  mit  der  Tortur  stehen  geblieben 

■ 

**•  Nun  würde  aber  für  eine  Umgestaltung  des  Decrets  vor  1734  der 
Eiofln^s  jener  Motive  beinahe  ausgeschlossen  sein ,  um  derentwillen  man 
oiDe  Fälschung  in  neuerer  Zeit  als  denkbar  betrachtet,  denn  schwerlich 


*  Eine  briefliche  Mittheilung  ergänzt  in  dieser  Beziehung  die  Angabe  in  der 
•^^««nwarf*. 
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ist  die  Frage,  ob  Galilei  gefoltert  worden,  vor  1734  Gegeustand  einer 
öffentlichen  Discnssion  gewesen ;  schwerlich  hat  man,  wenn  dies  der  Fall 
war,  im  heil.  Officium  jener  Zeit  der  öffentlichen  Meinung  durch  Acten- 
fälschnng  Rechnung  getragen.  Ein  sicherer  Beweis  dafür ,  dass  die  Um* 
gestaltung  vor  1734  erfolgt  sein  müsse,  würde  daher  in  hohem  Grade 
wahrscheinlich  machen,  dass  sie  vor  dem  21.  Juni  1633  erfolgt  sei.  .Es 
ist  daher  besonderer  Beachtung  werth,  dass  die  Zusammenstellung  auf 
Fol.  559  in  der  Form  wie  im  Inhalt  zu  den  ernstesten  Bedenken  Ver- 
anlassung bietet.  Dass  wir  heute  den  Ueberblick  auf  Fol.  559  in  den 
Brief  des  Florentiner  Inquisitors  von  1734  eingelegt  finden,  schien  da- 
durch gut  erklärt,  dass  dieser  Brief  die  bestimmte  Veranlassung  enthält, 
die  gegen  Galilei  ergangenen  Decrete  nachzusehen.  Die  Zusammen- 
stellung auf  Blatt  559  Hess  sich  als  ein  Ergebniss  der  Befragung  •  der 
Archive  zum  Zweck  der  Beantwortung  des  Briefs  betrachten.  Nun  waren 
aber  die  drei  auf  559  mitgetheilten  Decrete  bis  dahin  nur  in  lateinischer 
Sprache  vorhanden;  sie  müssen  also,  wenn  das  Schriftstück  echt  ist, 
im  «Jahre  1734  für  den  Gebrauch  der  Römischen  Generalcongregation 
in*s  Italienische  übersetzt  sein,  während  doch  die  Beschlüsse  dieser  Con- 
gregation  —  wie  Gherardi^s  Protokoll  über  die  gleiche  Verhandlung 
beweist  —  nach  wie  vor  in  lateinischer  Sprache  formulirt  wurden.  Diese 
Uebersetzung  lateinisch  geschriebener  Documente  für  die  Cardinäle  des 
18.  Jahrhunderts  ist  auffallend  genug;  auffallender  ist  Alles,  was  der 
•Uebersetzung  hinzugefügt  ist.  Nach  der  Ueberschrift  ist  ein  Inquisitions- 
verfahren gegen  Galilei  im  „heil.  Officium  von  Florenz"  ein- 
geleitet; man  wird  geneigt  sein,  dabei  Zunächst  eine  weitgehende  Ge- 
dankenlosigkeit des  Schreibers  von  1734  anzunehmen;  dies  ist  jedoch 
nicht  leicht,  wenn  man  im  Zusammenhange  liest,  wie  folgt: 

„Der  Mathematiker  Galilei  aus  Florenz  wurde  im  heil. 
Officium  von  Florenz  zur  Untersuchung  gezogen  (fu  inquisito) 
wegen  folgender  Sätze:  (folgen  die  bekannten  Thesen).  Und  nach 
Rom  geladen,  wurde  er  in  diesem  heil.  Officium  gefangen 
gesetzt,  und  nachdem  seine  Sache  daselbst  am  16.  Juni  1633 
in  Gegenwart  des  Papstes  vorgetragen  war,  decretirte  Se. 
Heiligkeit  u.  s.  w." 

Es  ist  vollkommen  klar,  dass  hier  die  Vorladung  nach  Rom  als  eine 
Folge  der  Untersuchung  in  Florenz  betrachtet  wird;  der  Versuch,  ^.Roma^" 
statt  ,,  Firenze^'  oder  ^questo  S,  0,''  statt  „S.  0,  di  Firenze^^  zu  substituiren, 
ergiebt  eine  Verschlechterung  statt  einer  Verbesserung  des  Textes.  Die 
einleitenden  Worte  auf  Fol.  559  lassen  sich  nur  dann  einigermassen  er- 
klären,  wenn  der  Schreiber  sich  darauf  beschränkt  hat,  die  Decrete 
von  1632  und  1633,  die  wir  durch  Gherardi  kennen,  zu  ver- 
gleichen und  den  Andeutungen  dieser  Decrete  Aufschlüsse  auch  über 
Dms  gn  entnebmen,   was  sie  nicht  enthalten;   er  konnte  dann  wirklich 
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bei  angemeasener  Oberflächlichkeit  auf  den  Gedanken  kommen ,  der  Vor- 

Wliing  nach  Rom  sei  eine  DAtersnehung  in   Florenz   vorangegangen; 

t  aainentlich  aber  entapricht  die  Betonung  der  Gefangennahme,  die  Folge: 

I  ^fMttmaio  a   Borna,   carceraio   in   quesio   S.  0.,   proposia   la   causa   avanti  il 

jftpü  U  16  giuffno^*^  durchaus  dem  Leitfaden  der  Decrete,    denn   bis   zum 

1,  Februar  1633  gehen  hier  die  Verhandlungen  über  die  Vorladung .  nach 

:  loa;  dann  folgt  unmittelbar  das  Decret  vom  16.  Juni,  eingeleitet  durch 
Worte  ^jGaläeo  de  Galileis  in  hoc  S.  öff.  carcerati» 
Dnmöglich  war  es,    in  solcher  Weise  eine  Geschichte  des  Galilei - 

;  «hen  Procesaes  zu  combiniren,  wenn  man  auch  nur  einen  flüchtigen  Blick 
il  du  Actenheft  geworfen  hatte,  dem  das  Referat  auf  Fol.  559  angehört 
ud  der  gewöhnlichen  Annahme  nach  im  Jahre  1734  hinzugefügt  wurde. 
Iit  et  aber  denkbar,   dass  ein  Beamter  der  Inquisition  im  «Jahre  1734 

'  dwr  Galilei' 8  Process  berichtet  und  für  überflüssig  gehalten  hätte,  die 
Acten  dieaes  Proceases  zu  vergleichen?  Es  gab  nur  einen  Zeitpunkt 
Mit  dem  Jahre  1633,  in  dem  eine  solche  Nichtberücksichtigung  der 
Acten  verständlich,  weil  durch  die  Verhältnisse  erzwungen  gewesen  wäre; 
du  ist  die  Zeit,  in  der  das  Actenheft  in  Rom  nicht  zu  finden  war,  die 
Zeit  von  1809—46.  Die  befremdenden  Fehler  des  Referats  würden  bei 
einer  Entstehung  in  dieser  Zeit  sich  begreifen  lassen ;  man  kann  daher 
behinpten,  dass  die  Beschaffenheit  des  559.  Blattes  wohl  vereinbar  sei 
aitder  Vermuthung,  die  uns  Gherardi's  Enthüllungen  nahelegen,  dass 
ene  Fälschung  der  Acten  bereits  vorbereitet  wurde,  als  über  die  Rück- 
liefenng  derselben  noch  zwischen  Rom  und  Paris  verhandelt  wurde,  und 
■it  der  weiteren  Annahme ,  dass  Blatt  559  mit  der  italienischen  Ueber- 
letimig  des  Decreta,  mit  dem  erläuternden  „e  sosienendo^'  und  dem 
Zweifel  ausschliessenden  y,come  il  tuito  fit  cseguito'^  gleichfalls  in  dieser 
Zeit  entstanden  ist.  Eeinenfalls  kann  ein  so  beschaffenes  eingelegtes 
Blitt  als  ein  Zeugniss  der  authentischen  Sentenz  gegenüber  in  Betracht 
koBmen. 

Nicht  besser  steht  es  mit  dem  Schlusssatz  des  Protokolls  vom  21.  Juni, 
oeeli  dessen  Angabe  Galilei  „in  execulionem  decreW^  mit  der  Androhung 
der  Tortur  davongekommen  wäre.  In  meinen  früheren  Erörterungen  über 
^CQ  Werth  dieses  Schlusssatzes  war  ich ,  was  äussere  Gründe  anlangt*,  im 
Wesentlichen  darauf  angewiesen,  die  vermeintlichen  Beweise  für  die  UnmÖg- 
liebkeit  einer  Fälschung  zu  widerlegen.  Die  neueren  Veröffentlichungen  von 
^*l*£pinoi8  und  v.  Gebier  haben  Nichts  zu  Tage  gefördert,  was  diesen 
''^ternngen  widerspricht,  sie  haben  uns  dagegen  mit  einer  Reihe  von 
-'^taachen   bekannt  gemacht,    die  sich    als   positive  Verdachtsmomente 

^'^ohnen  bitssen.*     Ich  stelle  dieselbe  in  der  Kürze  zusammen: 


Mao  vergleiche  das  Nachwort  S.  IX— XI  in  ,j6t  G.  gef.  w.?"  und  ,,6öt- 
gel^Aa-'' ^'^       ^-666—666.   Die  im  Folgenden  erwähnten  Abhandlungeu 
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r.^v^s^>^^sA^^^^^«iA^>^^^w 


1.  Nach  de  l'Epinois*  älterer  Mittheilung  war  die  Beziffemng 
an  dieser  Stelle  in  Ordnung;  das  Protokoll  stand  auf  Fol.  452  und  453, 
auf  Fol.  454  folgte  Galilei 's  Bittschrift.  In  Wirklichkeit  ist  auch  das 
erste  Blatt  der  Bittschrift  mit  453  beziffert;  wir  haben  zwei  Blätter  453; 
es  ist  demnach  das  ans  inneren  Gründen  verdächtige  zweite  Blatt  des 
Protokolls  beziffert,  wie  es  beziffert  sein  müsste,  wenn  an  dieser  Stelle 
ein  überzähliges  Blatt  eingeschaltet,  resp.  eins  mehr  eingeschaltet,  als 
entfernt  wäre  und  wenn  dies  Blatt  dann  doch  in  die  vorhandene  Ziffern- 
folge  aufgenommen  werden  sollte. 

2.  Man  durfte  früher  glauben ,  das  Protokoll  sei  auf  getrennter  Blatt- 
lage den  vorhergehenden  Documenten  hinzugefügt;  wir  wissen  jetzt,  dass 
Fol.  452  und  453  a  die  beiden  letzten  Blätter  des  aus  6  Blattlagen  be- 
stehenden Hefts  der  Verhöre  vom  Jahre  1633  sind;*  es  können  dem- 
gemäss  die  beiden  Blätter  nicht  nachträglich  eingeschaltet  sein ;  dass  aber 
dadurch  die  Anordnung  des  Vaticanmanuscripts  an  der  entscheidenden 
Stelle  nur  in  höherem  Grade  befremdend  erscheint,  hat  Dr.  Scartaszini 
gezeigt.**  Die  Thatsache,  dass  hier  zwischen  den  beiden  naturgemäss 
auf  einander  folgenden  Blättern  422  und  452  in  einer  ganzen  Reihe  von 
kleineren  und  grösseren  Heften  sämmtliche  zwischen  dem  12.  April  und 
16.  Juni  eingelaufenen  Actenstücke  eingefügt  sind,  scheint  ihm  nm  so 
verdächtiger,  als  im  Uebrigen  die  Weise  der  Verbindung  der  Documente 
itn  Vaticanmanuscript  von  der  bei  ähnlichen  Actensammlungen  üblichen 
nicht  abweicht;  eine  ähnliche  abnorme  Anhäufung  der  Actenstücke  zwischen 
den  Blättern  eines  regulären  Hefts  Hess  sich  nur  noch  in  der  Nähe  der 
gleichfalls  verdächtigen  Blätter  des  ersten  Processes  nachweisen.  Wenn 
aber  hier  der  streng  chronologischen  Folge  wegen  wenigstens  möglich 
erscheint  —  was  v.  Gebier***  als  gewiss  betrachtet  — ,  dass  die  Do- 
cumente genau  in  der  Folge,  wie  sie  einliefen,  zur  Zeit  des  Processes 
eingelegt  und  später  fest  verbunden  wurden,  so  ist  dies  bei  den  Acten - 
stücken  von  1633  aufs  Allerbestimmteste  ausgeschlossen.  Auf  das  Verhör 
vom  10.  Mai  folgt  hier  das  am  12.  April  eingereichte  Zeugniss  des  Car- 
dinais Bell  ar  min,  auf  Galilei's  Vertheidignng  vom  10.  Mai,  die  Reihe 
der  Gutachten,  von  denen  das  erste  das  Datum  des  17.  April  trägt. 
Die  "Anordnung  ist  also  unzweifelhaft  eine  nachträglich  hergestellte;  man 
war  demnach  in  der  Lage,  bei  der  Aneinanderreihung  die  gewöhnlichen 
Zweckmässigkeitsrücksichten  walten  zu  lassen.  Mit  vollem  Recht  hat 
Scartazzini  darauf  aufmerksam   gemacht,    dass   man   nur   die  Blätter, 


Scartazzini's  über  denselben  Gegenstand  finden  sich  in  der  Beilage  zur 
„Allgenieinen  Zeitung"  1878,  Nr.  38  und  in  der  „Eivista  Europea^'  1877,  Heft  vom 
1.  December  und  1878,  Hefbe  vom  1.  und  16.  Januar. 

*  V.  Gebier,  „Die  Acten  des  G/schen  Processes**,  S.  XVII. 
♦•  ,fi%vi9ta  Europea"  1878,  S.  224  flgg. 

„AUgemmne  Zeitung**  1878,  Beilage  No.  57. 
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die  heute  mit  452  «nd  453  beziffert  sind,  an  ihre  natürliche  Stelle  hinter 
422  zu  bringen  braucht,  um  eine  durchaus  normale  Verbindung  der  Hefte 
und  Blätter  herzustellen,  dass  demnach  die  Annahme  gestattet  erscheint, 
dies  eben  sei  die  ursprüngliche  Anordnung  der  Blätter  gewesen ,  aus  der 
die  jetzige  erst  dann  entstanden,  als  man  der  beiden  Blätter  für  ein 
unverfängliches  Protokoll  vom  21.  Juni  bedurfte.  Zu  weiterer  Bestätigung 
dieser  Annahme  wird  allerdings  der  Nachweis  erforderlich  sein ,  dass  die 
unzweifelhaft  alte  Bezifferung  in  diesem  Theil  des  Vaticanmanuscripts 
mehrfache  Aenderungen  erfahren  hat.  Ein  Indicium  dafür  bietet  die 
bereits  erwähnte  Thatsache   der  zwei  mit  453  bezifferten  Blätter. 

3.  Mag  aber  auch  bei  Vergleichung  anderer  Actensammlungen  die 
befremdende  äussere  Anordnung  des  Vaticanmanuscripts  auf  ein  gewohn- 
heitsgemässes  V^3rfahren  zurückzuführen,  mag  demgemäss  die  jetzige  Lage 
der  Blätter  452  und  453  die  ursprüngliche  sein  —  ihr  Inhalt  rechtfertigt 
darum  nicht  weniger  den  Verdacht  einer  «päten  Ausfüllung.  Ich  habe 
bereits  früher  die  Bedeutung  der  einleitenden  Worte  „Galilei  Florentinus 
de  quo  alias'''  hervorgehoben;  ich  habe  als  gewiss  betrachtet,  dass  ein  so 
beginnendes  Actenstück  sich  unmöglich  ursprünglich  in  der  Umgebung 
befunden  haben  könne,  in  der  es  heute  gelesen  wird,  unmöglich  in  der 
Mitte  einer  ausschliesslich  Galilei  betreffenden  Sammlung,  unmöglich 
im  engsten  Anschluss  an  das  Decret  vom  16.  Juni,  in  dem  es  heisst: 
,,Galilei  de  quo  supra'\  Die  Mittheilung,  dass  Fol.  452  mit  den  Anfangs- 
worten j^Galilei  Florentinus  de  quo  ö/ias",  mit  Fol.  414  fest  verbunden  ist, 
das  11.  Blatt  eines  Hefts  der  Verhöre  von  1633  bildet,  beseitigt  in  dieser 
Beziehung  den  letzten  Zweifel. 

4.  Wir  wussten  bis  zum  Erscheinen  der  v.  Geh  1er' sehen  Ausgabe 
nichts  über  die  Unterschrift  des  Protokolls;  wir  wissen  jetzt,  dass  Galilei*8 
Unterschrift  an  der  entscheidenden  Stelle  „im  Gegensatz  zu  seinen  anderen 
Unterzeichnungen  mit  auffallend  zitternder  Hand  niedergesetzt  ist^*.^  „Es 
spiegelt  sich  gleichsam  darin  die  furchtbare  Aufregung,  welche  der  un- 
glückliche Greis  eben  erduldet." 

Die  Unterschrift  hat  also  nach  v.  Gebier 's  Zeugniss  mit  Galilei's 
andern  Unterzeichnungen  unverkennbare  Aehnlichkeit;  dies  genügt,  die 
Fälschung  zu  erweisen,  wenn  man  auf  Grund  der  vorstehenden  Er- 
örterungen als  erwiesen  betrachtet,  dass  das  Protokoll  auf  452  und  453 
eine  Abschrift  ist.  Aber  auch  an  sich  betrachtet,  ist  die  geschilderte 
Beschaffenheit  dieser  Unterschrift  bedeutsam  genug.  Sieht  man  ab  von 
der  psychologischen  Interpretation,  so  bezeugt  v.  Gebier,  dass  die 
Unterschrift  Galilei 's  bei  aller  Aehnlichkeit  von  den  zur  Vergleichung 
vorliegenden  in  auffallender  Weise  abweicht;  auch  in  der  Art  dieser 
Abweichung  sieht  er  einen  Beweis  für  die  Echtheit  des  Actenstücks;  er 


*  y.  Gebier,  ,J)ie  Ar 
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t,Deeember  1632  nnd  vom  23.  September  1632/**  Diese  bedeutsame 
IfittheilnDg  iat  so  wenig  geeignet,  die  Unhaltbarkeit  meiner  Fälschungs- 
kTpotbese  darznthnn ,  dass  sie  vielmehr  zur  Kette  der  Verdachtsmomente 
as  letites  fehlendes  Glied  liefert;  denn  zu  den  genannten  Annotationen 
von  gleicher  Hand  zählt,  wie  oben  erwähnt,  auch  die  zweite  über  das 
Deeret  vom  1.  December  1633;  mit  dieser  wird  demnach,  wie  schon 
fidber  das  Deeret  vom  16.  Juni ,  nun  auch  das  vom  30.  Juni  auf  die 
l^eiebe  Stufe  gestellt;  es  wird  also  durch  v.  Gebler*s  Aussage  die 
Wabneheinlichkeit  einer  späten  Einschaltung  auch  für  das  Deeret  vom 
U.Joni  nicht  beseitigt,  sondern  erhöht. 

Nach  alledem  ist  mit  der    wesentlichen   Vervollständigung    unserer 
KenntDi^s  des  Vaticanmanuscripts   der  Glaube   an  die  Echtheit  des  Pro- 
tokolls vom  21«  Juni  mehr  und   mehr  unhaltbar   geworden.     Die   bisher 
bekannt    gewordenen    Vertheidigungsversuche    haben    das    Gewicht    der 
Zweifel   nicht    entkräftet;    berechtigte  Einwürfe   treffen   den   auf  Grund 
eines  ungenauen  Berichts,  vermutheten  Modus  der  Fälschung,   nicht  den 
Verdacht  der  Fälschung  selbst.'*'*     Es  kann  deshalb  auch  der  Aussage 
dieies Protokolls  kein  Beweis  dafür  entnommen  werden,  dass  am  21.  Juni 
1633  ein  anderes,  als   das  Originaldecret  vom  16.  Juni  vorhanden    ge- 
vefCD  ist. 

Auf  Grund  der  vorliegenden  Untersuchung  in  Verbindung  mit  den 
früheren  Forschungen  darf  der  gegenwärtige  Stand  der  „Torturfrage" 
folgendennassen  präcisirt  werden: 

Es  ist  den  Enthüllungen  von  Silvestro  Gherardi  mit  voller 
Sicherheit  zu  entnehmen,  dass  am  16.  Juni  1633  vom  Papst  und  von 
der  Congregation  der  Beschluss  gefasst  worden,  Galilei  unter  An- 
drohimg der  Tortur  dem  ., Examen  de  infenlione^*^  zu  unterwerfen  und  ihn, 


•  „Gegenwart",  l.  c,  S.  393. 

**  Yergl.  darüber  Scartazzini  an  den  bereits  citirten  Stellen.    Ich  deute 

hier  nxa  an,  dass  ich  in  dem  Verdacht  einer  Fälschung  auch  des  Datums  des 

Protokolls  mit  Sc.  nicht  übereinstimme.    Die  späte  Vollziehung  des  päpstlichen 

«fchls  vom  16.  Juni  erklärt  sich  zur  Genüge,  wenn  man  beachtet,  dass  der  Papst 

°|6  Abtehwörung  „in  plena  congregatione  S,  Officii"  anordnet;  demgemäes  sollte 

>ie  am  22.  Juni  stattfinden;  denn  die  betreffende  Versammlung  der  Cardinäle  fand 

j^elmäuig  am  Mittwoch  statt-,   der  nächste  Mittwoch  aber  war  der  22.  Juni. 

^^  jJExamen  de  intentionef'  konnte  naturgemäss  der  Verurtheilung  nicht  lange 

^<^usgehen.    Im  Process  des  O'Farrihy  findet  ein  solches  Verhör  unmittelbar 

^Of  der  Verlesung  des  ürtheils  statt.    Wäre  das  die   Regel  in   allen  Fällen ,   wo 

•^  die  Tortur  verzichtet  wird,  so  würde  der  Termin  des  21.  Juni  nicht  —  wie 

•  ^ebler  will  —  gegen,  sondern  für  die  Folterung  beweisen.    Galilei  erschien 

^  Morgen  des  21.  Juni  im  Inquisitionspalast;  es  blieb  also  Zeit  genug,  um  in 

IJ^  (nicht  vorliegenden)  Fall  eines  Geständnisses  auf  der  Folter  das  Geständniss 

Standen  später  im  gewöhnlichen  Sitzungssaal  zu  wiederholen  und  dann  doch 

^^  zu  einer  den  Cardinälen  passenden  Stunde  desselben  Tages  abT^vi^chycürevi. 
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nämlich,  dass  uns  eine  der  wichtigsten  Thatsachen,  auf  welcher  alles 
Nachfolgende  mehr  oder  weniger  beruht,  nicht  sicher  genug  begründet 
erscheint.  Wenn  gleich  §  2  mit  den  Worten  beginnt:  ,,7ede  Grösse  von 
allgemeiner  Beschaffenheit  oder  jeder  Zahlenwerth ,  sei  er  reell  oder  com- 
plex  von  der  Form  a  +  j^t,  welcher  für  x  substituirt  das  Polynom  Ä 
gleich  Null  macht  oder  der  Gleichung  Ä  =  0  Genüge  leistet,  heisst  eine 
Wurzel  der  Gleichung*',  so  ist  doch  hiermit  eine  unbewiesene  Voraus- 
setzung eingeführt;  Kenntniss  der  nicht  ganz  leichten  Beweise,  durch 
welche  man  seit  Gauss  überhaupt  die  Ueberzeugung  von  der  Existenz 
eines  solchen  Wurzelwerthes  sich  verschafft,  durfte  doch  wohl  in  einem 
mit  den  ersten  Elementen  anhebenden  Compendium  kaum  vorausgesetzt 
werden.  Ueberhaupt  hätten  wir  gerade  diesem  §  2  eine  weit  grössere 
Ausdehnung,  vielleicht  bis  auf  das  Dreissig-  oder  Vierzigfache  seines 
jetzigen  Umfanges ,  gewünscht.  Denn  derselbe  enthält  auch  Andeutungen 
über  die  Unmöglichkeit  der  Auflösung  höherer  als  biquadratischer  Gleich- 
ungen, er  spricht  von  dem  durch  Abel  und  Ruffini*  erbrachten  Nach- 
weis dieser  Thatsache,  und  da  hätte  es  sich  doch  wohl  mit  dem  End- 
zweck des  Buches  ganz  gut  vertragen,  wenn  auf  die  bezüglichen  Unter- 
suchungen, etwa  zugleich  durch  Beifügung  eines  Abrisses  der  Substitu- 
tionenlehre, näher  eingegangen  worden  wäre.  —  Der  erste  Abschnitt 
schliesst  mit  den  Kriterien  zur  Erkenntniss  der  reellen  und  complexen, 
positiven  und  negative;i  Wurzeln  einer  Gleichung;  der  zweite  handelt 
„von  den  Transformationen  der  Gleichungen  und  den  symmetrischen 
Functionen  der  Wurzeln'*.  Dieser  Abschnitt  ist  ebenso  inhaltsreich ,  als 
interessant.  Als  einen  besondern  Vorzug  desselben,  wie  auch  des  ganzen 
Buches  muss  es  der  Referent  bezeichnen,  dass  den  Bestrebungen  der 
sogenannten  modernen  Algebra  eine  besonders  erschöpfende  Behandlung 
zu  Theil  und  der  in  den  gewöhnlichen  abstracten  Darstellungen  nicht 
gehörig  hervortretende  Nutzen,  welchen  dieselben  für  das  praktisch- 
algebraische Fundamentalproblem  gewähren,  gebührend  ins  Licht  gesetzt 
wurde.  Nur  hätten  wir  die  Anordnung  des  freilich  fast  erdrückenden 
Stoffes  ein  wenig  anders  gewünscht,  denn  jedenfalls  ist  es  als  ein  for- 
maler Nachtheil  zu  bezeichnen,  dass  schon  auf  S.  43  flgg.  ziemlich  viel 
mit  Determinanten  gerechnet  werden  muss,  während  die  Definition  dieses 
Begriffes  erst  S.  100  nachfolgt.  Als  eine  wesentliche  Bereicherung  des 
auch  in  unseren  besten  Lehrbüchern  enthaltenen  Materials  glauben  wir 
die  Aufzählung  und  Beschreibung  derjenigen  älteren  Verfahrungsweisen 
notircn  zu  sollen,  welche  sich  mit  der  Bestimmung  des  Grades  einer  Eli- 


*  Die  betreffende  Angabe  ist  nicht  ganz  richtig;  Ruffini  hat  die  Unmög- 
lichkeit, durch  geschlossene  Irrationalitäten  eine  allgemeine  algebraische  Gleichung 
aufzulösen,  allerdings  erkannt  und  zu  erweisen  versucht,  sein  Beweis  ist  aber  nicht 
Mit  genügend  erachtet  worden. 
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minatioDsresaUante  noch  ohne  Zuhilfenahme  der  Deierminantenrechnung 
beschäftigen ;  nnr  hätte  dabei  nicht  die  jene  älteren  Versuche  so  zu  sagen 
abschliessende  Abhandlung  von  Min  ding  unerwähnt  bleiben  sollen.  Der 
dritte  Abschnitt  beginnt  mit  den  reciproken  Gleichungen,  geht  hierauf 
zu  der  Form  rc"  — a  =  0  über,  erörtert  eingehend  die  für  die  Ereistheilnng 
wichtigen  algebraischen  Fragen,  behandelt  die  Sätze  von  Mo i vre  und 
Cot  es,  die  graphische  Darstellung  des  Imaginären.  Eine  in  dieser  Form 
wenigstens  pädagogisch  neue  Partie  ist  die  den  irreductiblen  Gleichungen 
schlechtweg  gewidmete;  diese  erscheinen  allgemein  unter  dem  Bilde 

"  -li  0  ;7r"""+2i  1  J7«-"-'--=''- 

Es  folgen  die  Gleichungen  mit  gleichen  Wurzeln  und  diejenigen,  zwi- 
schen deren  Wurzel werthen  gewisse  Beziehungen  bestehen ;  bei  letzteren 
tritt  besonders  die  für  die  folgenden  speciellen  Methoden  wichtige  Redu- 
cente  hervor. 

Um  den  Kernpunkt  der  beiden  folgenden  Abschnitte  zu  verstehen, 
bedarf  es  der  Kenntniss  einer  durchgreifenden  Unterscheidung,  welche 
zwischen  den  sämmtlichen  Auflösungsmethoden  der  den  vier  ersten  Gra- 
den zugehörigen  Gleichungen  zu  machen  der  Verfasser  für  erforderlich  hält. 
Bei  den  Substitutionsmethoden,  über  welche  schon  eine  ältere,  ihres  fesseln- 
den Inhalts  halber  bald  vergriffene  Brochure  des  Autors  sich  verbreitete, 
wird  irgend  eine  algebraische  Function  beliebig  vieler  Argumente  —  unter 
denen  natürlich  die  ursprüngliche  Unbekannte  x  mit  enthalten  sein  muss  — 
in  die  gegebene  Function  /(x)  =  0  eingeführt,  um  so  einerseits  die  Bil- 
dung der  Resolventen  /(y)  =  /{z)  =  ...  =  0,  als  auch  andererseits  die  Auf- 
lösung der  reducirten ,  von  f^x)  =  0  noch  übrig  gebliebenen  Gleichung 
durch  einfachere  Operationen  zu  ermöglichen.  Die  andere  Classe,  die- 
jenige der  Combinatiousmethoden ,  fordert  die  Ersetzung  gewisser  Com- 
binationen  (nach  Vandermonde  „Typen'*)  der  Wurzeln  durch  eine  oder 
mehrere  neue  Hauptgrössen ,  für  welche  ebenfalls  aus  den  Coefficienten 
der  vorgelegten  Gleichung  die  noth wendige  Anzahl  von  Bedingungsgleich- 
ungen gebildet  werden  kann.  Jede  dieser  beiden  Kategorien  erfüllt  mit 
der  grossen  Menge  der  ihr  einzuordnenden  Detailmethoden  einen  eigenen 
Abschnitt. 

Es  würde  ein  vergebliches  Beginnen  sein,  Demjenigen,  der  Mat- 
thiessen's  Buch  nicht  selber  vor  Augen  hat,  eine  auch  nur  oberfläch- 
liche Vorstellung  von  der  Fülle  interessanter  Specialitäten  verschaffen  zu 
wollen,  welche  man  in  diesen  beiden  Capiteln  vereinigt  antrifft.  Ob  man 
mit  untrüglicher  Bestimmtheit  versichern  dürfe,  dass  keine  einzige  von 
irgend  einem  Schriftsteller  zu  irgend  einer  Zeit  ansgedacbte  Lösung  der 
allgemeinen  quadratischen ,  kubischeii  nnd  b*'  Gleichung  hier 

übersehen   worden  sei,   das  ist  firef  su 

entscheiden;   Referent,  der  fiieli 
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schreiben  wagt,  vermöchte  wenigstens  keine  Lücke  aufzuzeigen.  Unter 
dem  geschichtlichen  sowohl,  wie  unter  dem  theoretischen  Gesichtspunkte 
ist  es  dankenswerth  gewesen,  so  manches  ältere,  aber  in  seiner  Art  geist- 
reiche und  oft  zu  den  allermodcrnsten  Studien  überraschende  Beziehungs« 
punkte  bietende  Verfahren  der  Vergessenheit  zu  entreissen ;  wir  erinnern 
in  dieser  Hinsicht  nur  an  die  verschiedenen  Methoden  des  wackem 
Hudbe.  Die  stete  Berücksichtigung  der  Invariantentheorie,  durch  welche 
uns  Wesen  und  Inhalt  der  von  den  Engländern  beliebten,  in  Deutsch- 
land abcfr  nicht  mit  besonderer  Sympathie  aufgenommenen  Bezeichnungs- 
weise bedeutend  näher  gerückt  wird,  dürfte  auch  für  solche  Leser  Werth 
haben,  welche  das  Matthi essen' sehe  Werk  als  ein  in  erster  Linie  ele- 
mentares sonst  vielleicht  nicht  zur  Hand  genommen  hätten.  Gerade  das 
ist  eben  ein  Hauptvorzug  dieser  Zusammenstellung,  /dass  die  einzelnen 
Thatsachen  nicht  allein  unvermittelt  reproducirt,  sondern,  soviel  möglich, 
auf  ihren  inneren  Zusammenhang  geprüft  werden.  Beiläufig  bemerken 
wir  zu  S.  635,  dass  die  zwischen  einem  von  Heilermann  im  Trierer 
Programm  von  1855  aufgestellten  Gleichungssysteme  und  der  sogenann- 
ten Aron hold 'sehen  Deltafunction  bestehende  Relation  nicht  allein  hier 
ganz  correct  angegeben,  sondern  sogar  eine  so  enge  ist,  dass  mit  Rück- 
sicht auf  den  Publicationstermin  mit  mehr  Berechtigung  von  einer  Hei- 
lermann* sehen,  als  von  einer  Aronhold' sehen  Determinante  ge- 
sprochen werden  würde.  Um  die  Grösse  des  im  fünften  Abschnitte  be- 
wältigten Materials  einigermassen  sich  zu  veranschaulichen,  sei  erwähnt, 
dass  ftir  die  Gleichungen  vom  zweiten,  dritten  und  vierten  Grade  be- 
ziehungsweise 8,  22  und  54  Formen  von  Wurzeltypen  aufgeführt  und 
discutirt  werden.  Als  ein  in  mehrfacher  Weise  bemerkenswerthes  Exer- 
citium  in  der  Determinantentlieorie  machen  wir  §  331  namhaft,  die  „Ab- 
leitung der  Formeln  von  Aronhold  mittelst  symmetrischer  Functionen 
der  Wurzeln**. 

Der  sechste  Abschnitt  behandelt  die  Anwendung  der  Goniometrie 
auf  algebraische  l'roblome,  der  siebente  die  verschiedenen,  in  der  Ge- 
schichte der  Mathematik  zu  einiger  Bedeutung  gelangten  graphischen  Auf- 
lösungen der  Gleichungen;  in  dem  geschichtlichen  Schlussabschnitte  end- 
lich stossen  wir  auf  eine  „Gesammtliteratur  der  Algebra  der  Gleichungen** 
(dieser  Titel  kommt  uns  etwas  tautologisch  vor).  Letztere  bildet  ein 
Unternehmen,  welches  eben  nur  ein  Mann  von  so  ausgebreiteter,  ja 
fabelhafter  Belesenheit,  wie  der  Verfasser,  wagen  und  zu  einem  glück- 
lichen Ende  führen  konnte. 

Ein  in  der  mathematischen  Literatur  so  eigenartig  dastehendes  Werk, 
wie  dasjenige,  von  dessen  hauptsächlichsten  Eigenthümlichkeiten  wir  eine 
Skizze  zu  entwerfen  bestrebt  waren,  wird  je  nach  den  Gesichtspunkten 
nnd  nach  den  Erwartungen,  unter  denen  man  an  dasselbe  herantritt, 
stets  eine  verschiedene  Beurtheilung  finden ;  der  Eintheilungsmodus,  wel- 
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eher  bei  einer  so  gewaltigen ,  im  besten  Sinne  compilatorischen  Leistung 
immer  besonders  ins  Gewicht  fallen  muss,  wird  niemals  auf  allgemeine 
Billigung  rechnen  dürfen.  Wohl  aber  wird  Jeder,  der  auch  nur  einiger- 
massen  die  einem  so  umfassenden  Entwürfe  sich  entgegenstellenden 
Schwierigkeiten  zu  würdigen  weiss,  mit  dem  Unterzeichneten  in  dem 
Urtheil  Übereinstimmen,  dass  der  Verfasser  das  Mögliche  geleistet  hat. 
Sein  historischer  Sinn  und  die  ihn  durchdringende  Ueberzeugung,  dass 
ein  tieferer  Einblick  in  das  Werden  einer  wissenschaftlichen  Theorie  nur 
im  engsten  Anschlüsse  an  die  geschichtliche  Entwickelung  des  betreffen- 
den Gegenstandes  gewonnen  werden  könne,  haben  ihn  veranlasst,  dem 
historischen  Elemente  allüberall  einen  stattlichen  Platz  in  seinem  Buche 
einzuräumen,  so  dass  letzteres  mit  allem  Fuge  auch  als  ein  literar- 
geschichtliches  Repertorium  für  fast  das  ganze  Gebiet  der  Algebra  be- 
zeichnet werden  kann.  Referent  hatte  schon  bei  einer  früheren  Ver- 
anlassung, als  erMatthiessen's  „Schlüssel  zur  Aufgabensammlung  von 
Heis*^  im  7.  Bande  der  „Zeitschr.  f.  mathem.  u.  naturwissenschaftl.  Unter- 
richt** besprach,  zu  bemerken,  dass  derselbe  für  das  Gros  der  Leser  eine 
ganze  Bibliothek  ersetze;  er  kann  dies  sein  damaliges  Urtheil  für  das 
vorstehend  besprochene  Werk  nur  wiederholen  und  empfiehlt  es  aus  die- 
sem Grunde  besonders  dem  Studirenden,  für  welchen  ein  steter  Recurs 
auf  die  Quellen  sich  durch  die  Umstände  verbietet. 

Ansbach.  Dr.  S.  GilNTUER. 


Theorie  der  algebraischen  Gleichungen.  Von  Dr.  Jul.  Petersen,  Do- 
cent  an  der  polytechnischen  Schule  zu  Kopenhagen.  Kopenhagen, 
bei  Andr.  Fred.  Hest  &  Sohn.     1878.     XII,  335  S. 

Das  Vorwort  beginnt  mit  der  Erklärung,  das  Buch  verdanke  seine 
Entstehung  den  Vorlesungen,  welche  der  Verfasser  an  der  polytechni- 
schen Schule  in  Kopenhagen  über  die  Theorie  der  Gleichungen  gehalten 
habe.  Durch  Hinzufügung  einiger  erweiternder  Zusätze  habe  er  alsdann 
versucht,  das  Buch  als  einleitendes  Studium  für  solche  Studirende  brauch- 
bar zu  machen,  welche  tiefer  in  die  Wissenschaft  der  Algebra  einzu- 
dringen  wünschen. 

Nach  dieser  ausgesprochenen  Absicht  ist  das  Buch  zu  beurtheilen, 
und  wir  nehmen  keinen  Augenblick  Anstand,  unsererseits  zu  bestätigen, 
dass  Herr  Petersen  in  seinem  Versuche  durchaus  glücklich  war.  Ein 
Lehrbuch,  genügend,  jedes  anderweitige  Studium  der  eigentlichen  Quel- 
lenschriften zu  ersetzen  und  bis  zu  einem  gewissen  Grade  entbehrlich  zu 
machen ,  wollte  der  Verfasser  nicht  schreiben  und  hat  er  nicht  geschrie- 
ben. Wohl  aber  hat  er  in  seinem  Buche  geboten,  was  auch  allein  eine 
gute  Vorleaung  Über  einen  so  ausgedehnten  Ge^eüftlaud  ^  "«v^  ^v^^V^vcv^ 
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der  algebraischen  GleichuDgen  es  ist,  bieten  kann:  eine  Orientirnng  über 
das  ganze  Gebiet,  ein  Andeuten  der  Hauptstrassen ,  die  dasselbe  durch- 
kreuzen und  die  Verbindung  zwischen  entlegenen  Punkten  herstellen, 
ein  Verweilen  bei  einzelnen  praktisch  oder  theoretisch  besonders  merk- 
würdigen Methoden.  Nur  Eines  haben  wir  in  dem  Buche  vermisst,  was 
aber  in  einer  yoraussichtlich  nicht  ausbleibenden  zweiten  Auflage  mit 
leichter  Mühe  ergänzt  werden  kann.  Der  Leser  erfährt,  wer  die  Ent- 
decker der  wichtigsten  Sätze  sind.  Wir  haben  nicht  nöthig,  erst  noch 
zu  sagen,  wie  sehr  wir  diese  pietätsvolle  Namensnennung  der  entgegen- 
gesetzten Art  vorziehen,  die  wir  fast  lieber  Unart  nennen  möchten  und 
die  überall  in  Ungewissheit  lässt,  ob  Altes,  ob  durchaus  Neues  vorgetra- 
gen werde.  Der  Verfasser  verwahrt  sich  ferner  im  Vorwort  dagegen, 
stets  auf  den  herkömmlichen  Bahnen  geblieben  zu  sein.  Wo  Namen 
angeführt  sind,  seien  diese  deshalb  oft  nur  so  zu  verstehen,  dass  die 
Entwickelung  auf  einer  Idee  aufgebaut  sei,  ähnlich  derjenigen,  welche 
der  Entwickelung  des  genannten  Autors  zu  Grunde  liege.  Auch  dagegen 
ist  sicherlich  Nichts  zu  erinnern.  Wer  die  Ergebnisse  verschiedener 
Forscher,  die  jeder  von  einem  andern  Gedanken  den  Ausgangspunkt 
nahmen,  vereinigen  will,  muss  mit  einer  gewissen  Freiheit  schalten  kön- 
nen, wenn  ein  Einheitliches  entstehen  und  es  nicht  bei  einem  bunten 
Sammelsurium  bleiben  soll.  Aber  um  so  dringender  ist  die  Nothwendig- 
keit,  den  Leser  in  den  Stand  zu  setzen,  in  den  Schriften  der  Entdecker 
selbst  die  Wege  kennen  zu  lernen,  auf  welchen  diese  zum  Ziele  gelang- 
ten. Ueberall,  wo  ein  Name  genannt  ist,  sollte  deshalb  auch  das  Citat 
nicht  fehlen,  in  welchem  Werke  oder  in  welcher  Abhandlung  der  betref- 
fende Satz  oder  die  betreffende  Methode  zuerst  erschien,  und  dass  dieses 
mit  strenger  Folgerichtigkeit  überall  fehlt,  scheint  uns  eine  absichtliche, 
aber  darum  keineswegs  zu  rechtfertigende  Lücke. 

Um  unseren  Lesern  übrigens  eine  Andeutung  davon  zu  geben, 
welchen  Stoff  Herr  Petersen  auf  21  Druckbogen  zusammenzudrängen 
wusste,  geben  wir  eine  flüchtige  Inhaltsangabe.  In  vier  Abschnitten 
handelt  der  Verfasser  über  Gleichungen  im  Allgemeinen ,  über  die  alge- 
braische Auflösung  der  Gleichungen ,  über  die  numerische  Auflösung  der 
Gleichungen  und  über  Substitutionen.  Jeder  dieser  Abschnitte  ist  fast  von 
genau  gleicher  .Länge,  ein  Beweis,  wie  gründlich  der  Verfasser  seinen 
Stoff  beherrscht  und  wie  er  es  sich  angelegen  sein  Hess,  die  Gleichberech- 
tigung dieser  Abschnitte  auch  äusserlich  hervortreten  zu  lassen. 

Im  ersten  Abschnitte  ist  von  den  allgemeinen  Eigenschaften  der 
algebraischen  Gleichungen,  von  den  Beziehungen  zwischen  W^urzeln  und 
Coefficienten ,  von  dem  Eliminationsproblem  und  von  Transformationen 
der  Gleichungen  die  Rede.  Vielleicht  sollte  hier  —  etwa  in  dem  Eli- 
minationscapitel  —  auch  von  dem  Rationalmachen  der  Gleichungen  ge- 
bsuideh  werden. 
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Im  sweiten  Abschnitte  läset  der  Verfasser  auf  kubische  nnd  biqna- 
Antische  Gleichangen  die  binomische  Gleichung  folgen.  Er  erörtert 
«rfum  die  Unmöglichkeit  der  algebraischen  Auflösung  der  Gleichung 
Ihften  Grades,  wobei  ein  Hinweis  auf  moderne  Lösungen  mittelst  trans- 
cndflDter  Functionen  wünschenswerth  gewesen  wäre,  und  kommt  dann 
nf  jene  Untersuchungen,  die  d^r  Zahlentheorie  und  der  Theorie  der 
OfeichuDgen  gemeinschaftlich  angehören,  und  die  wir  ip  Deutschland 
Lehre' von  der  Kreistheilung  zu  nennen  pflt^gen. 

Im  dritten  Abschnitte  ist  die  Absonderung,  wie  die  Berechnung  der 
Wuieln  in  numerischen  Gleichungen  gelehrt  und  dabei  gelegentlich  auch 
fie  Aufgabe  der  Interpolation  ins  Auge  gefasst. 

Der  vierte  Abschnitt  von  den  Substitutionen  endlich  bezeichnet  seinen 

Iikilt  genügend  durch   diese  allgemeine  Ueberschrift.     Der  Tratte  des 

nbttituiions  von  Jordan  ist  hier  an  vielen  Stellen  zu  Grunde  gelegt, 

wie  imUebrigen  der  Verfasser,   was  er  auch  im  Vorwort  selbst  angiebt, 

Bekfach    an    der  Darstellung    in    dem    klassischen    Cours    d'nlgihre 

f^perieure  von  J.  A.  Serret  sich  ein  Muster  nahm. 

Cantor. 


Ihiieiite  der  Theorie  der  Determinanten,  mit  vielen  Uebungsaufgaben 
von  Dr.  P.  Mansion,  Professor  an  der  Universität  zu  Gent.  Leip- 
sig  1878,  bei  B.  G.  Teubner.     VI,  49  S. 

Die  Elimenis  de  la  theorie  des  determinanls  von  Mansion  sind  1875 
^  französischer  Sprache  erschienen  und  haben  im  XXI.  Bande  dieser 
Zeitschrift,  bistor.-literar.  Abth.  S.  166— 167,  von  dem  Verfasser  eines 
Lehrbaches  der  Determinanten,  welches  selbst  nach  kurzer  Zeit  eine 
iweite  Auflage  nöthig  machte  und  damit  für  seine  günstige  Aufnahme 
Zengniss  ablegte,  das  unumschränkteste  Lob  erhalten.  Herr  Günther 
>ch1oM  damals  seine  Besprechung  mit  dem  Wunsche,  Mansion's  kleine 
^brift  auf  deutschen  Boden  verpflanzt  zu  sehen.  Diesem  Wunsche  ver- 
dankt die  uns  heute  vorliegende  Bearbeitung  ihr  Dasein.  Die  Ueber- 
'etiQQg  rührt  von  Dr.  Hörn  in  München  her,  während  Prof.  Günther 
^ine  genaue  Revision  des  Manuscriptes  und  des  Druckes  vornahm,  wie 
^    in  einer  der  deutschen   Ausgabe  vorausgeschickten   kurzen   Vorrede 

*'^^  Oantob. 


'"A  Zagelsohnitte,    behandelt   für  die  Repetition  in  der  Gymnasialprima 

▼on   Dr.  Max  Simon,    Oberlehrer   am   kaiserl.  Ljceum   in  Strass- 

1.  Abthlg. :  Die  Parabel.    Berlin,  S.  Calvary  &  Comp.    55  S. 

^  Schrift  definirt  die  Parabel  als  den  Ort  des  Punk- 
'*'— *-»n  Punkte  und  einer  festen  Geraden  ^levcU- 
XXIV,  1.  ^ 
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weit  entfernt  ist,  and  leitet  (§§  1  —  4)  aus  dieser  Definition  die  bekann- 
teren Eigenschaften  in  einfacher,  zweckentsprechender  Weise  ab.  Um 
die  Eigenschaften  der  paraHelen  Sehnen  (§  5)t  der  conjugirten  Sehnen 
(§§  6 — '^)  ^n<^i  soviel  bekannt,  zam  ersten  Male  in  elementarer  Weise 
die  harmonischen  Eigenschaften  (§§  10  — 11)  abzuleiten,  projicirt  der 
Verfasser  die  Parabel  auf  die  Leitlinie  und  folgert  aus  der  Geometrie  der 
Geraden  diejenige  der  Parabel.  Die  §§  8  und  9  enthalten  einige  Brenn- 
punktseigenschaften. 

Als  erwünschte  Zugabe,  „um  von  den  ewigen  Dreiecksconstructionen 
Abwechselung  und  Erholung  zu  bieten*^  ist  eine  Sammlung  von  ungefähr 
140  Aufgaben  beigefügt,  die  nach  den  Paragraphen  des  Textes  geord- 
net sind. 

Dass  die  Parabel  ein  Kegelschnitt  ist,  wird  in  §  11  nachgewiesen, 
leider  durch  die  Gleichung  der  Parabel  und  nicht  durch  constructive 
ZurÜckführung  auf  die  Definition. 

Als  Uebungsbuch  zu  Wiederholungen  erfüllt  das  Werkchen  seinen 
Zweck.  Mit  der  angewendeten  Methode  ist  das  Mögliche  erreicht.  An 
ihr  liegt  die  Schuld,  dass  die  Herleitung  des  PascaT sehen  Satzes  nicht 
gelungen  ist.  Ohne  diesen  ist  aber  jede  Bearbeitung  der  Kegelschnitte 
unvollkommen,  denn  er  erst  gewährt  ausser  einem  reichen  Uebungs- 
material  durch  seine  innigen  Beziehungen  zur  projecti vischen  Geometrie 
einen  Fernblick  in  die  Welt  der  räumlichen  Gebilde,  unendlich  wie  der 
Raum  selbst.  Zum  Theil  wird  dieser  Mangel  durch  den  Beweis  gehoben, 
dass  die  Parabel  sich  in  einen  Kreis  polarisiren  lässt.  An  anderer  Stelle 
wird  Referent  nachweisen,  dass  die  Polareigenschaften  und  der  Satz  von 
Pascal  sich  ungezwungen,  ohne  alle  Rechnung,  in  elementarer  Weise 
für  alle  Kegelschnitte  aus  jeder  der  bekannten  Erzeugungsarten  derselben 
ableiten  lassen. 

In  jedem  Falle  ist  der  Versuch ,  die  Kegelschnitte  in  das  Gymnasium 
einzuführen,  freudig  zu  begrüssen  und  als  gelungen  zu  bezeichnen. 

Für  gute  Ausstattung  hat  die  Verlagshandlung  in  anerkennenswer- 
ther  Weise  gesorgt.  Milinowski. 


Kant  und  Helmholtz  über  den  Ursprung  und  die  Bedeutung  der  Eaum- 
ansohauung  und  der  geometrischen  Axiome.  Von  A.  Krause. 
Lahr,  M.  Schauenburg.     1878.     94  S. 

In  dieser  Schrift  soll,  Helmholtz  gegenüber  und  überall  gestützt 
auf  Kant,  die  Unerschütterlichkeit  der  geometrischen  Axiome,  ja  die 
Unmöglichkeit,  sie  auch  selbst  nur  in  der  Einbildungskraft  zu  verändern, 
nachgewiesen  werden.  Verfolgen  wir,  wie  weit  dem  Verfasser  die  ihm 
,,fast  zu  leicht^*  dünkende  Arbeit,  Kant  in  allen  Stücken  seiner  Philo- 
ßopbie  zu  vertbeidigen ,  gelungen  ist. 
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Der  Verfasser  will  hauptsächlich  die  Streitfrage  zwischen  Kant  und 
Helmholtz  schärfer,  als  bisher  geschehen,  hinstellen.  Es  handelt  sich 
nach  ihm  um  die  Unveränderlichkeit  oder  Veränderlichkeit  der 
geometrischen  Axiome,  also  um  die  Frage  nach  deren  Unabhängigkeit 
von  Erfahrung  und  Einbildungskraft.  Indem  Kant  diese  Frage  bejahe, 
Helmholtz  sie  verneine,  stehen  die  Beiden  in  dem  ganzen  Fundament 
der  Erkenntnisstheorie  sich  so  gegenüber,  dass  keinerlei  Vermittelung 
denkbar  sei;  eine  der  beiden  Theorien  müsse  fallen.  Da  will  der  Ver- 
fasser denn  nachweisen,  dass  H.  seine  Lehre  nur  durch  formal  -  logische 
und  transcendental  -  logische  Fehler,  sowie  durch  Vernachlässigung  von 
Thatsachen  der  Erfahrung  gewonnen  habe.  Wir  haben  also  zuzusehen, 
wie  diese  Einwürfe  gegen  H.  und  wie  femer  die  Ansicht  von  der  abso- 
luten Unverträglichkeit  der  beiderseitigen  Lehren  begründet  sind. 

Der  Verfasser  lasst  K.  und  H.  eine  Reihe  von  erkenntnisstheoreti- 
schen und  psychologischen  Fragen  gegensätzlich  beantworten.  Bei  der 
Beantwortung  der  ersten  Fragen  wird  wesentlich  nur  das  behauptet,  dass 
H.  mit  seiner  Theorie  der  „Localzeichen"  gegen  das  Kant' sehe  aprio- 
ristische  raumsetzende  Vermögen  Verstösse  und  dass  er  auch  zu  Lotze 
dabei  im  vollem  Gegensatze  sei.  Es  ist  zu  constatiren,  dass  die  sämmt- 
lichen  Stellen  in  H.'s  physiologischer  Optik  und  seinen  populären  Vorträ- 
gen, welche  die  Nichtexistenz  dieses  Gegensatzes,  sowie  das  Fernhalten 
H.*8  von  der  Frage  der  Apriorität  jenes  Vermögens  beweisen,  hier  ein- 
fach mit  Stillschweigen  übergangen  sind.  Eine  Entstellung  der 
H.'schen  Lehre  wird  es,  wenn  man  diese  aussagen  lässt,  dass  Qualitäts- 
unterschiede in  der  Reizung  an  sich  schon  Raum  bedeuten  oder  selbst 
etwas  Räumliches  sind,  und  von  einem  Meter  Empfindung  (S.  18)  redet. 
Die  thatsächlichen ,  aus  der  Physiologie  geschöpften  Beweise  aber,  wie 
der  an  das  stereoskopische  Sehen  geknüpfte,  mögen  allenfalls  für  dieses 
aprioristische  Vermögen  sprechen,  und  dann  richten  sie  sich. nicht  gegen 
H. ;  aber  wie  können  sie  zeigen  (wie  es  S.  29  will),  dass  die  Eigen- 
thümlichkeiten  der  Ranmanschauung  lediglich  auf  eigene  Gesetze  gegrün- 
det sind?  ganz  abgesehen  von  der  Fraglichkeit  der  angeblichen  That- 
sachen,  wie  der  auf  S.  23,  Z.  10  v.  u.  erwähnten.  Und  ganz  ebenso 
verhält  es  sich  mit  den  transcendental- logischen  Einwürfen,  die  höch- 
stens auch  nur  zeigen  können,  dass  die  blosse  Association  von  Erfahr- 
ungen, die  Sinnlichkeit  allein,  noch  nicht  genügt,  um  unsere  Anschau- 
ungen zusammenzusetzen. 

Bei  der  6.  und  7.  Frage  —  ob  veränderte  Axiome  denkbar  sind  und 
welches  der  Grad  der  Sicherheit  der  Euklidischen  —  tritt  der  Verfasser 
vom  physiologischen  in  das  mathematische  Gebiet,  und  auch  hier  scheint 
mir  die  Auffassung  von  H.'s  Ansichten  missverständlich  zu  sein.  H.  ver- 
sinnlicht  seine  Theorie  '  '  '^  von  der  Körperwelt  eine 
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Krümmang ,  zu  denen  auch  unsere  Organe  passen,  betrachtet.  Krause 
beachtet  nun  gar  nicht,  dass  es  sich  bei  diesen  Flächen  ausschliesslich 
um  ein  Bild  handelt  (H.,  Pop.  Vortr.  III,  S.  38,  Z.  1).  Der  Gedanke 
von  H.  ist  der:  Wir,  mit  unserer  dreidimensionalen  Anschauung  des 
Baumes,  haben  ein  Ertimmungsmass  desselben  gar  nicht  in  unserer 
Vorstellung;  wir  schreiben  dem  Räume  ebenso  wenig  ein  Krümmungs- 
mass  0»  als  ein  positives  oder  negatives  zu.  Die  Frage  nach  der 
Giltigkeit  einer  dieser  drei  Möglichkeiten  ist  logisch  eingeführt;  um 
sie  aus  unseren  Vorstellungen  heraus  eindeutig  zu  beantworten,  wäre  es 
nöthig,  dass  unsere  Anschauung  vom  Unendlichen  eine  völlig  eindeutige 
und  klare  ist,  insbesondere  darüber,  ob  man  durch  einen  gegebenen 
Punkt  zu  einer  gegebenen  Geraden  eine,  zwei  oder  keine  Parallelen 
ziehen  kann?  Dies  ist  nicht  der  Fall,  auch  ist  nicht  einmal  eine  einzige 
Aussage  darüber  nöthig,  um  die  Erscheinungen  zuordnen;  vielmehr'ist 
keine  wesentliche  Schwierigkeit  vorhanden,  dieselben  Erscheinungen, 
sogar  mit  denselben  Organen  aufgefasst,  unter  etwas  von  einander  ver- 
schiedene Gesetze  der  Anschauung  zu  fassen. 

Die  von  H.  ixt  der  oben  bezeichneten  Illustration  dieser  Ansicht  ein- 
geführte Veränderung  der  Organe  dient  also  nur  dazu,  um  die  Abänder- 
barkeit,  der  man  die  gewohnten  Eigenthümlichkeiten  unserer  Raumvor- 
stellung unterwerfen  kann,  noch  verständlicher  zu  machen. 

Es  tritt  hier  die  Hauptfrage  hervor,  welche  man  an  die  absoluten 
Anhänger  Kant's  zu  stellen  hat:  Ist  in  der  "Tliat  der  Inhalt  un- 
serer Vorstellungen  in  Bezug  auf  das  Verhalten  der  Geraden 
im  Unendlichen  fest,  klar  und  eindeutig  gegeben?  Denn  alle 
Deductionen  —  formal-  oder  trauscendental- logischer  Art — ,  welche  auf 
den  Begriff  oder  auch  auf  die  anschauliche  Vorstellung  ,, Richtung**  basirt 
sind,  zerfallen  vor  der  Thatsache,  dass  eine  Geometrie  existirt,  welche 
unsem  Raum  mit  allen  seinen  Vorstellungen  in  Bezug  auf's  Endliche 
zum  Gegenstande  hat,  welche  die  gerade  Linie  gerade  und  Ebene  Ebene 
sein  lässt  und  welche  trotzdem  unserm  Räume  ein  coustantes,  von  0  ver- 
schiedenes Krümmungsmass  zuschreibt  Die  Beantwortung  dieser  Frage 
kann  also  nicht  aus  dem  Kan tischen  System  selbst  genommen  werden; 
erst  wenn  sie  bejaht  ist,  kann  von  einer  Gegenüberstellung  dieses  Systems 
gegen  die  He Imholtz 'sehen  Ansichten  die  Rede  sein.  Andernfalls  aber 
herrscht  kein  unversöhnlicher  Gegensatz  zwischen  H.  und  K. 

Von  den  Evideuzbeweisen  der  Axiome  Euklid's,  die  Krause  zu 
liefern  versucht,  setzt  der  eine  solche  eindeutigen  Raumbegriffe,  wie 
Richtung,  voraus,  und  leidet  also  an  dem  genannten  Fehler.  Er  bildet, 
indem  er  diese  Begriffe  den  Kant' sehen,  von  Krause  erweiterten  Kate- 
gorien unterordnet,  eine  Ausführung  von  Ideen,  die  Kant  nur  einzeln 
hingeworfen  hat,  und  soweit  den  werthvollsten  Theil  der  Schrift.  Der- 
geJbe  Begriff  von  Richtung  verleitet  den  Verfasser  auch,  H.  einen  logischen 


Beeensionen.  37 

m 
i 

Fehler  vorzuwerfen  (S.  50);  der  Fehler  liegt  aber  in  dem  nnbegründeten 
Satze  des  Verfassers  (S.  52),  dass  alle  in  sich  zurückkehrenden  Linien 
mehr  als  eine  Richtung  haben,  wobei  zwei  verschiedene  anschauliche 
Vorstellungen  willkürlich  mit  einander  vermengt  sind. 

Was  die  Übrigen  Evidenzbeweise  betrifft,  so  ist  mir  die  Evidenz  des 
Gegentheils  seiner  Behauptungen  mindestens  ebenso  deutlich;  z.  B.  scheint 
mir,  dass  ich  bei  den  Congruenzsätzen  an  einen  beweglichen  Massstab 
denke,  wenn  ich  zwei  an  verschiedene  Stellen  des  Raumes  gesetzte 
Strecken  in  Bezug  auf  ihre  Länge  mit  einander  vergleiche  (S.  62).  Wel- 
cher Mathematiker  aus  der  algebraischen  Formel  allein  die  Gesetze  der 
Raumanschauung  und  der  Geometrie  hat  ableiten  wollen  (S.  64flgg.)i  ist 
mir  unbekannt  geblieben;  gegen  wen  geht  also  die  Untersuchung,  auf 
welchen  Begriffen  und  Functionen  die  nur  als  logisches  Instrument  die- 
nende Algebra  beruht? 

Es  bleibt  mithin  nach  diesen  Evidenzbeweisen  die  obige  Vorfrage 
für  das  Kant' sehe  System  unverändert  bestehen.  In  der  That  wird  es 
keine  ebenso  „leichte  Arbeit**  sein,  diese  Lücke  auszufüllen,  als  nur 
den  Nachweis  zu  führen,  dass  das  System  keinen  inneren  Widerspruch 
enthalte. 

Erlangen,  September  1878.  M.  NoETaen. 
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Zar  Terminologie  der  griechischen  Mathematiker. 

Von 

Fr.  Hultöch. 


Henri  Martin  hat  sich  durch  seine  Ausgabe  der  Astronomie  Theon's 
von  8myrna  nicht  nur  um  die  Texteskritik  der  alten  Mathematiker  ein 
bleibendes  Verdienst  erworben,  sondern  auch  in  vielen  mehr  neben  säch- 
lichen Fragen  ein  gewichtiges  Wort  gesprochen.  Wie  schon  oft  früher, 
so  hatte  der  Unterzeichnete  vor  Kurzem  wieder  Gelegenheit,  dies  an- 
zuerkennen, als  er  die  beiden  letzten  Tafeln  von  Martinas  Ausgabe, 
welche  handschriftliche  Facsimiles  enthalten,  näherer  Untersuchung  unter- 
zog. Wenn  man  bedenkt,  wie  wenig  brauchbar  das  ist,  was  Montn 
faucoh  von  mathematischen  Compendien  anführt,  und  weiter  in  Betracht 
zieht,  dass  die  neueren  paläographischen  Werke  keinen  Aulass  hatten, 
die  Wortabkürzungen  und  tachygraphischen  Zeichen  der  mathematischen 
Texte  zu  berücksichtigen,  so  muss  die  Tafel  B  bei  Martin,  welche  aus 
einem  reichen  Stoffe,  wenn  auch  nicht  alles,  so  doch  manches  Brauch- 
bare bringt,  einen  um  so  höheren  Werth  erhalten.  Gerade  deshalb  aber 
will  der  Unterzeichnete  nicht  unterlassen,  seine  abweichende  Ansicht  über 
eines  der  dort  aufgeführten  Zeichen  vorzutragen,  damit  nicht  die  vo^fzüg- 
liche  Autorität,  welche  der  Martin^schen  Arbeit  im  Uebrigen  zuzuspre- 
chen ist,  durch  den  einen  zweifelhaften  und  vielleicht  einem  spätem 
Missbrauch  ausgesetzten  Punkt  geschwächt  werde. 

Das  kurze  Fragment  des  Seren us  (S.  340  der  Ausg.  von  Martin) 
beginnt  mit  den  Worten :  yyEav  tivkIov  inl  rrjg  inKpavtlag  Xrigf&j  t* 
atjfAElov'^j  und  es  wird  dann  weiter  ein  Satz  der  elementaren  Geometrie 
citirt,  welcher  eine  Ergänzung  zu  Euklid's  Elementen  (3,  27)  bildet.  Wie 
nämlich  dort  die  Centriwinkel,  welche  auf  gleichen  Kreisbogen  stehen, 
als  gleich  erwiesen  werden,  so  sind  nach  Serenus  die  Winkel,  welche 
von  gleichen  Abschnitten  derselben  Kreisperipherie  nach  einem  innerhallr 
des  Kreises  gelegenen  Punkte,   welcher  nicht  dfuft  CeuVt^m  \iXi>  ^aa 

mn.'Ut.  Ahthlg.  d.  ZeittobT.  f.  Math.  n.  Phyi.  XXIV,  2.  ^ 


44  Hintorisoh -literarische  Abtheilnng. 

I^HusAo  KUo^tu  diiM  vorhauileneu  Hohlspiegels  zn  benutzen  gestattet,  einen 
Ki(i«ii(tii  V(ii:«ug.  l>or  Herichterstatter  wird  versuchen  darzuthnn,  daas 
(liMii  uii'hi  i»(»  int. 

hta  ki'iutMii  «iliizi^eii  Spiegelteleskop  kommen  die  Centralstrahlen, 
il  h.  jiiiiiii  (liit  iKiiiiial  oder  sehr  nahezu  normal  auffallen,  welche  also  die 
(iiMiiiK^tt*  ^litiHiiMidtii  Atiorration  erleiden,  zur  Verwendung.  Es  ist  nicht 
mit  Ihm  MUvfliiu^klU^h  oder  stillschweigend  behauptet  worden,  die  Vorztige 
d(tM  1 1  IM  M  (i  11  n  r  »<dMfii  Vornschau  -  Fernrohres  seien  in  Verwendung  der 
(ViihfiUliHtdftii  ItrgrUiidet.  Ein  Blick  auf  Fig.  2  unserer  Tafel  lässt  er- 
biMiiM«iii  dMM  diiiMe  Heliauptung  unrichtig  ist.  Das  reelle  Bild  soll  an 
\\\\\  hiillM  iImm  liolir«^«  entstehen.  Zu  seiner  Beobachtung  ist  ein  Ocular 
liMlIiltf«  iMtssdii  KasNung  und  der  Kopf  des  Beobachters  halten  aber  den 
IUmiiImIihIiI  (ho  iifiuiie  Ich  den  normal  einfallenden)  und  die  benachbar- 
Imm  ('iiMhuUhMldiut  ab.  Der  Bildpunkt  F  liegt  nothwendig  auf  dem 
llHM|ilvliiiiil*M  ii*i^*t  slolit,  das«  die  Ocularfassung  und  der  Kopf  des  Be- 
Hlmi'ldidft  •diMUi  Tltttll  »  des  Spiegels  nutzlos  machen,  und  dieser  Theil 
MhiMht  tUliHr  iditiiiMo  gut  weg^^eschnitten  sein.  Wegen  Späterem  sei  hier 
liHiiihib^i  iIhhm  dio  A&e  dos  Oculars  (gerichtet  wie  die  Mittellinie  des 
hi*HidH  dm  das  Hlld  oraeugeuden  Strahlen)  mit  dem  Hauptstrahle  oder 
\\\\\  \Ws  Mhdihnig  iiaoh  dem  unendlich  entfernten  Lichtpunkte  einen  Win- 

Iti.l  i|'  tdlilid,  iliu'  Mobr  iiahesu  gleich  —-: —  ist,  wenn  /*  die  Hauptbrenn- 

uiilh«    m«m1    «4  doh  uUti«Uoheii  Oetfuuugsdurchme^ser  ^^%  Hohlspiegels  be- 
dhMll'M 

lUil  \\\\\s\\  H|do^oUoloj(kopen.  dio  einen  zweiten«  kleineren  Spiegel 
)  hHM'inlMM  (U  M^go  VY  I  i^a^i^egraiu^  N  ew  ton  hält  dieser,  der  undnrch- 
>i|i  Ml|i  Ihl ,  \\\\\  iVutiaUtrahlou  ab«  da  er  auf  dem  Hauptstrahl  steht. 
\V'itlh>  MtiiM  \\\\\  MoitUob  v\Mii  Hatt('t;»tnihl  rucken«  so  gelangrteu  allerdings 
il*  I  MiMtjUtihMKI  \\\\\  d\o  iVutiaUtrsihleu  <um  HohUpie^I,  aber  bei  ihrer 
|Mi'M*il((  \\\\\  do\l  tiN^tVu  «i^  uicht  wehr  den  kleinen  Spiegel,  trügen 
ii|m(  iihlilM  .^u  IUUUmaou^uu^  bei  IVr  A;:«:^*h!u:»  der  Centrabtrahlen 
ilii'l'  I  »n»'"»  d»^uiioU»ou  li\uude  -»uch  bei  dem  Fncby -Teleskop  statt.  Es 
„irl  n»»»dH\d^»uul  ^oxonKwoc  ^eidoUv  ^te  weh   .s  tiaid  j'  die  zwei  Spiegel 

•  Hll'lt   \Miu  lUu^^nu^^hlo  stehow  uiii*5i\".i,     IVe  Tbeile  dieser  Spiegel  (von 

|<  I     \M>*dtUu\ui^   X   xu^t  ^\  >koU'No  ct>*:ik  «w^$cbea  dem  Hauptstrahle  und 

I' IM   dh'»»»»m  uv^luigN^lo^vuo«   »»«; *S»*JVtt  l'^iMkte  v^rCAaiea  sind,  konnten 

1 1"  II""    ^\\\    t\d\U»Uv    \^\^i;xsx\-Su!itv*«    *crt.      w'e   ^''ssec  die  seitliche  Ver- 

■1!  Iil'  i'MMh    \m\i«|^ovKow\l    »u    *«i»s*jo«     lVU»«koLVtt    ier  centralen    Durch- 

il'ilunm^i'  d\vii^\  ||^\^^4>^   u4  d\**  b>\i?a;Ui>»vakei  der  Srrolen  und  bekann t- 

il(  IIIIMIU^  di^^  tt^^^MMüs^Hs,'  VN^t^ktU'M  :\i  »oht  ratfcoeitt  Vero^caiss  mit  dem 

idlllHIIUl^^)   au      K^    t^^|^i>M?H^^  Sv*6nJ\  4«:^n^  wUea  die  Spi^el 

^  ^VhMIc^^  IMI^hMhmA   (iMv'^hii^Hfc  ;Mtii.     Uua  w  alltidiBgt 


Eecensionen. 


Dm  Braehy-Teloskop,  erfunden  nnd  constrnirt  von  J.  Forster  nnd 
K.  Fritach.  Für  Frennde  der  Astronomie,  Militärs,  Touristen 
n.  f.  w.  verfasst  von  K.  Fritsch,  Optiker  und  Mechaniker.  Wien, 
1877.  Selbstverlag.  8^   20  S.,  5  Holzschnitten.  1  Lichtdrucktafel. 

(ffierzu  Taf.  I  Fig.  2—6.) 

Das  kleine  Schriftchen   giebt  auf  14  Seiten   nach   Qiner  Einleitung 

cne  knne  Aufsählung  des  Gregory'schen,  Cassegrain'schen,  New- 

toa'ichen  und  HerscheT sehen  Spiegelteleskops  mit  schematischen  Abbil- 

hngen  (deren  erste  unrichtig  ist,  denn  der  darin  verzeichnete  Gang  der 

lielitstnihlen  kann  nur  einem  convexen,  nicht  einem  concaven  zweiten  Spie- 

g«]  angehören),  eine  Beschreibung  des  Brachy-Teleskops  mit  einer  schemati- 

■eben  and  einer  perspectivischen  Abbildung,  ohne  weiteres  Eingehen  in  die 

Theorie  des  Instruments,  berichtet  über  die  Leistungen  ausgeführter  Brachy- 

Teleskope,  spricht  über  deren  zweckmässige  Behandlung,  besonders  jene  der 

Spiegel,  hebt  die  Vorzüge  hervor,  welche  die  Reflectoren  im  Allgemeinen, 

^  neue  im  Besondern,   vor  den  Refractoren  haben  sollen,   nebst  Mit- 

MhiDg  über    die  Preise.     In   einem   Anhsnge  von   zwei   Seiten   wird, 

»tenttttst  durch  ein  Lichtdruckbild,   ein  Spectrometer  beschrieben,  das 

▼enigsteuB    in    theoretischer  Hinsicht    nicht  von   den   üblichen  verschie- 

«'«n  iit. 

Das    Brach j-Teleskop    kommt    im  Wesentlichen    mit    dem    Casse- 

f^Bin*ichen    überein:    die    von    einem    Hohlspiegel    zurückgeworfenen 

^^ttblen   fallen   vor  ihrer  Durchkreuzung   auf  einen   schwach   convexen 

^Pi^gel,  werden  dadurch  gewissermassen  umgekehrt  und  vereinigen  sich 

^   einem  reellen   Bilde,    das   durch   ein   dioptrisches   Ocular  betrachtet 

^iid.     Wfthrend  bei  dem  Cassegrain' sehen  Reflector  der  zweite  Spie- 

M  auf  der  Geraden   vom   leuchtenden  Punkte   durch  den  Krümmungs- 

^^^Ipunkt  des  Hohlspiegels  steht  und  der  Hohlspiegel  zur  Durchlassung 

^^   iweimal   gespiegelten   Strahlen   in    der   Mitte   durchbrochen   ist,   hat 

Jf«««%f  bei   dem  Brachy- Teleskop   eine   seitliche  Stellung  und  der  kleine 

^^'^'^^iifpiegal  ebenfalls,  so  dass  die  zweimal  zurückgeworfenen  Strahlen 

'*fll(el  vorübergehen.     Der  Verfasser  des  Schriftchens  sieht 
welehe  die  Ausbohrung  nicht  nöthig  macht  und  die 

4* 


Beeeniionen.  47 


'^«^^^  ^^^^^rf»  I 


and 

,g^ 27- 7+1- 

Da  hingt  lomit  bei  dem  Brachj-Teleskop  sowohl  die  Seitenverscbiebung 

t  d.es  Hohlspiegels,  als  auch   die  Grösse   des  Winkels   tp  zwischen   der 

opüaehen  Axe  des  Ocalars  (die  nach  der  Mitte  des  aufgenommenen  Strah- 

knkegels  angenommen  wird)   und  der  Richtung,   aus  welcher  das  Licht 

kommt  (oder  der  Axe  des  beigegebenen  Suchers),  von  der  Uauptbrenn- 

wttta  /  und   dem  Oeffnungsdurchmesser  a   des  Hohlspiegels,   dann  von 

der  Oeularllnge  l  ab.  —  Herr  F ritsch  giebt  seinem  Brachj-Teleskop 

▼endiiedene  Ocnlare  bei ;  so  oft  man  das  Ocular  wechselt,  ist  zur  völligen 

Ausnftttong  des  Hohlspiegels  die  Grösse  s  zu  ändern  und ,  was  noch  be- 

■erkeoswerther  ist,  der  Winkel  fp  des  Suchers  mit  der  Ocularaxe.    Streng 

genommen  ist  das  schon  bei  gleichbleibendem  Ocular  für  Beobachter  von 

Tsnehiedener  deutlicher  Sehweite  erforderlich. 

Will  man  die  sphärische  Aberration  möglichst  verringern,  so  muss 
nan  (bei  gegebenem  a)  trachten,  s  möglichst  klein  zu  machen.  Je 
pteer  i  wird,  desto  kleiner  wird  ^,  aber  mit  wachsendem  l  vermehrt 
neh  die  Femrohrlänge.  Ein  Ocular  sehr  kurzer  Brennweite  (sehr  klei- 
IN  1)  dürfte  am  zweckmässigsten  sein.  Das  Verhältniss  des  Oefifnungs- 
iuthmessers  a  zur  Hauptbrennweite  f  muss  stets  (zur  Vermeidung  stö- 
mder  Aberration)  sehr  klein  sein,  also  ist  der  Strahlenkegel  nach  der 
iweimsligen  Reflexion  ein  sehr  spitzer,  auf  dem  nahe  hinter  seine  Spitze 
gestellten  Ocular  schneidet  er  nur  eine  sehr  kleine  Fläche  aus,  so  dass 
der  nutzbare  Oeffnungsdurchmesser  der  Lupe  klein ,  folglich  die  sphärische 
Aberration  der  Linse  unbedeutend  ist  und  die  starke  Vergrösserung  durch 
das  ganz  kurze  Ocular  zulässig  erscheint. 

Fär  einen  endlich  entfernten  leuchtenden  Gegenstand  kann  man  die 
^rÖiMn  f ,  0,  o,  q>  sowohl  durch  die  Gegenstandsweite  ^,  als  auch,  und 
<war  bequemer,  durch  die  zugehörige  Bildweite  b  ausdrücken  und  findet 

*>>t  Beiziehung   der  katoptrischen  Hauptformel   ( — |- —-  =  —-)    folgende 

'^«nhe: 

f       b-l  a         f       (6-A)«  a    b-i 

0  =  TTT  *  ^rz 7  • -~: — .   .     *       «  =  TT  • — : — 


2/-ft'6  +  A'  2b'2f-b'   b  +  X   '  2 

Und 

a        4f—b-^X 
^99  =  7r 


2'{2r^b){b+xy 

**  > A    es  lein  mnss ,  gehen  diese  Formeln  fttr  b  =  f  in  die  für  nnendlicn 
>«a  Oegenstond^anfgestellten  Formeln  fiber. 
Oder 


4«^  HUtori*ch-litfr»rieclie  Abtbmliui^. 


r,:-i  +/-i 


i;^-  (■? 


«    . 


"-■■*-    --^-    -    TTr--    ^     =  X  ii.   ii«  für  anendlic 


r."c:-.:2s:  ".Zk.nii'-e  Einrichtan 
'"^^-T^-  Tzi  f  ifr  zwei  Spiegc 
-  -=-  E.::^:;:-«^^:?  ^^i  dem  Ocnlai 
•^-  -   ~  2  *-ir  ?T-rf-^an  da  weite   q 

sc-iirieL  entfernt 
■Irr  Hicänss  de 

5x:i.Trs  mit  jene 


-..-»  ■  ^       i  -  « 


-     ^     ^--     :.     '«'--■=    --=11  .^-iiTtfiTÄhle  nSch' 
: .        •-—     i-  r--  Iz-j^  --3-:  ▼■F-Ttr»  Verküixiing 

-  «*  -     -'— ?   '^fr£r:«*en2ag  dei 

.-  -     :  '-' — s^   I   :x:i  ?i:r.  ab  ancli 

.      -  -      >— -^r-.-     :-ii  reeüe  Bild 

-^  -   -i:r  .•^c:iz^  -:cn:  em- 

^  "^rr-     :    IIa  ier  Normal- 

-' :  LI.;   ::!*  £:?=:  Hanpt- 
^      ^-  -    •   -  :    :.::vi    •;:*r  re^n  den 

».:  V  - 1 :.:  t:     i^i^-sch losten 

-"^  ■      ... 
V         ..-     :-^  ---  '£:;j.T>c*ls  kann  die 

X  -      .-  T    -     :       A    r.L    ifc    r  =üt  der 

■:^,  :.f--*r;    -VrieLsrands- 

V       ">  ,  .>^. . «i^ .\ -.*     : -  ■  •.•.,^-7   ■"  :>  i..i-.L:i.  Siiriel*,  welche 

^       '. ,   -  X      ^x,^  .,^.  •»-    '^  *    X-..       . -.  •     ;  5    \L^-  £'.:if    ie*  Hohlspie- 

\x.\xx     \  v.-s-,.  .     *   ■«       -.^1       t    ->».— ^•'■.    >:kfn.    *2s   der  ent- 

1^^     l>x>.;    ..«.^  3.^%^  s^.'.vy-'^^  ^-:x  i.:e«=i  entfernt  ist.     Die 
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negatiYen  Werthe  yon  q>  sind  also  absolut  stets  grösser,  als  bei  Normal- 
Btellnng  des  kleinen  Spiegels.  Deshalb  ist  kein  Vortheil  einer  so  weit- 
gehenden Drehung  dieses  ersichtlich. 

II.    Der  zweite  (kleine)  Spiegel  sei  sphärisch  convex. 

Der  Conyergenzpunkt  der  vom  Hohlspiegel  kommenden  Strahlen 
Be^^t  dann  nicht  mehr  ebenso  weit  vor  dem  Convexspiegel  (7),  als  das 
iueh  zweimalige  Spiegelung  entstandene  reelle  Bild  hinter  ihm  {ß)y  und 
die  iwei  Abstände  sind,  durch  die  katoptrische  Hauptgleichung 

r     ß        Q 

bestimmt,  in  welcher  q  der  Krümmungshalbmesser  des  Cenvexspiegels  ist. 
Die  ESntfemang  y  des  Convexspiegels  von  dem  Bildpunkte  B  (Fig.  5) 
der  Tom  Hohlspiegel  zurückgeworfenen  Strahlen  ist  abhängig  vom  Ab- 
itiade  X  des  Augenglases  vom  Hohlspiegel,  denn  es  muss  sein 

{9  ist  positiv  vom  Hohlspiegel  nach  hinten  gezählt). 

Drückt  man  hierin  mit  Hilfe  der  katoptrischen  Hauptformel  ß  durch 
/  aus,  so  gelangt  man  zu  einer  quadratischen  Gleichung  für  Yi  die  stets 
nelle  Wurzeln  hat,  von  denen  aber  nur  die  eine: 

y  =  i(6-A  +  ar+^-/(6-A  +  :r)«  +  ^0, 
Ar  die  Aufgabe  Bedeutung  hat,    da   das  Pluszeichen   vor   der   Wurzel 

Q 

7^Y  machen  würde,  die  Strahlen  nach  der  Spiegelung  am  Convexspie- 

^1  folglich  diYergirten  und  kein  reelles  Bild  entstünde. 

Ist  X  negativ  (Ocular  vor  dem  Hauptspiegel)   und  gleich  —  x\-  so 
vt  die  Femrohrlänge  von  Spiegel  zu  Spiegel  zu  rechnen,  also  gleich 

Kese  Grösse  wird  aber  am  kleinsten  für  a:'=  0 ,  denn  der  rationale  Theil 
'^nit  für  wachsende  x'  mehr  zu ,  als  der  irrationale  abnimmt.  Verkür- 
•öng  des  Femrohrs  wird  also  (wie  bei  ebenem  zweitem  Spiegel)  durch 
Anbringung  des  Oculars  zwischen  den  Spiegeln  nicht  erzielt. 

Für  positives  x  (Ocular  hinter  dem  Hohlspiegel)  ist  die  Femrohr- 

'  y^,  ersichtlich  am  kleinsten  für  x  =  0.  Es  ist  also  bei  Anwendung 
^lO^t  convexen  zweiten  Spiegels,  wie  bei  Anwendung  eines  ebenen,  die 
^^^^robrlänge  am  kleinsten,  wenn  das  Augenglas  im  Durchschnitt  des 
^^^ptstrabls  mit  der  Kugelfläche  des  Hohlspiegels  steht. 

Nach    der  Zeichnung    des   Brachy- Teleskops    in    der  besprochenen 
irifit  liegt  das  Augenglas  hinter  dem  Hohlspiegel  {x  positiv)  und  zwar 


'a  um  1^  des  Spiegelabstands;   die  von  H«rm  Fritsch  ausgeführten 
^•trümente  sind  also  nicht  so  knn.  «n» 
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Dmrck  Venrendnng  eines  conrexen'^zweiten  Spiegels  wird  das  Fem- 
röhr  stets  ISnger,  als  wenn  der  zweite  Spiegel  eben  ist.  Denn  die  kfir- 
xeste  Länge  ist  im  letzten  Falle 

^(6  +  i)  nnd  im  ersten  Falle  |(6  +  A— ^+>/<,ft  — A)*  +  ^*), 
die  SU  addirende  Wnnelgrosoe  aber  grösser,  als  der  abzoueliende  Krfim- 
mnngskalbmesser  ^. 

Gelingt,  wie  unmittelbar  leicht  einzusehen,  durch  Benützung  eines 
ConTexspiegeb  nicht  eine  Verkürzung  des  Femrohrs,  so  kann  jedoch, 
bei  richtiger  Wahl  'des  Krümmungshalbmessers  ^  und  der  Entfernung  /, 
eine  sehr  merkliche  Verminderung  der  sphärischen  Aberration  erzielt 
werden,  welche  bei  ebenem  Spi^el  und  selbst  bei  Herschel^schem 
Vomschau  -  Femrohr  (gleicher  Abmessungen)  unTermeidlich  bt.  Bekannt- 
lich liegt  der  reeUe  Vereinigungspunkt  der  an  einen  Hohlspiegel  reflec- 
tirten  Randstrahlen  niher  am  Spiegel,  als  jener  der  Centralstrablen.  In 
einem  Cassegrain 'sehen  (oder  ähnlichen)  Teleskop  convergiren  folglich 
die  Bandstrahlen  näher  an  dem  Con vexspiegel ,  als  die  Centralstrablen. 
Aus  diesem  Grunde  würde  das  nach  der  zweiten  Reflexion  entstehende 
reelle  Bild,  das  von  den  Randstrahlen  gebildet  wird,  näher  an  dem 
Convexspi^el  liegen,  als  das  der  Centralstrablen.  Da  aber  die  am  Rande 
des  Hohlspiegels  aufgefallenen  Strahlen  nach  der  Spiegelung  stärker  als 
die  Centralstrablen  gegen  den  Hauptstrabi  geneigt  sind ,  so  sind  sie  auch 
am  Convexspiegel  Randstrahlen.  Und  da  von  Strahlen,  deren  Conver- 
genzpunkt  um  weniger  ab  die  Hauptzerstreuungsweite  hinter  dem  Con- 
vexspiegel  liegt,  die  Randstrablen  sich  weiter  Tom  Spiegel  entfernt  reell 
schneiden,  ab  die  Centralstrablen,  so  rückt  aus  diesem  Grunde  das 
den  Randstrablen  angehörige  reelle  Bild  weiter  vom  Convexspiegel ,  als 
das  der  Centralstrablen.  Es  wirken  abo  die  zwei  Ursachen  der  Aber- 
ration  am  Convexspiegel  im  Gas segrain' sehen  (oder  ähnlichen)  Tele- 
skop einander  entgegen  und,  je  nachdem  die  eine  oder  die  andere  über- 
wiegt, kann  das  Randstrahlenbild  näher  oder  femer  «tb  das  Central- 
Strahlenbild  fallen. 

Es  lässt  sich  Stellung  und  KrämmuDgehalbmesser  des  Convexspiegeb 
so  berechnen,  dass  die  unter  dem  EinfalbwiDkel  s  am  Hohlspiegel  an- 
gelangten Strahlen  nach  der  zweiten  Reflexion  am  Convexspiegel  genau 
im  selben  Punkte  zusammentreffen,  wie  die  zweimal  gespiegelten  Central- 
strablen. Für  diesen  bestimmten  Einfalbwinkel  b  besteht  dann  keine 
Aberration  mehr.  Für  andere  Einfallswinkel  ist  'sie  nicht  ganz  aufgeho- 
ben i  aber  sie  kann  zu  einem  Minimum  (das  dann  ganz  unschädlich  für 
die  Bildschärfe  ist)  herabgedrückt  werden.  Die  Rechnungen  sind,  wie 
alle  Ihnliehen,  sehr  mühsam. 

Ist  eine  Verminderung  der  Aberration  des  Hohlspiegels  durch  zweite 
Mi  Planspiegel  schon  nicht  möglich,  so  vergrössert  die  An  wen- 
'  awriten  Hohbpiegeb    (wie    im  6regory*schen   Teleskop) 
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einem  kurzen  Cjlinderstntzen  ans  Metall  zu  nmgeben  (wie  bei  dem 
Bracby-Teleskop),  die  beiden  Metallstntzen  durch  drei  bis  vier  nicht  zu 
schwere  Metallstangen  zu  verbinden  und  den  Kegelmantel  mit  leichtem 
Stoff,  Holz,  Leder,  Wachstuch,  Tuch  zu  schliessen.  Das  Gewicht  des 
Femrohrs  kann  also  selbst  bei  grossen  Abmessungen  gering  gehalten 
werden. 

Bei  dem  von  Herrn  F  ritsch  abgebildeten  Brach  j  -  Teleskop  kann 
fremdes  Licht  zum  Hohlspiegel  gelangen.  Inwieweit  dieses  stört  (jeden- 
falls erhellt  es  bei  Beobachtung  am  Tage  oder  im  erleuchteten  Rauine 
das  Gesichtsfeld),  kann  nur  die  Erfahrung  lehren,  die  dem  Bericht- 
erstatter mangelt. 

Aus  Beschreibung  und  Abbildung  des  Brachy-Teleskops  in  der  be- 
sprochenen Schrift  geht  nicht  mit  Deutlichkeit  hervor,  wie  bei  dem  be- 
absichtigten Gebrauche  für  verschiedene  Gegenstandsweiten  die  erforder- 
liche Einstellungsftnderung  vorgenommen  wird.  Will  man  stets  die  kleinst- 
mögliche  Länge  beibehalten,  so  muss,  wie  aus  obigen  Formeln  hervorgeht, 
der  kleine  Spiegel  verschoben  werden.  £s*müsste  ein  sehr  verwickelter 
Mechanismus  sein,  der  eine  Abänderung  des  Abstandes  beider  Spiegel 
und  zugleich  die,  für  die  möglichste  Vollkommenheit  erforderliche,  der 
Seitenverschiebungen  beider  Spiegel  gestattete,  —  wobei  dann  immer 
noch  die  nutzoare  Fläche  des  einen  oder  beider  Spiegel  nicht  constant 
bliebe.  —  Für  die  centrirten  Beflectoren  mit  durchbrochenem  Hauptspie- 
gel entfällt  diese  Schwierigkeit,  ihre  Einstellung  ist  äusserst  einfach. 

Nach  vorstehender  Untersuchung  übertrifft  ein  Cassegrain'sches 
Teleskop  bester  Construction  *  in  mehrfacher  Hinsicht  das  Brachj-Tele- 
skop,  hinsichtlich  Schärfe  des  Bildes  und  Kürze  des  Rohres  auch  das 
Hers  eher  sehe  Voruschau- Fernrohr,  welches  jedoch  hinsichtlich  der 
Helligkeit  den  Vorzug  hat,  wobei  zur  Vergleichung  natürlich  gleiche 
Brennweite  und  gleiche  Oeffnung  (nutzbare)  des  Hauptspiegels  voraus- 
gesetzt sind.  Wird  hauptsächlich  geringste  Länge  angestrebt,  so  empfiehlt 
sich  eine  Abänderung  des  Newton' sehen  Teleskops,  welche  den  ebenen 
Spiegel  normal  zum  Hauptstrahl  (nicht  45^  geneigt)  stellt  und  den  auch 
bei  Newton' s  Einrichtung  doch  nutzlosen  Centraltheil  des  Hohlspiegels 
zur  Durchlassung  der  zweimal  gespiegelten  Strahlen ,  wie  bei  Greg orj 's 
und  Cassegrain's  Instrument,  ausbohrt.  Hinsichtlich  der  Bildschärfe 
wird  ein  solches  Femrohr,  wenn  das  Verhältniss  der  Spiegelöffnung  zur 
Brennweite  genügend  klein  gewählt  wird,  dem  besten  Cassegrain' sehen 
nur  wenig  nachstehen.  Die  jetzige  Herstellungsweise  der  Spiegel,  dünne 
Silberschicht  auf  geschliffener  Glasschale,  gestattet  aber  sehr  grosse 
Krümmungshalbmesser  ohne  die  störende  starke  Belastung.  Bohn 

*  Die  wenigen  (2)  Cassegrain* sehen  Teleskope,  die  ich  zu  prüfen  Gelegen- 
;  haltfi^  haben  ein  ungünstiges  Verbältniss  der  zwei  Krümmungshalbmesser. 
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linearer  Differentialgleichungen  abhängig  gemacht  worden  ist,  nnd  wie 
dann  der  berühmt  gewordene  Nachweis  der  Stabilität  des  Sonnensystems 
in  Bezug  auf  die  Neigungen  ganz  in  derselben  Weise  gelungen  ist,  wie 
in  Bezug  auf  die  Excentricitäten.  Diese  Untersuchungen  aber  basiren 
auf  einem  nicht  hinlänglich  zuverlässigen  Fundament.  Denn  der  Beweis, 
dass  die  Neigungen  und  Excentricitäten  stets  sehr  klein  bleiben,  dass 
also  ihre  höheren  Potenzen  schon  in  den  ursprünglichen  Differential- 
gleichungen vernachlässigt  werden  können ,  ist  erst  mit  Hilfe  der  solcher- 
gestalt bereits  vereinfachten  Ausdrücke  geführt  worden.  Die  auf  ein 
solches  Verfahren  gegründeten  Schlüsse  bewegen  sich  deshalb  ohne  Zweifel 
in  einem  Kreise. 

Diese  Bemerkungen  werden  genügen,  um  zu  zeigen,  dass  in  der 
Theorie  der  säcularen  Störungen  noch  mancherlei  Fragen ,  die  das  Wesen 
der  Sache  berühren ,  der  Beantwortung  harren.  Im  Allgemeinen  hat  sich 
die  neuere  mathematische  Forschung  diesen  Fragen  eher  ab-  als  zu- 
gewandt, vielleicht  aus  dem  Grunde,  weil  die  Hoffnung,  hier  neue  ele- 
gante Theoreme  zu  finden,  nicht  allzugross  sein  dürfte.  Wir  begrüssen 
deshalb  die  vorliegende  Schrift,  welche  einen  speciellen  Theil  dieser 
Theorie  einer  eingehenden  Behandlung  unterzieht,  mit  Freude. 

Was  die  Art  und  Weise  betrifft,  wie  das  Problem  in  dem  Falle 
zweier  störender  Planeten,  in  der  vorliegenden  Schrift  in  Angriff  genom- 
men wird,  so  ist  diese  kurz  folgende.  Bezeichnet  man  mit  a,  /?,  y  die 
drei  Winkel  in  dem  von  den  drei  in  Frage  kommenden  Planetenbahnen 
gebildeten  sphärischen  Dreiecke,  und  mit  |,  i/,  f  die  Winkel,  welche 
die  drei  genügend  verlängerten  Dreiecksseiten  mit  einem  beliebig  gewähl- 
ten grössten  Kreise  bilden,  so  hat  schon  Lagrange  Differentialgleich- 
ungen der  ersten  Ordnung,  wobei  die  Zeit  /  als  unabhängige  Variable 
auftritt,  zwischen  den  drei  Grössen  co6'a,  cosß  und  cosy  aufgestellt  und 

...  <^  cos  ^ 

auf  gleiche  Weise  drei  Gleichungen  zwischen  den  neun  Grössen  — —^ — , 

d  cos  n    d  cos  f  .  .  i  c     i      i  .  -r^ 

— - — -y  — - — ,    coÄ«,  cospi  cosy,   cos^^   costj  und   cosj^  abgeleitet.     Der 

Verfasser  stellt  nun  von  Neuem  die  Lagrange 'sehen  Gleichungen  her, 
leitet  dann  verschiedene  andere  Systeme  simultaner  Differentialgleich- 
ungen her  und  ersetzt  schliesslich  die  Differentialgleichungen  erster  Ord- 
nung für  cos  J,  rosrj  und  cosj^  durch  solche  von  der  zweiten  Ordnung.  Die 
mit  bedeutender  analytischer  Gewandtheit  durchgeführten,  ziemlich  com- 
plicirten  Rechnungen  sind  aber  nicht  immer  —  so  will  es  mir  wenigstens 
scheinen  —  auf  dem  kürzesten  Wege  erhalten.  Ks  'mag  dabei  eine  Be- 
merkung gestattet  werden.  Zwischen  den  Grössen  a,  /?,  y  nnd  $,  i/,  j; 
giebt  et  eine,  sich  aus  der  Figur  ergebende  Abhängigkeit,  welche  La- 
muna (8.  297)  ableitet  und  die  der  Verfasser  auf  S.  (14)  in  folgender 
r  hiatebreiht: 


Becenrionen. 
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^  = 


0. 


1       cos^     cosri     cosi 
cos^       1       cosy     cosß 
cosrj    cosy      1        cosa 
cosi    cosß    cosa       1 
Inteai  nun  läset  sich   diese  DetermiDantenrelation   sofort   ans   der  Be- 
Mifamg  ableiten,  dass  die  Oleichnng 

1        cosy     cosx 
cosy        1        cosm    =0 
cosx    cosm        1 
4ittfinden  mnss,  wenn  y— a:  =  m  ist.     Ferner  aber  dürfte  doch  der  In- 
Uft  Ton  Nr.  VIII   (8.  37),   dass   die  Gleichung  d  =  0   ein   particnläres 
bteinl  der  aimnltanen   Differentialgleichungen  für  cos^,  costi,  cosj;  ist, 
ieUitrentftndlich  sein;  denn  dieser  Nachweis  ist  nichts  Anderes,  als  eine 
Veiifieation   der  Rechnungen,   welche  zu   der  Aufstellung  der   DifPeren- 
tUgleichnngen  und  der  Ableitung  der  Relation  J=0  ausgeführt  wurden. 
Bei  der  IntegraHon  der  Differentialgleichungen  für  die  Winkel  a, /?, 
T  iKommt  Lagrange,   wie  bereits  erwähnt,  auf  ein  elliptisches  Integral. 
Die  Behandlung  dieses  Integrals  und  seine  Umkehrung  bildet  den  gröss- 
t^  und  jedenfalls  wichtigsten  Theil  der  vorliegenden  Schrift.     Mit  grosser 
Gewandtheit  wird  die  Reduction  des  auftretenden  Integrals  auf  die  Nor- 
ii^orm  ausgeführt  und  die  drei  Grössen  cnsa^  cosß  und  cosy  als  ellip- 
^^he  Functionen  der  Zeit  dargestellt.     Ist  einmal  diese  Darstellung  ge- 
liiDgeo,  so  folgt  nun  sehr  einfach  der  Satz,  dass  die  cosa,  cosß  und  cosy 
^Qr  kleinen    periodischen   Aenderungeu   unterworfen   sind,    dass   also  in 
^cr  That  die  Neigungen  der  Planetenbahnen  immer  klein  bleiben ,  wenn 
10   es  in  irgend  einem  beliebigen  Zeitpunkte  waren.     Dieser  Satz,   der 
.   ibr  den  Fall   dreier  Planeten   bewiesen   wird,   ist  jedenfalls  das  interes- 
■Antette  Ergebniss  der  vorliegenden  Schrift  und  nach  dem  oben  Gesagten 
infinen  wir  es  auch  als  ein  wichtiges  Ergebniss  betrachten.    Die  Integra- 
tion der  Di£Ferentialgleichungen ,  welche  die  Lage  des  ofterwähnten  sphä- 
nachen  Dreiecks  ausdrücken,  gelingt  dem  Verfasser  nicht  und  er  muss  hier 
stt  Nlbening^methoden  seine  Zuflucht  nehmen,  die  indess  manches  Inter- 
^■Mote  darbieten.   Zum  Schlüsse  der  Abhandlung  wird  noch  der  allgemeine 
c^mH  von  n  störenden  Planeten  erwähnt.  Indessen  begnügt  sich  hier  der  Ver- 
"^^^ot  mit  einigen  kurzen  Andeutungen,  da  ihm  bis  jetzt  nicht  gelungen 
'*^«  beachtenswerthe  Resultate  in  diesem  jedenfalls  sehr  schwierigen  Pro- 
Mem^  an  finden. 

Mit  diesen   wenigen  Zeilen   muss   ich  mich   bescheiden.     Jedenfalls 

der  Inhalt   der  Schrift   den  Mathematiker  und  Astronomen  interes- 

,  auch  was  die  Nebenresultate  betrifft,  welche  der  VerfVisser  gefun- 

'^     hat.     Der  Wunsch   aber,    dass   auch   der  Text   der  Arbeit   in  einer 

^_  ^^«  abgemndeteren  Gestalt  gegeben  worden  wäre ,  als  dieses  geschehen 

•oU  nicht  verschwiegen  werden.  ^^  8to^iq,^vl. 
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Lehrbuch  der  Physik  fftr  höhere  Lehranstalten.  Von  Dr.  H.  Lobbebo, 
Oberlehrer  am  kaiserl.  Lyceum  zn  Strassburg.  Leipzig,  B.  6. 
Teubner. 

Der  Herr  Verfasser  bietet  nns  in  diesem  Werke  ein  neues  Lehrbnch 
der  Physik,  bei  dessen  Abfassung  unzweifelhaft  richtige,  von  anderen 
Schriftstellern  leider  nur  zu  oft  nicht  genügend  berücksichtigte  Principien 
zur  Geltung  gelangt  sind.  Mit  vollem  Rechte  und  im  wobltbuenden 
Gegensatze  zu  den  meisten  Büchern  dieser  Art  ist  hier  das  Hauptgewicht 
auf  streng  logische  Entwickelung  und  mathematische  Beweisführung  ge- 
legt und  dem  Experimente,  soweit  es  nur  thunlich,  also  insbesondere  in 
der  Mechanik  nur  die  Rolle  einer  nachträglichen  Verification  der  ab- 
geleiteten Gesetze  zuertheilt.  Gegenüber  so  manchen  neueren  Bestre- 
bungen auf  dem  Unterrichtsgebiete  kann  sich  der  Recensent  der  lieber- 
Zeugung  des  Verfassers  nur  aus  vollem  Herzen  anschliessen ,  dass  gerade 
der  letztgenannte  „wichtigste  Theil  der  Physik  seine  eigentliche  Bedeu- 
tung für  den  Jugendunterricht  nur  darin  finden  könne,  angewandte  Logik, 
sowie  angewandte  Mathematik  und  damit  die  naturgemässe  Krönung  des 
mathematischen  Unterrichtsgebäudes,  zugleich  neben  der  Mathematik  das  ein- 
zige der  Jugend  zugängliche  Beispiel  einer  sich  mit  vollkommener  Con- 
sequenz  aufbauenden  deductiven  Wissenschaft,  ja  von  Wissenschaft  über- 
haupt zu  sein,  und  dass  femer  die  in  der  logischen  Folgerichtigkeit 
liegende  Ueberzeugungskraft  durch  keine  noch  so  sorgfaltig  ausgewählte 
Reihe  einzelner  Erfahrungstbatsachen  in  gleichem  Masse  gewährt  werden 
könne**. 

In  dem  Übrigen  Theile  der  Physik^  ist  dem  Stande  unseres  Wissens 
nach  eine  durchaus  conseqnente  Einhaltung  dieses  rein  deductiven  Ganges 
nicht  zu  ermöglichen;  der  Recensent  glaubt,  dass  schon  aus  diesem  Um- 
stände die  volle  Berechtigung  der  Anschauung  sich  ergiebt,  dass  unsere 
Gymnasien ,  welche  auf  das  akademische  Studium  vorzubereiten  und  ihre 
hauptsächlichsten  Bemühungen  auf  die  formale  Ausbildung  ihrer  Schüler 
zu  concentriren  haben ,  sich  auf  den  einzig  ihr  dienlichen  und  mit  dem 
übrigen  Hauptunterrichtsstoffe  homogenen  Theile  der  Physik,  auf  die 
Mechanik  beschränken  sollten. 

Aber  auch  auf  diesen  Gebieten,  in  denen  in  Ermangelung  logischer 
Anknüpfungspunkte  die  Erscheinungen  vorantreten  müssen,  hat  Lorberg 
sorgfältig  den  Schein  zu  vermeiden  gesucht,  als  könne  die  Physik  im 
Schulunterrichte  in  der  Form  einer  inductiven  Wissenschaft  behandelt 
werden.  Der  Unterzeichnete  muss  es  in  der  That  für  seltsam  erachten, 
dass  in  keineswegs  so  kleinen  Kreisen  immer  noch  die  Ansicht  sich 
erhalten  kann,  dass  man  dem  Schüler,  obwohl  er  noch  mit  der  blossen 
Ken ntn issnahme  der  Apparate  selbst  zu  kämpfen  hat,  obwohl  er  die  Be- 
dingUDgen,  unter  den en^  dieselben  die  besonders  gearteten  Erscheinungen 

'erbringen,  gsr  nicht  zu  übersehen  und  überhaupt  von  der  Methode 
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der  Forschung  keine  halbwegs  klare  Vorstellung  sich  zu  bilden  vermag, 
doch  zumuthen  könne,  die  Gesetze  aus  den  Erscheinungen  abzulesen  und 
so,  wie  Lorberg  treffend  bemerkt,  ein  Stück  des  Entwickelungsganges 
der  Physik  in  sich  durchzumachen.  Die  Jugend  wird  sich  vermöge  ihrer 
Phantasie  bei  der  nothwendig  kurzen  Dauer  der  Demonstrationen  immer 
vorzugsweise  an  das  Neue,  an  das  Frappante  der  Erscheinungen  halten 
und  infolge  dessen  nur  zu  leicht  dem  Nebensächlichen  mehr  Beachtung 
schenken,  als  den  abzusehenden  Gesetzen.  Die  Einführung  in  die  For- 
schung, falls  sie  sich  nicht  in  eine  recht  bedenkliche  Spielerei  verlieren 
soll,  setzt  schon  ein  gewisses  Beherrschen  der  Physik  voraus  und  kann 
mit  entsprechendem  Erfolge  nur  unter  dieser  Voraussetzung,  unter  den 
Bedingungen  einer  vorangegangenen  guten  formalen  Schulung  und  unter 
der  stetigen  persönlichen  Einwirkung  des  Lehrers,  d.  h.  in  unseren  aka- 
demischen Seminarien  geschehen. 

Meinen  Beifall  hat  der  Verfasser  darin  gefunden ,  dass  er  den  vollen 
Consequenzen  seiner  leitenden  Principien  nicht  aus  dem  Wege  gegangen 
ist.  Nur  zu  loben  nämlich  ist  es,  dass  er  einige  weniger  wichtige  Gegen- 
stände der  Physik,  wie  die  lElotationserscheinungen ,  die  Theorie  des  in- 
neren Gleichgewichts  der  Körper  und  andere  Capitel,  weil  sie  sich  auf 
elementarem  mathematischem  Wege  nicht  zum  genügenden  Verständnisse 
bringen  lassen,  aus  seinem  Buche  überhaupt  ausgeschlossen  hat;  sicher 
ist  die  stillschweigende  Uebergehung  dieser  Partien  weit  jener  ungründ- 
lichen und  unklaren  Behandlung  derselben  vorzuziehen,  die  nur  ein  un- 
gefähres und  vom  strengen  Denken  ablenkendes  Wissen  zu  erzielen 
vermag. 

Abgesehen  von  Kleinigkeiten,  die  nicht  besonders  ins  Gewicht  fal- 
len, verdient  ebenso,  wie  der  Plan,  auch  die  Ausführung  dieses  Werkes 
lobend  erwähnt  zu  werden.  In  knapper  und  doch  klarer  Fassung  führt 
der  Verfasser  die  verschiedenen  Disciplinen  der  Physik  vor,  schränkt  den 
Erfahrungsstoff,  dessen  Massenhaftigkeit  in  vielen  derartigen  Lehrbüchern 
die  Uebersichtlichkeit  und  damit  das  klare  Verstau dniss  wesentlich  schä- 
digt, auf  das  Nothwendige  ein,  sucht  dagegen  in  Anmerkungen  durch 
Beispiele,  Aufgaben  nnd  Anwendungen  die  vorausgehenden  allgemeinen 
Gesetze  zu  illustriren,  das  Verständniss  des  Folgenden  vorzubereiten  und 
sowohl  zum  Denken  anzuregen,  als  auch  das  Interesse  zu  erwecken  und 
zu  unterhalten.  Indem  der  Recensent  die  Anstrengungen  des  Verfassers, 
die  schwierigeren  Capitel  der  Physik  dem  Verständnisse  der  Leser  seines 
Buches  näher  zu  bringen,  im  Allgemeinen  lobend  anerkennt,  möchte  er 
ihn  doch  ermuthigen,  dieselben  bei  einer  neuen  Auflage  in  einzelnen 
Theilen,  insbesondere  in  dem  Abschnitte  über  die  Doppelbrechung,  der 
Schülern  höherer  Lehranstalten  doch  nicht  unbeträchtliche  Schwierigkeiten 
bereiten  dürfte,  unermüdet  fortzusetzen,  selbst  anf  die  Gefahr  hiiii  daaf 
sich  sein  Buch  um  einige  Blätter  vermehrte. 

mil-Ut.  Abtbi^.  d.  ZcftffOlir.  t  Math.  u.  Phyt.  XXIV«  %.  ^ 


S6  Historueh-fitcraiiielia  Abtheifaiii^. 


Vermöge  seines  mlssigeii  und  doch  das  Wesentliche  in  sich  schlies- 
senden  ÜmfaDges,  rermd^  seiner  strengen  Begrnndnng  nnd  grossen 
Klarheit  dOrfie  das  rorliegende  Bnch  nicht  blos  Schalem  höherer  Lehr- 
anstalten zn  empfehlen  sein,  sondern  anch  den  Stndirenden  unserer  Uni- 
rersitäten,  welche  einen  guten  mathematischen  Schnlsack  anf  die  Hoch- 
schule mitbringen  und,  ohne  die  Phjsik  als  Specialfach  zu  wihlen,  doch 
einen  grfindlichen  Einblick  in  die  Hauptergebnisse  derselben  wünschen 
oder  bedOrfen,  also  ror  Allem  den  Studirenden  der  Medicin  die  besten 
Dienste  leisten. 

Mfinehen«  Dr.  Frisdrich  Narr. 


Fhynk   in  Bilden.     Bearbeitet  von   E.  Tbllbr,   Lehrer  in  Naumburg 
a.  d.  Saale.     Leipzig,  O.  Spamer. 

Die  gfinsdge  Beurtheilung,  welche  Teller^s  „Wegweiser  durch  die 
drei  Reiche  der  Natur*^  in  rerschiedenen  Zeitschriften  zu  Theil  wurde, 
▼eranlasste  denselben,  in  dem  oben  angezeigten  Buche  auch  den  physi- 
kalischen Theil  der  Naturkunde  nach  einem  &hnlichen  Plane  zu  bearbei* 
ten.  Dasselbe  behandelt  die  physikalischen  und  meteorologischen  und 
zugleich  auch  eine  Anzahl  der  wichtigsten  chemischen  Erscheinungen  in 
„Bildern**,  d.  h.  in  Zusammenstellungen,  wie  sie  uns  im  täglichen  Leben 
in  abgeschlossenen  ELreisen  entgegentreten.  Ein  jeder  dieser  Abschnitte 
zerfällt  in  ein  einleitendes  „Gesammtbild'^  und  in  die  „Einzelheiten  des 
Bildes'*;  während  das  erstere  eine  belehrende  und  zugleich  unterhal- 
tende Uebersicht  über  die  Einzelheiten  des  Bildes  geben  und  die  Ge- 
schichte und  Entwickelung  der  wichtigsten  derselben  in  Kürze  darlegen 
soll,  enthalten  die  letzteren  die  Erklärung  der  einzelnen  Erscheinungen, 
die  in  dem  ersteren  unter  dem  angegebenen  Gesichtspunkte  zu  einer 
Gruppe  zusammengefasst  sind.  Hierbei  schickt  der  Verfasser  einfache 
Versuche  und  deren  Erläuterung  voraus  und  wendet  sich  dann  in  um- 
fangreicher Weise  zu  den  Erscheinungen  in  der  Natur  und  im  Menschen- 
leben, um  an  ihnen  das  bezügliche  Gesetz  nachzuweisen. 

Wenn  sich  nun  der  Recensent  in  die  Lage  des  durchschnittlichen 
Lesers  eines  solchen  Buches,  der  gewöhnlich  in  seinen  Mnsestunden 
nach  beendigter  Berufsarbeit  nach  demselben  greifen  wird,  versetzt  und 
dessen  Wünsche  und  Bedürfnisse  prüft,  so  will  es  ihm  bedünken,  dass 
die  Darstellungsweise  Teil  er* s  vor  der  sonst  üblichen  den  Vorzug  hat, 
dass  sie  einerseits  eine  fesselndere  und  anregendere  Form  des  Vortrages 
ennd^cht,  andererseits  die  speciell  physikalischen  Apparate  mehr  in  den 
^F^teignuid  treten  und  dadurch  einen  grösseren  Raum  für  die  nähere 
4m  Ersdieinungen,  wie  sie  uns  in  der  Natur,  im  Leben  ent- 
sad  den  Laien  hauptsächlich  interessiren,  gewinnen  lässt;  in 
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dieser  letzteren  Beziehung  dürfte  das  vorliegende  Buch  wohl  von  keinem 
andern  an  Reichhaltigkeit  übertroffen  werden.  Diese  beiden  Eigen thüm- 
lichkeiten  dieser  Physik  im  Verein  mit  ihrer  elementaren  Fassung  wer- 
den derselben  viele  Freunde  ans  dem  grossen  Publikum  zuführen. 

Was  nun  die  Ausführung  dieses  Buches  im  Einzelnen  angeht,  so 
entspricht  dieselbe  im  Grossen  und  Ganzen  den  Anforderungen ,  die  man 
an  eine  Physik,  die  der  Mathematik  grundsätzlich  aus  dem  Wege  geht, 
stellen  kann;  von  einzelnen  Partien  dagegen  ist  der  Recensent  weniger 
beiriedigt  worden. 

Schwer  zu  rechtfertigen  ist  es  wohl,  dass  die  Lehre  von  der  Zusam- 
mensetzung und  Zerlegung  der  Kräfte  erst  im  dritten  Bilde  zur  Sprache 
kommt  und  so  in  den  beiden  ersten  Bildern  zum  Schaden  derselben  keine 
Anwendung  finden  konnte;  ebenso  dürfte  auch  die  Betrachtung  der  Pen- 
delbewegung vor  den  Gesetzen  des  fVeien  Falles  und  vor  der  Lehre  vem 
Schwerpunkte  nicht  zur  Nachahmung  empfohlen  werden  können. 

Eine  gründlichere  Behandlung  hätte  das  Capitel  "über  die  Theorie 
der  Elektricität  und  des  Magnetismus  verdient;  auch  l9ie  Klarstellung  des 
Begriffes  der  stehenden  Schwingungen  und  ihrer  Entstehung  lässt  Man- 
ches zu  wünschen  übrige  Bedenklich  geradezu  ist  die  Behandlung  des 
Trägheitsgesetzes,  die  zu  dem  Missverständnisse,  dass  das  Beharrungs- 
vermögen der  Körper,  wenn  sie  aus  dem  Zustande  der  Ruhe  in  den  Zu- 
stand der  Bewegung  versetzt  werden  sollen,  als  ein  Widerstand  gegen 
die  bewegende  Kraft  aufzufassen  sei,  mit  Nothwendigkeit  führen  muss. 
Nicht  weniger  bedenklich  sind  die  Auf  klärungen ,  die  der  Verfasser  Über 
das  Wesen  der  constanten  Ketten  giebt. 

München.  Dr.  Friedrich  Narr. 


Ergebnisse  physikalischer  Forschung,  bearbeitet  von  Dr.  C.  Bodn,  Pro- 
fessor der  Physik  an  der  Forstlehranstalt  in  Aschaffenburg. 

In  dem  letzten  Jahrgange  dieser  Zeitschrift  (hist.-lit.  Abthlg.  S.  98) 
ist  die  erste  Lieferung  dieses  Werkes  ange2:eigt  worden.  Jetzt  sind  die 
zweite  und  dritte  Lieferung  rasch  nach  einander  erschienen.  Es  ist  nun 
ein  stattlicher  Band  von  mehr  als  tausend  Seiten;  schon  daraus  lässt  sich 
auf  die  Reichhaltigkeit  und  theilweise  Ausführlichkeit  schliessen,  da  ja 
nur  Ergebnisse  ohne  Ableitungen  und  Beschreibung  von  Apparaten  ge- 
geben werden  sollen. 

Es  wird  in  den  neuen  Lieferungen  die  Wärmelehre  vollendet,  dann 
die  Strahlung  (Licht  und  strahlende  Wärme)  und  endlich  Magnetismus 
und  Elektricität  abgehandelt.  Der  Plan ,  wie  er  in  der  ersten  Lieferung 
amszuführen  begonnen  wurde,  wird  consequent  dmrchgeftthrt:  klare  uttd 
scharfe  Definitionen ,  knapper  Ausdrmok ,  vollständige  An ftthning  der 
kannten  Thatsachen.  ' 
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In  der  Lehre  vom  Licht  ist  die  Zurückwerfung  and  Brechung  be- 
sonders eingehend  mit  Hilfe  der  verschiedensten  Illastrationen  behandelt: 
es  scheint  nns  darin  ein  grosser  Vorzug  des  Buches  zu  liegen.  Erfreu- 
lich ist  insbesondere  die  Aufführung  der  Cardinal  punkte  von  Gauss  und 
die  Darstellung  ihrer  Lage  bei  verschiedenen  Linsensorten.  Die  so  ein- 
fache Theorie  dieser  Punkte  wird  hoffentlich  dadurch  mehr  Verbreitung 
finden.  Auch  die  Bewegung  des  Lichtes  in  nicht  isotropen  Mitteln  ist 
viel  vollständiger  als  gewöhnlich  behandelt. 

B6i  der  Elektricität  ist  die  Zusammenstellung  der  Resultate  über 
Vertheilung  der  Elektricität,  namentlich  die  bildliche  Darstellung,  dann 
die  Aufführung  der  verschiedenen  Elektroskope  und  Elektrometer  und 
der  Influenzmaschinen  zu  bemerken.  In  einem  letzten  Abschnitte  sind 
die  Masseinheiten  physikalischer,  besonders  galvanischer  Grössen  in  ihrer 
gegenseitigen  Beziehung  zusammengestellt. 

In  einem  Anhang  wird  noch  die  kinetische  Theorie  der  Wärme  und 
die  neueste  Specnlation  über  Abstand  und  Grösse  der  kleinsten  Gastheile 
gegeben. 

Den  Schluss  des  Werkes  bildet  ein  Register  auf  22  Seiten,  jede  mit 
drei  Columnen ,  im  Ganzen  mit  mehr  als  3000  Zahlenangaben  nicht  blos 
der  Paragraphen-,  sondern  auch  der  Seitenzahlen.  Es  hat  diese  doppelte 
Angabe  den  grossen  Vortheil,  dass  ein  Druckfehler  der  einen  Zahl  durch 
die  andere  corrigirt  wird.  Uebrigens  ist  es  uns  bei  vielfältigem  Nach- 
schlagen des  Registers  nicht  gelungen,  einen  Druckfehler  in  den  Zahlen 
zu  finden. 

Jetzt,  nachdem  das  Werk  als  Ganzes  vorliegt,  kann  das  Urtheil  nur 
dahin  gefasst  werden ,  dass  es  als  Nachschlagebuch  jedem  Physiker  grosse 
Dienste  leisten  wird  und  dass  wir  es  mit  einem  sehr  verdienstlichen  Un- 
ternehmen zu  thun  haben,  dessen'  Benützung  nicht  genug  empfohlen 
werden  kann.  2bch. 


Orundzüge  der  Elektricitätslehre.    Zehn  Vorlesungen  von  D.  W.  v.  Beetz. 
Stuttgart,  Meyer  &  Zeller's  Verlag.     1878. 

Auf  einem  Raum  von  109  Seiten  gr.  8^  enthält  das  Schriftchen  in 
zwei  Vorträgen,  die  21  Seiten  in  Anspruch  nehmen,  die  Lehre  von  der 
Reibungselektricität  und  in  den  acht  folgenden  Vorträgen  die  Lehre  vom 
Galvanismus. 

Hinsichtlich  des  Zweckes  und  der  Stoffvertheilung  können  wir  das 
Wcrkchen  nicht  besser  charakterisiren ,  als  wenn  wir  die  Worte  des 
„Vorworts"  wiederholen:  „Die  Aufgabe,  welche  ich  mir  gestellt  hatte, 
war  durchaus  nicht,  die  Lehre  von  der  Elektricität  erschöpfend  vorzu- 
tragen, ebenso  wenig  die,  eine  Reihe  von  Vorschriften  zu  geben,  wie 
m^n    mit   elektriaeben   Apparaten    umzugehen    habe,    sondern   die,    das 
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Wichtigste  aus  der  ElektricitätBlehre  in  seinem  natürlichen  Zusammen - 
L  hift  darmBtellen  und  alles  Gegebene  dnrchaus  ans  den  vorgezeigten 
bperimenten  herzuleiten/*  n^^^  die  ins  Einzelne  gehende  Beschreibung 
fOB  HeBsapparaten  habe  ich  wenig  Zeit  und  Raum  verwendet ;  ich  habe 
ftwiben  immer  durch  schematische  Apparate  ersetzt/*  „So  ist  denn  ein 
ii  engen  Bahmen  zusammengedrängter  Abriss  der  Elektricitätslehre  ent- 
rinden, der  vielleicht  auch  manchem  andern  Leser  willkommen  sein 
wird,  sumal  da  viele  Versuche  von  der  üblichen  Form  abweichen.** 

IDt  Freuden  bekennen  wir,  dass  der  Verfasser  seinen  Zweck  durch 
dis  Werkchen  vollständig  erreicht  hat.     Waren  auch  die  zehn  Vorträge 
kiptiächlich    für  das  medicinische  Publikum  des   Verfassers  berechnet 
ud  konnten  demgemäss  einzelne  Hinweise  auf  gerade  medicinisch  wich- 
tige Dinge  nicht  umgangen  werden ,  so  erscheint  doch  auch  andererseits 
dieier  medicinische  Zweck   sehr  untergeordnet,   indem  nur  da  und  dort 
am  den  physikalischen  Gesetzen  das  für  den  Arzt  speciell  Wichtige  kurz 
all  Folgerung  hingestellt  ist. 

Eine  leichte,   lebendige  und  anschauliche  Darstellung  vereinigt  sich 

■ut  der  Fertigkeit,   Afiparate  und  Versuche  sehr  gut  ihrem  Zwecke  an- 

BvpiMen,    um   dem  Anfänger    das    erste  Studium   der   Elektricitätslehre 

leicht  und  angenehm   zu  machen  und   um   namentlich  auch  denjenigen, 

die  die  vox  viva  des  Verfassers  gehört  haben,   als  erfreuliches  Repetito- 

riim  zu  dienen.     Diejenigen  aber,   welche  in  dem  Studium  der  Elektri- 

ötitdehre  bereits  weiter  vorgedrungen   sind,   werden  in  der  originellen 

md  tnschaulichen  Einrichtung  der  beschriebenen  Vorlesungsapparate  und 

Venaehe  eine  erwünschte  Anregung  zu  eigenen  Constructionen  und  Un- 

temehungen   erhalten.     Es   giebt-  wenig  Compendien,   die  wir  mit  glei- 

diem  Genuss  gelesen  haben,   und  es  würde  uns  freuen,  wenn  der  Ver- 

'Veer  auch  die  anderen   Disciplinen   der  Physik  in   gleich   vorzüglicher 

v^eiee  dem  Publikum  zugänglich  machen  wollte. 

Preiberg,  den  24.  Juli  1878.  Th.  Köttbbitzsch. 


'^oht  über  den  historischen  Theil  der  internationalen  Ausstellung 
wisienschaftlicher  Apparate  in  London  im  Jahre  1876.  Von 
Dr.  E.  Gbrland  in  Kassel.  Mit  61  in  den  Text  eingedruckten 
Holzstichen.  Braunschweig,  Druck  und  Vorlag  von  Friedrich 
Vieweg  und  Sohn.     1878.     119  S. 

Ans  dem  Generalberichte  über  die  wissenschaftlichen  Apparate  der 

*^udoner  Ausstellung,  welchen  die  betheiligten  preussischen  Ministerien 

"■^eiten  Hessen,  ist  vorliegende  kleine  Schrift  als  Separatabdruck  ver- 

worden.      Dieselbe   hat   es   ausschliesslich   mit   der  berühmten 

^  merkwürdiger  Apparate  aus  dem  Gesammtgebietc 
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der  exacten  Wissenacbaften  zu  thun,  welche  im  Kensington  •  House  ver- 
einigt war.  Specialberichterstatter  für  diese  Abtheilung  war  der  auf  dem 
Boden  der  geschichtlich -physikalischen  Forschung  wohlbekannte  Dr.  6er- 
land,  von  dem  sich  gleich  anfangs  mehr  als  ein  trockner  Katalog  der 
aasgestellten  Gegenstände,  von  dem  sich  vielmehr  eine  die  historische 
Entwickelang  der  betreffenden  Fächer  an  der  Hand  der  Erfahrung  schil- 
dernde Gesammtskizze  erwarten  liess.  Diese  Erwartung  hat  denn  auch 
in  der  That  nicht  getrogen,  vielmehr  muss  die  Brochure  Gerland's  als 
ein  sehr  verdienstlicher  Beitrag  zur  Geschichte  der  Physik  und  an- 
gewandten Mathematik  bezeichnet  werden,  da  der  Verfasser  sich  nicht 
lediglich  auf  die  Beschreibung  der  einzelnen  wirklich  ausgestellten  In- 
strumente-beschränkt, sondern  jene  blos  als  das  Gerippe  seiner  Darstel- 
lung betrachtet  hat,  welches  er  dann  nachträglich  durch  Beiziehung  frem- 
der und  eigener  Untersuchungen  derart  überkleidete,  dass  wir  von  der 
allmäligen  Ausbildung  einer  Anzahl  wichtiger  Beobachtungs-  und  Mes- 
sungsmethoden  ein  recht  klares  und  übersichtliches  Bild  gewinnen. 

Den  Eingang  bildet  die  Geschichte  der  Maasse  und  Gewichte,  zu 
welcher  mehrere  sehr  interessante  englische  Originalurkunden  mitgetheilt 
werden;  aus  denselben  geht  die  bis  fast  in  die  neueste  Zeit  herein 
herrschende  Unsicherheit  in  volumenometrischen  Präcisionsbestimmungen, 
unter  der  besonders  im  Mittelalter  alle  bürgerlichen  Verhältnisse  so  unglaub- 
lich litten,  recht  deutlich  hervor.  Ob  es* gerade  nothwendig  war,  die  unqua- 
lificirbaren  Träuuxereien  Jener,  welche  das  altägyptische  Masssystem  mit  den 
Dimensionen  des  Erdkörpers  in  Beziehung  setzen,  in  einen  den  Umständen 
gemäss  so  gedrängten  Bericht,  wie  den  vorliegenden,  aufzunehmen,  dar- 
über wird  sich  streiten  lassen.  Den  l^aassen  schliessen  sich  naturgemäss 
die  Messvorrichtungen  an;  unter  den  Kathetometern  ist  das  Gray't^che 
Modell  von  1698,  dessen  Beobachtungswerkzeug  nicht,  wie  heutzutage 
üblich,  ein  Fernrohr,  sondern  vielmehr  ein  Mikroskop  war,  sowie  das 
durch  seine  Inhaber  Dulong  und  Petit  zu  einer  gewissen  Berühmtheit 
gelangte  Instrument  hervorzuheben.  Von  Seite  der  Universität  Leyden 
war  eine  Garnitur  B'Gravesan  de-Musschenbroek^scher  Demonstra- 
tionsapparate für  die  Lehren  der  elementaren  Statik  und  Dynamik  aus- 
gestellt. Auch  unter  den  ausgestellten  Uhren  befanden  sich  merkwürdige 
Stücke,  so  insbesondere  WoUaston^s  Metronom,  Galilei^s  Pendulen- 
modell,  über  welches  wir  uns  einige  Worte  noch  für  später  vorbehalten, 
und  vor  Allem  eine  aus  dem  Jahre  1348  stammende  Gewichtsuhr,  welche 
nach  dem  bekannten  Principe  Heinrich's  von  Wyk  eingerichtet  ist 
und  heute  noch  ihren  Dienst  thut.  Ein  Zeitmesser  von  ganz  ähnlichem 
Mechanismus,  als  dessen  charakteristischer  Bestandtheil  der  horizontale 
Balancier  gelten  kann,  befand  sich  noch  im  ersten  Viertel  dio^es  Jahr- 
hunderts auf  einem  der  Uhrthürme  von  Nürnberg.  Unter  den  Waagen 
der  Ausstellung  ragte  besonders  ein  Exemplar  der  altrömischen  Schnell- 
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«iigt  mit  Laufgewicht   hervor,    welches  in   England  aufgefunden   und 

MHt  elegant  gearbeitet  war.     An  die  Waagen  reiht  der  Verfasser  an 

ft  Drehwaagen,   welche   durch  einige  Fragmente  des  bekannten,   von 

Bailj  rar  Bestimmung  der  Erddichte  angewandten  Apparates  repräsen- 

tirt  waren,  und  die  Senkwaagen,   für  deren  Geschichte  sich  in  London 

HiiUuütigei  Material  vorfand.     Was  jedoch  historische  Einzelheiten  an- 

hi|t,  so   scheint    dem   Verfasser    die    grundlegende    Monographie    von 

Tkarot  (1869  als  Separatabdruck  aus  der  „Revue  arche'ologigue^'  erschie- 

Mi)  entgangen  bu  sein,  welche  er  denn  auch  unter  den  sehr  gewissenhaft 

mhift  gemachten  Quellenschriften  nicht  mit  aufführt.    Dort  würde  er  ge- 

Andsn  haben,  dass  das  erste  Aräometer  in  dem  angeblich  auf  Prise ia- 

III  lurfieksuführenden  „Carmen  de  ponderibtis'  beschrieben  wird.    Wahr- 

idieiDlich  mit  der  1603  in  Thölden's  „Haligraphia'^  zuerst  verzeich- 

MkSB  Salaspindel   ist  das   in  Schwenter's   „Math.  u.  philos.  Erquick- 

iluden'*   gelegentlich  erwähnte  Instrumentchen  identisch,    welches   der 

Aitor  von   einem  berühmten  Kriegsobersten   erhalten   haben   will.     Das 

Gewiehtsaräometer  ist  nach   Gerland   nicht  von  Monconys,   sondern 

^ei  Boberval  angegeben   worden,   doch  gelang  es  erst  Fahrenheit, 

JJMMBlben   sur  vollen   Brauchbarkeit  zu  verhelfen.     Von   hydraulischen 

Pkvuen  wies  die  Ausstellung  namentlich  das  Bramah^sche  Original  auf, 

TM  ToRichtungen  zur  Messung  der  Luftschwere  einen  sehr  ingeniösen, 

Tta  Feiice  Fontana  verfertigten  Selbstregistrator«     Es  folgt  die  ein- 

gdMnd  behandelte  Luftpumpe,  über  welche  wir  manches  Neue  erfahren. 

Qa  der  Verfasser  die  Angabe  des  Jahres,  in  welchem  Otto  von  Gue- 

rieke  seinen   mehrfach   missglückten    Fundamental  versuch   endlich  voll- 

^IMBBen  bU  Stande  brachte,  vergeblich  gesucht  hat,  so  erlauben  wir  uns, 

3in  iof  Hochheim' s  „Otto   von   Guericke  als  Physiker**  (Magdeburg 

^870)  hinzuweisen,   wo  (S.  4)   auf  Grund   des   allerdings  nur  spärlichen 

QueUenmaterials  das  Jahr  1650  genannt  wird.     Von  neuen  Aufschlüssen 

^^  Verfassers  heben   wir  den  hervor,   dass  nicht  Papin,  wie  man  ge- 

^Öhnlich  annahm,  sondern  Huygens  die  Luftpumpe  mit  dem  Teller  in 

▼%rbindung  setzte.     In  dieses  Capitel  gehört  ferner  noch  das  ^Sympiezo- 

''^^ter,  mittels  dessen  Despretz  die  Allgemeingiltigkeit  des  Mariotte- 

*^beii  Gesetzes  prüfte,  und  eine  1721  in  England  erfundene  „neue  Wasser- 

'^^»cbine   zum  Löschen   des  Feuers".     Die  Akustik  war  in  Kensington- 

Souae  nur 'sehr  stiefmütterlich  bedacht;    unser  Bericht,   in  welchem  nur 

einige  altägyptische   Pfeifen   und   einige   neuere   Apparate  zur  Messung 

der  Schallgeschwindigkeit  eine  Stelle  finden,  fertigt  dieselbe  nothgedrungen 

^uf  sehn  Zeilen  ab.     Jedenfalls  ist  es  auffallend,  dass  das  Vaterland  des 

Sprachrohrs    dieses    nützliche  Werkzeug  nicht  in   seinen  verschiedenen 

Kntwickelungsstadien  zur  Anschauung  gebracht  hat.     Um  so  reichhaltiger 

^^  das  optische  Fach  ausgestattet :  F i z e a u ' s  M essapparat ,  Schwerd^s 

und  dabei  doch  eigentlich  recht  wenig  bekanntes  Sternphoto- 
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meter,  s^Oravesande's  Uhrwerk -Heliostat,   Wollaston*s  Reflexions- 
goniometer vertreten  die  einleitenden  Abschnitte  dieser  Disciplin.     Dass 
die   Idee   des  Heliostaten,    den    nach   nnserer  Vorlage  Lieberkühn   im 
Jahre  1738  in  die  Praxis  eingeführt  hat,   auf  eine  weit  ttltere  Zeit  hin- 
weist,  geht   aus  einer  Stelle  der  Heron' sehen  Katoptrik  hervor  (Can- 
tor*s  „Agrimensoren",  S.  19).     Für  die  Geschichte  der  Linsen  und  der 
aus  ihnen  zusammengesetzten  Sehwerkzeuge,  Fernrohre  und  Mikroskope, 
ist   hier  viel  Stoff  zusammengebracht.     Auch  Herr  Gerland  kommt  sei- 
nerseits  zu   dem  von  Henri  Martin  definitiv  festgestellten  Ergebnisse, 
dass    dem   gesammten   Alterthum   derartige   Vorrichtungen   gänzlich    fern 
lagen,  womit  natürlich  nicht  ausgeschlossen  ist,  dass  man  nicht  die  Eigen- 
schaften geschliffener  Gläser  als  Brenn-  und  Vergrösserungslinsen  einiger- 
massen   kannte.     Für  Letzteres   scheinen   uns  auch  die  kunsthistorischen 
Forschungen  Lessing's   zu   sprechen.     Unter   den  ausgestellten  Linsen 
befand  sich  auch  die  bekannte  von  Bregens  angefertigte,  welche  gegen 
das   Ende   des  XVH.  Jahrhunderts   die   ersten   glücklichen   Experimente 
bezüglich   des  Verflüchtigens  kleiner  Diamanten  ermöglichte.     In  Sachen 
der  eigentlichen  Erfindungsgeschichte  der  Vergrösserungsapparate  schliesst 
sich  der  Verfasser  an  vanSwinden*s,  resp.  MolTs  massgebende  Studien 
an,  ohne  dieser  beiden  Gelehrten  indess  Erwähnung  zu  thun;  dieselben 
haben  festgestellt,  da^s  das  erste  zusammengesetzte  Mikroskop  1590  von 
den  beiden  Janssen  construirt,  das  Fernrohr  dagegen  von  Jakob  Me- 
tius,   einem   Bruder   des   bekannten   Mathematikers,    ersonnen   und   von 
Lippershej    praktisch    ausgeführt    worden   ist.      Vorhanden    waren    in 
London    zwei    Originalfernrohre    Galilei^s,    drei   Exemplare    des    von 
Schyrle   de   Keita  angegebenen  Erdfernrobrs,   die  Photographie  einer 
Linse,    deren   sich  Huygens  bei  seinen  Forschungen  über  das  Saturn- 
system bediente,  das  von  Newton  selbst  hergestellte  Teleskop,  welches 
behufs  bequemer  Einstellung  tangential  auf  einer  frei  beweglichen  Kugel 
angebracht   ist,    endlich  mehrere  Reflectoren  von  Herschel  und  dessen 
Maschine    zum   Spiegelpoliren.      Unter    den    Mikroskopen   interessirt   ein 
solches  von  Leeuwenhoek   mit  ebenso  zierlicher,    als  sinnreicher  Ein- 
stellvorrichtung,    weiterhin    ein   Lieberkühn^sches   Mikroskop,    dessen 
man    sich    damals   bei   allen   anatomischen   und    physiologischen  Arbeiten 
bediente;    endlich   eine  Anzahl   neuerer   und  feinerer  Instrumente  dieser 
Art.     Nicht   minder   liegt    die    von   Wo  Ilaston    erfundene  Camera  lucida 
im    Original    vor.      Zur    Geschichte   der   Photographie   sind    Platten    von 
Daguerre,    John    Herschel,    Talbot,   Fizeau,    Beqiierel,    sowie 
moderne  astro  -  photographische  Bilder  ausgestellt;  erwähnt  werden  ferner 
Wheatstone's  katoptrisches  Stereoskop  und  diverse  NicoTsche  l'rismen. 
Ein  Raum  von  nicht  weniger  denn  11  Seiten  ist  den  Leuchttbürmen  ge- 
widmet,  und   in   der  That  ist  dieser,   vom  Verfasser  offenbar  mit  beson- 
derer Vorliebe  ausgearbeitete  Abschnitt  ein  rechtes  Cabinetsstück  glänzen- 
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Der  Leser  wird  aus  dieser  gedrängten  Uebersicht  ersehen,  dass  Ger- 
land^a  Beriebt  für  jeden  Gescbicbtsfrennd  eine  sehr  anziehende  Lecture 
bietet.  Die  ungewöhnliche  Belesenheit  des  Verfassers  gestattet  ihm  so- 
gar, manche  Mängel  des  englischen  Ausstellungskatalogs  sachgemäss  au 
verbessern.  Dem  Druck  der  Fremdwörter  und  Eigennamen  hätte  stellen- 
weise eine  grössere  Aufmerksamheit  gewidmet  werden  dürfen;  Entstel- 
lungen wie  Akademia  statt  Accademia,  Boekh  statt  Boeckh,  Yirtrirv  statt 
VitruV;  Hang  statt  Hauy  stören  den  Genuss  des  Lesens.  Dies  sagen  wir, 
wie  sich  wohl  von  selbst  versteht,  lediglich  im  Interesse  des  Buches, 
gerade  wie  wir  auch  auf  einzelne,  dem  Verfasser  entgangene  Belegschrif- 
ten nicht  deshalb  verwiesen,  um  an  der  tüchtigen  Leistung  zu  mäkeln. 
Nur  zu  gut  wissen  wir  aus  eigener  Erfahrung,  wie  schwierig,  ja  unmög- 
lich es  ist,  auch  bei  aller  Sorgfalt,  das  gesammte  Material  zu  kennen 
und  auszunützen. 

Eben  aber,  weil  wir  dies  wissen ,  ist  es  uns  nicht  recht  erfindlich, 
wieso  der  Verfasser  dazu  kommt,  in  einem  an  seinen  „Bericht"  unmittel- 
bar sich  anschliessenden  Aufsatze  der  Poggendorff^sch^n  „Annalen", 
welcher  sich  mit  der  Erfindungsgeschichte  der  Pendeluhr  beschäftigt,  es 
so  höchst  befremdlich  zu  finden,  dass  Referent  bei  seiner  eigenen  Be- 
arbeitung dieses  Gegenstandes  von  einer  Quellenschrift  Viviani*s  keinen 
Gebrauch  gemacht  hat.  Wir  haben  —  was  wieder  Herr  Gerland  nicht 
bemerkt  zu  haben  scheint  —  ausdrücklich  erklärt,  dass  wir  den  betref- 
fenden Brief  in  der  ihn  angeblich  enthaltenden  Sammlung  vergeblich 
suchten,  sowie  dass  uns  die  Nachricht,  derselbe  sei  auch  in  Albiri*8 
Galilei- Ausglühe  reproducirt,  zu  spät  zukam,  um  noch  geeignete  Ver- 
werthung  zu  finden.  Unsere  ausgesprochene  Absicht  in  diesem  ersten 
Theile  unserer  Abhandlung  war  die,  das  deutsche  Publikum  mit  den 
Forschungen  van  Swinden's  vertraut  zu  machen;  ob  dessen  von  uns 
adoptirte  Confundirung  des  Galil  einsehen  Zählwerkes  mit  dem  von  Vi - 
Viani  namhaft  gemachten  Selbstregulator  eine  so  höchst  gezwungene  ist, 
wie  unser  Gegner  annimmt,  darüber  werden  auch  nach  seiner  Publication 
die  Ansichten  noch  immer  auseinandergehen.  Das  Zeugniss  des  „letzten 
Schülers**  sind  wir  überhaupt  nicht  gewillt,  gar  so  hoch  anzuschlagen; 
was  diesem  an  äusserem  Muth,  für  das  verlästerte  Andenken  seines 
Meisters  einzutreten,  abging,  das  suchte  er  einzubringen,  indem  er  alle 
möglichen  wissenschaftlichen  Verdienste  auf  dessen  Haupt  vereinigte; 
Herr  Gerland  selbst  weist  ihm  (S.  51  des  Berichts)  eine  grobe  Unrich- 
tigkeit in  dieser  Hinsicht  nach.  Uebrigens  ist  Gerland' s  Resultat  kein 
neues:  Professor  Favaro  hat  in  d^n  Acten  des  venetianischen  Instituts 
bereits  eine  ganz  ähnliche  Ansicht  vertreten,  und  auch  Schreiber  dieses 
hat,  von  Herrn  Dr.  Wohlwill  in  dankenswerther  Weise  hierauf 
aufmerksam  gemacht,  im  Darboa^^HoüeT sehen.  „Bulletin**  bemerkt, 
dass  seine  früheren  /  Ergänzung  bedürftig  seien.  — 
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Dies  zur  notbwendigen  Klarstellung  der  Angelegenheit;  nicht  verkannt 
soll  werden  die  sachliche  Form  der  6 erlan duschen  Polemik  und  das 
entschiedene  Verdienst,  welches  auch  dieser  neueste  Beitrag  zu  einer  oft 
ventilirten  Frage  —  namentlich  in  Sachen  der  von  Wolf  postulirten 
Priorität  Bürgi's  —   ftlr  sich  beanspruchen  darf. 

Ansbach.  Dr.  S.  Günther. 


Lehrbuch  der  analytisohen  Oeometrie  und  Kegehohnitte.  Ein  Leitfaden 
beim  Unterricht  an  höheren  Lehranstalten,  von  Wilhelm  Mink, 
Oberlehrer  an  der  städtischen  Realschule  I.  Ordn.  zu  Crefeld. 

Der  Verfasser  des  in  der  Ueberschrift  bezeichneten  Werkchens  stellt 
sich  im  Vorwort  die  Aufgabe,  innerhalb  der  durch*  die  Anforderungen 
beim  Abiturient enezamen  gesteckten  Grenzen  einen  Leitfaden  für  den 
mathematischen  Unterricht  zu  liefern.  Man  kann  nicht  verkennen,  dass 
die  Darstellung  des  Herrn  Min k  eine  klare,  dass  die  Auswahl  des  Stof- 
fes eine  zweckmässige  ist  und  dass  die  an  rechter  Stelle  eingelegten 
Uebungsbeispiele  für  den  Schüler  anregend  sein  werden.  Demnach  hat 
der  Verfasser  seinen  Zweck,  ein  brauchbares  und  kurzes  (96  Octavseiten) 
Schulbuch  zu  liefern,  unzweifelhaft  erreicht. 

Die  Ausstellungen,  welche  Referent  zu  machen  hat,  liegen  gewisser- 
massen  alle  in  einer  Richtung.  Sie  sind  alle  aus  dem  Grundsatz  er- 
flossen,  dass  es  eine  Forderung  der  Pädagogik  an  den  höheren  Lehr- 
anstalten ist,  auch  im  Schulunterrichte  den  Anforderungen  strenger 
Wissenschaftlichkeit,  wenn  irgend  möglich,  zu  genügen. 

Es  ist  z.  B.  leicht,  auch  im  elementaren  Unterrichte,  sofern  es  sich 
nicht  um  die  unbegrenzte  Gerade  handelt,  das  Wort  Linie  ganz  zu 
vermeiden  und  durch  Strecke  zu  ersetzen.  So  darf  es  Seite  7  nicht 
heissen,  in  der  Gleichang  der  geraden  Linie  Jcc  +  Dy  +  C=0  sei  C 
eine  Gerade. 

Auf  Seite  5,  wo  von  der  Gleichung  einer  beliebigen  Linie  die  Rede 
ist,  wird  behauptet,  mau  könne  zu  jeder  willkürlich  gewählten  Abscisso 
die  (sie!)  zugehörige  Ordinate  bestimmen.  Wie  das  Folgende  zeigt,  will 
der  Verfasser  darlegen,  dass  es  im  Allgemeinen  möglich  sei,  einen  oder 
mehrere  reelle  oder  complexe  Werthe  zu  finden,  welche  statt  der  Ordinate 
in  die  Gleichung  eingeführt,  derselben  genügen. 

Seite  12  und  19  stösst  der  Verfasser  auf  Ausdrücke,  welche  eine 
(Quadratwurzel  enthalten.  Hier  kann  nicht  oft  genug  wiederholt  werden, 
dass   es  eigentlich  überflüssig  und  nur  ein  Schulbehelf  ist,    zu  schreiben 

4;  f/ft.  Denn  jede  Quadratwurzel  ist  von  Natur  doppeldeutig  und  jede 
f(r*onietrische  Interpretation  eines  algebraischen  Ausdrucks,  in  welchem 
inn  solches  Wurzelzeichen  vorkommt,  hat  damit  zu  beginnen,  dass  man 
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der  Wurzel  ein  bestimmtes  Vorzeichen  ertheilt.  Der  Verfasser  hat  ihr 
stillschweigend  das  positive  gegeben.  Nur  unter  diesem  Beding  ist  seine 
Darstellung  Seite  12  richtig. 

Die  Einführung  des  Imaginären  endlich  in  die  elementare  Geometrie 
ist  durch  die  Forschungen  der  letzten  Decennien  eine  so  klare  und  ein- 
fache Sache  geworden,  dass  Referent  dieselbe  in  einem  Schulbuche  mit 
Bedauern  vermisst.  Jede  Gerade  schneidet  den  Kreis  in  zwei  Punk- 
ten; aber  diese  Punkte  können  reell  und  verschieden,  reell  und  zu- 
sammenfallend oder  imaginär  sein.  Niemals  aber  bat,  wie  Seite  19 
behauptet  wird,  eine  Gerade  mit  einem  Kreise  nur  einen  Punkt  ge- 
meinsam, um  so  weniger,  als  im  weiteren  Verlaufe  die  Tangente  immer 
als  Grenzfall  der  Secante  erscheint. 

Brilon,  den  8.  August  1878.  Dr.  K.  Scuwerino. 
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Historisch-literarische  Abtheilung. 


Carl  Anton  Bretschneider. 

Ein  Gedenkblatt  für  seine  Freunde  und  Schüler 

Ton 

Alfred  Bretschneider, 

bersogL  AmtoMtOMor  in  Obrdmf. 


Carl  Anton  Bretschneider  wurde  geboren  am  27.  Mai  1808  bu 
Scbneeberg  im  säcbsischen  Erzgebirge  als  ältestes  Kind  des  dortigen 
Oberpfarrers,  späteren  Sachsen  -  gothaischen  Generalsuperintendenten  Dr. 
Carl  Gottlieb  Bretschneider  and  dessen  Ehefrau  Charlotte  geb.  Hauschild. 
Im  September  1808  wurde  Bretschneider* s  Vater  als  Superintendent 
nach  Annaberg  versetzt  und  der  Sohn  siedelte  sonach  als  etwa  vier 
Monate  altes  Kind  mit  dorthin  über.  Mit  gelehrten  und  Berufsarbeiten 
schon  damals  viel  zu  sehr  beschäftigt,  um  den  Unterricht  des  Sohnes, 
nachdem  derselbe  das  schulpflichtige  Alter  erreicht  hatte,  selber  leiten 
zu  können,  überliess  der  Vater  denselben  Privatlehrem ,  welche  indess 
den  durch  Kinderkrankheiten  in  seiner  ersten  Entwickelung  ohnehin  viel- 
fach gestörten  Knaben  nicht  erheblich  zu  fördern  vermochten.  Im  Jahre 
1816  verzog  Bretschneider*s  Vater  nach  Gotha  und  hier  wurde  der 
Knabe,  nachdem  er  noch  einige  Zeit  Privatunterricht  genossen ,  im  Jahre 
1818  der  soeben  neu  eingerichteten  untersten  (vierten)  Classe  des  dor 
tigen  Gymnasiums  zugeführt.* 

Das  Gothaische  Gymnasium  erfreute  sich  damals  mit  Recht  eines 
hervorragenden  und  weitverbreiteten  Rufes.  Männer  wie  Döring, 
Schulze,  Regel,  Kries,  Uckert,  Rost,  Wüstemann  u.^A.  waren 
theils  gleichzeitig,  theils  successive  Bretschneider^s  Lehrer.  Alle  diese 
Männer  waren  ausgezeichnete  Gelehrte.  Die  Anstalt,  an  der  sie  wirkten, 
hielt  sich  völlig  frei  von  der  Einseitigkeit,  nur  gute  Philologen  bilden 
zu  wollen.     Wennglfti^^  ^*^  -^*-in  Sprachen  al^ta  dieii  «t%\.«a  "^X^i*  Tii^öN.^-t. 
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den  Lehrgegenständen  einnahmen,  so  waren  doch  die  übrigen  Zweige 
des  menschlichen  Wissens  nicht  weniger  berücksichtigt  nnd  treffliche  Vor- 
träge über  Geschichte,  Geographie,  Mathematik,  Physik  n.  s.  w.  gaben 
den  Schülern  vielfach  Gelegenheit,  den  Geist  nnd  die  Hanptresultatc 
dieser  Wissenschaften  kennen  zn  lernen  nnd  sich  so  jene  Vielseitigkeit 
zn- erwerben,  welche  nnerlässliche  Bedingung  aller  wahren  Wissenschaft- 
lichkeit ist.  Auch  die  neueren  Sprachen,  als  die  französische,  englische 
nnd  italienische,  waren  nicht  vergessen ,  nnd  durch  einen  besondern  Cur- 
sus  im  Hebräischen  war  dafür  gesorgt,  die  Schüler  mit  dem  Geiste  der 
morgenländischen  Sprachen  wenigstens  einigermassen  bekannt  zu  machen. 
Wahren  Nutzen  von  all'  diesem  Segen  hatte  allerdings  im  Grunde 
nur  derjenige  Schüler,  welcher  den  Bestrebungen  der  Lehrer  selbstden- 
kend und  selbstthätig  entgegenkam.  Die  Lehrer  waren  nur  zum  kleinern 
Theil  zugleich  gute  Pädagogen.  Die  straffe  Disciplin  des  modernen 
Gymnasiums,  die  es  fertig  bringt,  selbst  den  Schwerfälligsten  und  Faul- 
sten zuletzt  noch  auf  den  Standpunkt  anständiger  Mittelmässigkeit  em- 
porzuschrauben, herrschte  nicht  und  manches  pinguc  ingenium  verkam. 
Dem  Strebsamen  dagegen  war  auch  Gelegenheit  gegeben ,  sich ,  ungestört 
in  seiner  Eigenart,  bis  zur  höchstmöglichen  Potenz  zu  entwickeln. 

Bretschneider  war  ein  strebsamer  Schüler,  ein  lebhafter,  offener 
Kopf,  doch  hatte  er  nicht  gleiche  Begabung  für  alle  Fächer,  neigte  viel- 
mehr frühzeitig  vorwiegend  nur  den  Realwissenschaften,  insbesondere  der 
Mathematik  zu.  Vor  der  Gefahr,  in  Einseitigkeit  zu  verfallen,  würde  ihn 
die  Schule  allein  nicht  bewahrt  haben;  dieselbe  abgewendet  zu  haben, 
ist  das  Verdienst  seines  Vaters.  Derselbe  griff*  zwar  auch  während  der 
Gymnasialzeit  seines  Sohnes  selbstthätig  in  den  Unterricht  desselben  nie 
ein,  controlirte  jedoch  den  Entwickelungsgang  des  Knaben  aufmerksam. 
Weit  entfernt,  die  Liebhabereien  seines  Sohnes  zu  stören,  war  er  den- 
selben im  Gegentheil  in  vielfacher  Weise  positiv  förderlich;  mit  unerbitt- 
licher Strenge  hielt  er  jedoch  darauf,  dass  das  Studium  der  Geschichte 
und  der  Sprachen,  insbesondere  der  klassischen,  nicht  vernachlässigt 
werde.  Während  er  es  z.  B.  bereitwilligst  geschehen  Hess,  dass  der  Sohn 
Privatunterricht  in  der  Mathematik,  im  Situationszeichnen,  sogar  im  Feld- 
messen nahm  und  während  er  den  Hang  desselben  zu  mathematischer, 
physikalischer,  geographischer  Privatlecture  durchaus  nicht  störte,*  Hess 
er   ihm  gleichzeitig,    ein  Zurückbleiben  des  Knaben  im  Lateinischen  bc- 


♦  Bretschneider  las  als  Schüler  seichte  ünterhaltungelecture  fast  nie,  da- 
gegen alle  Werke  des  ebenerwähnten  Inhalts,  deren  er  nur  habhaft  werden  konnte. 
Sommer 'b  ,,Gemälde  der  physischen  Welt"  verschlang  er  mit  Andacht;  später 
gerieth  er  auf  Zach 's  „Oeographische  Ephemeriden"  und  deren  Fortsetzung,  die 
„Monatliche  Correspondenz**.  Letztere  beiden  Werke  hat  er  sich,  um  deren  Inhalt 
Mich  dauernd  zu  sichern,  eifrigst  ezcerpirt,  zum  Theil  vollständig  abgeschrieben. 
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■irkend,    lange   Zeit   hindurch  hesondere  Nachhilfe   in   dieser  Sprache 
jucb  den  ihm  eng  befreundeten  Döring  ertheilen. 

Zo  Oute  kam  Bretschneider  überhaupt  in  hohem  Grade  der  in- 
aige  geistige  Verkehr,  in  .welchem  sein  Vater  mit  den  meisten  Lehrern 
fa  Ojmnasiimis  stand,  und  nicht  minder  seines  Vaters  eigene  umfas- 
Kide  wisaenschaftliche  Bildung.  Bretschneidcr's  Vaterhaus  war  in 
6«tha  eine  Heimstätte  alles  höheren  geistigen  Lebens  in  Wissenschaft 
nd  Kunst  —  nicht  zum  Mindesten,  was  die  Pflege  der  Musik  anlangt, 
si  welcher  Bretschneider  frühzeitig  ein  erstaunliches  Talent  ent- 
wickelte* — ,  und  dass  diese  Atmosphäre  den  Knaben  acht  Jahre  lang 
gUehmSuig  umgab,  hatte  die  äusserst  wohlthätige  Folge  für  ihn,  dass 
er  bei  seinem  Abgange  zur  Universität  gegen  alle  Einflüsse  niedrigen, 
oberflichlicben  und  materiellen  Wesens  vollständig  gefeit  war  und  tieferer 
Geistes-  und  Herzensbildung  sich  rühmen  konnte,  als  viele  seiner  Com- 
ailitonen. 

Auf  sein  Talent  für  die  Mathematik  zurückzukommen,   so  erkannte 
diüolbe  bald  der  hellblickende  Kries.     Er  war  es,  der  aus  Freundschaft 
ftr  den  Vater  des  Knaben   und   mächtig  angezogen   von   des  Letzteren 
regem  Eifer  ihm  bis  zu  seinem  Abgang  von  der  Schule  in  uneigennützig- 
ster Weise   privatim  förderlich  war  und  ihn ,   bei  seinen  mathematischen 
Studien    besonders   thätig   eingreifend,    weit  Über   die   Grenzen   hinaus- 
leitete,  welche    der   Oymnasialunter riebt   vernünftigerweise   sich   stecken 
konnte.     Die  zum  Theil  noch  vorhandenen  Elaborate  Bretschneider^s 
ftiu  jener  Zeit   y^eisen   nach,   dass  der  bei  seinem  Abgange  zur  Univer- 
'itlt  kaum   18jährige   Jüngling    in   der   Mathematik   damals  bereits   auf 
einem  Standpunkte  stand,  der  das  Verhältniss  zwischen  ihm  und  Kries 
AUS  dem  eines  Schülers  zum  Lehrer   fast  schon   in   das   zweier  vereint 
strebender  Jünger  der  Wissenschaft  verwandelt  gehabt  haben  muss.   Bret- 
schneider hat  Kries   bis  an  dessen  Lebensende  unveränderliche  Ehr- 
'tirclit  gezollt  und  ihm  sein  erstes  grösseres  Werk  (das  ,fLehrgebäude  der 
■niederen  Geometrie")  „aus  Dankbarkeit  und  Liebe**  gewidmet. 

Die  Zeit    kam   heran,    wo  Bretschneider   zum   Abgang  von    der 
Schule  reif  war.     Eigentlich   schon    im  October  1825  hätte  er  sich  zum 


^  Ein  redendes  BeiRpiei  für  die  oft  aufgeßtellte  Behauptung,  dass  Mathematik 
^uid  Musik  eng  verwandte  DiBciplinen  seien.    Für  Musikverständige  sei  hier  die 
Thataache  mitgetheilt,  dass  Bretschneider  als  14 jähriger  Knabe  in  den  öffent- 
lichen Abonnementsconcerten,  die  damals  im  Gasthof  „zum  Mohren**  in  Gotha  die 
dortige  musikaÜBche  Welt  allwinterlich  regelmässig  vereinigten,    Compositionen 
^®  <laB  C  cJur- Coneert  von  Mozart  Nr.  17   und  das  D  dur- Concert   von  Aloys 
^^ttiidt  unter  dem  ungetbeilten  Beifall  der  Sachkenner  zum  Vortrag  brachte.    Sein 
^r  inhibirte  dieses  öffentliche  Auftreten  bald  aus  Besorgnisa,  dass  einer  —  gar 
5^t  forhandenen  —  Eitelkeit  des  Knaben  dadurch  Vorschub  geleistet  woMi^m 
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Abiturienten ezamen  melden  können.  Seines  jugendlichen  Alters  halber 
hielt  ihn  sein  Vater  indessen  bis  Ostern  1826  znrück,  wo  er  denn  das 
Examen  in  allen  Fächern  mit  Auszeichnung,  in  der  Mathematik  ganz 
vorzüglich  bestand. 

Nun  trat  ein  Wendepunkt  in  Bretschneider^s  Leben  ein,  der  für 
seinen  ganzen  zukünftigen  Entwickelungsgang  von  tiefeinschneidender 
Bedeutung  war. 

Bretschneider's  Vater  war  bei  all'  seinem  eminent  Wissenschaft- 
liehen  Sinne  doch  auch  ein  praktischer,  so  zusagen  auf's  Nüchterne  ge- 
stellter Kopf  —  ein  Dualismus,  der  ihm  selbst  in  seiner  Lebensstellung 
die  schönsten  Früchte  getragen,  seinen  Sohn  aber  entschieden  geschädigt 
hat.  Wohl  mag  der  abgehende  Jüngling  den  Wunsch  geäussert  haben, 
sich  seiner  Lieblingswissenschaft  und  den  ihr  verwandten  Disciplinen  voll 
widmen  zu  dürfen  —  Genaueres  ist  hierüber  nicht  bekannt  — ;  sein 
Vater  aber  —  dies  steht  fest  —  glaubte,  dass  vor  allen  Dingen  ein  so- 
genanntes Brod Studium  betrieben  werden  müsse,*  und  ein  solches  ver- 
mochte er  im  Studium  der  Mathematik  nicht  zu  erkennen.  Er  hatte 
damit  zwar  so  absolut  Unrecht  nicht.  Die  Real  Wissenschaften  lagen 
damals  noch  sehr  im  Argen,  Derjenigen,  denen  es  gelungen  war,  an  der 
Hand  derselben  eine  n»ch  damaligen  Begriffen  sichere  und  angesehene 
Stellung  zu  erlangen,  waren  verhältnissmässig  nicht  viele.  Doch  beging 
Bretschneider's  Vater  den  doppelten  Fehler,  dass  er  einerseits  das  auch 
damals  schon  für  den  Unbefangenen  deutlich  wahrnehmbare  Wachsen 
der  Bedeutung  der  Realien  vollständig  übersah  und  •  andererseits  das 
Talent  seines  Sohnes  für  dieselben  weit  unterschätzte.  Auf  die  ihm  un- 
sicher scheinenden  Erfolge  des  Letzteren  mochte  er  nicht  Alles  geradezu 
ausgesetzt  sehen,  sondern  war  der  Meinung,  dass  sein  Sohn  zunächst 
auf  möglichst  rasch  zum  Ziele  führende  Weise  irgend  eine  Staats  stelle 
zu  erlangen  suchen  müsse,  wobei  er  sich  der  .Hoffnung  schmeichelte,  dass 
gerade  die  Bewandertheit  desselben  in  den  Realwissenschaften  ihn  der- 
maleinst ganz  besonders  befähigen  werde,  eine  höhere  Stellung  in  einem 
Staatswesen  mit  Erfolg  auszufüllen.  „Mein  Sohn  bat  die  schönsten 
Kenntnisse  zu  einem  Regierungsrath"  war  eine  wohlverbUrgte  Aeusserung 
von  ihm  im  vertrauten  Freundeskreise.  Aus  diesen  Erwägungen  heraus 
legte  er  dem  Sohne  ans  Herz  —  um  nicht  zu  sagen:  schrieb  ihm  vor  — , 
die  Rechtswissenschaft  zu  studiren;  dann  werde  es  ihm,  so  meinte  er, 
nicht  fehlen  können.  Und  der  Sohn?  Er  ordnete  sich  dem  bestimmt 
geäusserten  Willen  des  von  ihm  hoch  und  wahrhaft  verehrten  Vaters  unter. 

Alte  Anhänglichkeit  an  sein  Vaterland  Sachsen,  zahlreiche  Bekannt- 
schaften unter  der  Gelehrtenwelt  Leipzigs  und  andere  Umstände  privater 


*  Bret8chneider*8  Vater   bezog  zwar  einen  ansehnlichen  Gehalt,  besass 
Jsdoeh  ageneB  Vermögen  nicht. 
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Natur  bestimmten  den  Vater,  die  Mnsenstadt  an  der  Pleisse  als  diejenige 
Universität  auszuwählen,  die  der  Sohn  beziehen  sollte.  Hier  fand  sich 
noch  ein  Hinderniss.  Wer  damals  in  einem  thüringischen  Staat  ernesti- 
nischer  Linie  angestellt  werden  wollte,  musste  die  Landesnniversität  Jena 
besuchen  oder  einen  nicht  leicht  zu  erlangenden  Dispens  erwirken.  Letz- 
teres wurde  dem  Vater  bei  seinem  Eiufluss  auf  die  höchsten  Stellen >nicht 
schwer;  der  Form  Rechnung  zu  tragen,  Hess  er  den  Sohn  in  Jena  als  Studio- 
sus juris  immatriculiren  und  dann  zog  Letzterer,  mit  der  Jenenser  Matrikel 
und  dem  Dispens  in  der  Tasche,  nach  Leipzig.  Hier  liess  er  sich  noch- 
mals immatriculiren.  Er  hatte  den  ernstlichen  Willen,  sich  seinem  Vater 
zu  Liebe  zum  Juristen  auszubilden,  dabei  aber  den  Hintergedanken, 
nebenbei  seine  mathematischen  und  naturwissenschaftlichen  Stadien  der- 
art fortzutreiben,  dass  er  nöthigenfalls  immer  noch  im  Stande  sein  würde, 
bei  sich  bietender  Gelegenheit  „umzusatteln*'.  Ein  wahrhaft  heroischer 
Entschluss,  dem  die  ebenso  heroische  Ausführung  frischweg  folgte !  Cha- 
rakteristisch ist  in  dieser  Beziehung,  was  Bretschneider  in  einer  vor- 
liegenden Aufzeichnung  aus  dem  Jahre  1835  (wo  er  die  juristische  Car- 
ri^re  definitiv  verliess)  von  sich  sagt: 

„Mussten  nun  auch  infolge  dieses  Entschlusses  die  mathematischen 
und  naturwissenschaftlichen  Studien  gegen  die  juristischen  in  den  Hin- 
tergrund treten,  so  konnte  ich  mich  doch  keineswegs  entschli essen,  sie 
gleich  aufzugeben ;  vielmehr  diente  mir  die  Beschäftigung  mit  denselben 
dazu,  mich  von  den  mühseligen  juristischen  Studien  zu  er- 
holen und  neue  Kräfte  zu  neuen  Anstrengungen  zu  sam- 
meln.** 

Bretschneider  hörte  mit  Fleiss  und  Erfolg  sämmtliche  vorgeschrie- 
bene juristische  CoUegien  und  noch  mehr,  als  diese,*  denn  sehr  bald 
stand  bei  ihm  die  Idee  fest,  sich  nach  absolvirter  Universitätszeit  —  es 
waren  von  vornherein  vier  Jahre  zum  Studium  bestimmt  —  als  Docent 
in  der  juristischen  Facultät  zu  habilitiren.  Er  fürchtete,  bei  dereinsti- 
gem  Eintritt  in  den  praktischen  Justizdienst  Zeit  und  Gelegenheit  zu 
verlieren,  seinen  Lieblingsstudien  so,  wie  es  ihm  Bedürfniss  war,  nebenbei 
obliegen  zu  können,  wollte  zu  letzterem  Endzwecke  jedenfalls  mit  der 
belebenden  Atmosphäre  der  Leipziger  Hochschule  in  Berührung  bleiben 
und  trug  sich  mit  der  Hoffnung,  endlich  noch  einen  Anlass  zu  finden, 
ans  der  juristischen  in  die  philosophische  Facultät  überzugehen.  Nur  in 
den  ersten  Semestern  seines  Leipziger  Aufenthalts  hörte  er  neben  den 
juristischen  noch  andere  Collegia,  namentlich  Differential-  und  Integral- 
rechnung bei  Brandes,  Weltgeschichte  bei  Beck,  auch  einen  vollstän- 


*  Adolph  Schilling,  Otto,  Heimbach,  Stöckhardt,  Bruno  Schil- 
ling, Weiske,  Weisse,  Held,  Klien,  Einert,  Pölitz  waren  seine  Universi- 
tätsiehrer  a^ '  *  '^««towiMenschafÜichem.  Qi^\a!^\i^. 
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digen  Cursns  der  Philosophie  bei  Krag;  später  mnsste  er  dies 'der  Col- 
lision  mit  den  juristischen  Collegien  halber  aufgeben  und  stndirte  ledig- 
lich privatim  in  der  Mathematik  und  den  verwandten  Disciplinen  weiter, 
dabei  beständig  berathen  und  unterstätzt  von  Brandes,  der  auf  den  talent- 
vollen Studenten  besonders  aufmerksam  geworden  war,  von  seinen  Plänen 
bald  Kenntniss  erlangte,  ihm  seine  bedeutende  Bibliothek  zur  unbeschränk- 
ten Verfügung  stellte  und  seine  Häuslichkeit  erschloss.  Zwischen  Beiden 
stellte  sich  nach  und  nach  ein  sehr  angenehmes  Verhältniss  her,  ähnlich 
wie  das  zwischen  Bretschneider  und  Kries,  anmuthender  noch  um 
deswillen,  weil  Brandes  und  dessen  hochgebildete  Gattin  den  jungen 
Studenten  auch  in  seinem  Privatleben  in  höchst  taktvoller  und  späterhin 
oft  von  ihm  gerühmter  Weise  leiteten  und  zu  feineren  Lebensanschau- 
ungen und  Umgangsformen  unmerklich  heranbildeten. 

Gedacht  muss  hier  auch  der  Beziehungen  Bretschneider^s  zu  dem 
Astronomen  Möbius  werden.  Bei  diesem  hatte  Bretschneider  im 
ersten  Semester  schon  belegt;  das  betreffende  Colleg  kam  jedoch  nicht 
zu  Stande.  Dagegen  nahm  Möbius  Gelegenheit,  Bretschneider  bei 
dessen  Besuchen  auf  der  Leipziger  Sternwarte  persönlich  an  sich  heran- 
zuziehen ,  gewann  ihn  lieb ,  Hess*  ihn  nach  Belieben  in  der  Bibliothek  der 
Sternwarte  schalten  und  hat  ihm  sein  Wohlwollen  vielfach  in  fördersamer 
Weise  bethätigt. 

Mit  welchem  Erfolge  Bretschneider  trotz  angestrengter  Thätigkeit 
auf  dem  Felde  der  Juristerei  seinen  Privatstudien  oblag,  dafür  zwei  Bei- 
spiele. Schon  im  ersten  Universitätsjahre  siegte  er  bei  einer  mathemati- 
schen Preiebewerbung  —  um  das  sogenannte  Tri  er' sehe  Stipendium  im  Be- 
trage von  300  Thalem  —  über  einen  Concurrenten ,  einen  armen  Stu- 
denten aus  Freiberg  in  Sachsen ,  dem  er  indess  generöserweise  die  Hälfte 
der  genannten  Summe  überliess.  Und  ferner:  im  Sommer  1827  ernannte 
ihn  die  philosophische  Facultät  auf  Brandes'  und  Möbius*  Vorschlag 
nach  erfolgtem  Ableben  des  damaligen  Adjuncten  an  der  Uuiversitäts- 
sternwarte  zu  dessen  Nachfolger  —  eine  Stelle,  welche  Bretschneider 
jedoch  auf  ausdrücklichen  Befehl  seines  Vaters,  der  von  der  Bedeutung 
derselben  wohl  eine  ganz  falsche  Vorstellung  haben  mochte  (sie  war  aller- 
dings nur  mit  180  Thalern  dotirt)  refüsiren  musste.  Traurigen  Herzens 
gab  Bretschneider  die  diesbezügliche  Erklärung  ab;  sein  Eifer  für  seine 
Lieblingswissenschaften  wurde  jedoch  dadurch  keineswegs  geschwächt. 

Die  vierjährige  Studienzeit  neigte  zu  Ende  und  Bretschneider 
ging  daran,  sich  als  Docent  zu  habilitiren,  zu  welchem  Schritte  er  die 
Genehmigung  seines  Vaters  übrigens  für  sich  hatte.  Es  ward  dazu  die 
Würde  eines  Baccalaureus  der  Rechte  erfordert,  welche  nur  durch  eine 
öffentliche  Disputation,  sowie  durch  ein  mündliches  und  schriftliches  Exa- 
men in  den  Rechtswissenschaften  erworben  werden  konnte.  Allen  diesen 
ErforderDisBen  genügte  Bretschneider  und  am  5.  Juli  1830  wurde  er 
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geistigen  Standpunkt  Vieler  emporgehoben  hat,  die  das  Leben  in  der 
Folge  in  seine  Nähe  stellte. 

Bretschneider  lebte,  wie  sieh  leicht  denken  lässt,  vollständig 
neu  auf.  Seine  Gesundheit  kräftigte  sich,  er  verheirathete  sich  noch  im 
Jahre  1836.  Oltickliche  Beziehungen  zum  elterlichen  und  schwiegerelter- 
lichen Hause  und  vielleicht  auch  die  Furcht  vor  dem  Leipziger  Klima 
Hessen  ihn  1838  einen  Ruf  als  Professor  der  Mathematik  an  der  Nicolai- 
schule zu  Leipzig  ausschlagen,  das  Interesse  an  der  Anstalt,  der  er  an- 
gehörte, in  derselben  Zeit  eine  Vocation  an  das  Gothaische  Gymnasium. 
Neben  seinem '  Lehrerberuf ,  dem  er  mit  Feuereifer  oblag,  schriftstellerte 
er  fortab  fleissig.  Eine  ganze  Reihe  von  Aufsätzen  inserirte  er  dem 
damals  ins  Leben  getretenen  Grün  er  tischen  „Archiv'^  und  dieselben 
haben  zur  Begründung  des  Rufes  dieser  Zeitschrift  nicht  unerheblich  bei- 
getragen. Auch  eine  höchst  praktische  „ProductentafeP'  gab  er  in  jener 
iSeit  heraus  (s.  den  Anhang). 

Im  Jahre  1839  wurde  er  ständiger  Mitarbeiter  der  Darmstädter  „All- 
gemeinen Sctiulzeitung*',  hat  jedoch  die  Thätigkeit  an  diesem  Blatte, 
dessen  Zwecke  mit  seinen  Neigungen  weniger  zusammenfielen,  bald  wie- 
der eingestellt. 

Im  Jahre  1844  erschien  sein  erstes  grösseres  Werk,  das  „Lehr- 
gebäude der  niederen  Geometrie*'  (Jena,  bei  Friedrich  Frommann).  Von 
kundiger  Seite  ist  wohl  behauptet  worden,  dass  dieses  Buch  weniger  ein 
Lehrbuch  für  Anfänger,  als  ein  Handbuch  zum  Selbststudium  für  Solche 
sei,  die  zur  Mathematik  von  innen  heraus  und  durch  das  Talent  getrie- 
ben würden.  Wohl  mag  es  mehr  enthalten,  als  gemeiniglich  von  den 
Lehrern  der  Mathematik,  namentlich  auf  Gymnasien,  den  Schülern  ge- 
boten zu  werden  pflegt  und  geboten  werden  darf,  auch  mag  dasselbe 
wesentliche  Abweichungen  von  dem  bis  dahin  üblich  Gewesenen  über- 
haupt enthalten.  Doch  ist  zu  bedenken,  dass  Bretschneider  bei  Ab- 
fassung des  Buches  aus  äusseren  Gründen  sich  vielfach  den  Anschau- 
ungen seines  Directors,  des  nunmehr  verstorbenen  Dr.  Traugott  Mül- 
ler, unterordnen  musste,  und  dass  doch  auch  aus  dem  Buche  selber  für 
den  Sachverständigen  ohne  Weiteres  hervorgeht,  dass  der  Verfasser  in 
demselben  zunächst  dem  Lehrer  in  streng  systematischer  Folge  den  zu 
verarbeitenden  Stoff  vollständig  darbieten  wollte,  dabei  aber  voraussetzte, 
dass  der  Masse  der  Schüler  nur  das  leicht  auszuscheidende  Allgemeine 
deducirt,  die  Fülle  der  zum  Theil  höchst  feinen  Einzelheiten  aber  ledig- 
lich dem  —  nöthigenfalls  privaten  —  Austausch  zwischen  dem  Lehrer 
und  den  strebsamen  und  talentvolleren  Schülern  vorbehalten  blei- 
ben müsse. 

Als  Curiosum  sei  hier  erwähnt,  dass  Bretschneider  in  späte- 
ren Jahren  mit  einer  Art  von  Behagen  constatirt  hat,  wie  Abschnitte 
Mtuf  den  ,,£riFeitejmngen'*  betitelten  Theilen  seines  Buches  sammt  allen 
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abermals ,  nur  in  glücklicherer,  knapper  gewählter  Form  vollwiegend  zur 
Geltang  bringt. 

Im  nämlichen  Jahre  widerfahr  Bretschneider  die  Ehre,  zam  wirk- 
lichen Mitgliede  des  natarwissenschaftlichen  Vereins  für  Sachsen  and 
Thüringen  in  Halle  ernannt  za  werden. 

Bis  zam  Jahre  1870  erschien  ein  neaes  grösseres  Werk  aas  Bret- 
schneider's  Feder  nicht  wieder.  Nichtsdestoweniger  widmete  er  aach 
in  dieser  Periode  seines  Lebens  die  Zeit,  welche  ihm  der  eigentliche 
Beraf  übrig  Hess,  anaasgesetzter  wissenschaftlicher  Thatigkeit.  Abgesehen 
davon,  dass  er  die  verschiedenen  sich  nöthig  machenden  neaen  Aaf lagen 
seines  geographischen  Leitfadens  besorgte  and  verschiedene  zerstrente 
Abhandlungen  schrieb,  arbeitete  er  nach  and  nach  eine  zweite  Aaf  läge 
seines  „Lehrgebäades  der  niederen  Geometrie'*  aas,  welche  zwar  bei 
seinen  Lebzeiten  nicht  zur  Publication  gelangt  ist,  jedoch  im  Mauuscript 
drackfertig  vorliegt  and  eine  zum  Theil  gänzlich  veränderte  Bearbeitang 
nnd  Anordnung  des  Stoffes  nachweist,  and  bereitete  vor  allen  Dingen 
sein  letztes,  geradezu  epochemachendes  Werk  vor,  das  1870  bei  B.  G. 
Teubaer  in  Leipzig  erschienene  Buch:  „Die  Geometrie  und  die  Geometer 
vor  Euklides,  ein  historischer  Versuch",  eine  Schrift,  welche  Bret- 
schneider allezeit  einen  geachteten  Namen  in  der  mathematischen  Walt 
sichern  wird. 

Die  Entstehungsgeschichte  dieses  Buches  weist  auf  die  Schicksale 
der  Anstalt  zurück,  bei  welcher  Bretschneider  im  Jahre  1836  als 
Lehrer  eintrat. 

Das  „Realgymnasium"  (dies  war  der  officielle  Titel  der  Anstalt) 
bestand  bis  zum  Jahre  1859  als  selhstständiges  Bilduugsinstitut  fort,  war 
bis  dahin  allmälig  zu  einer  sechsclassigen  Anstalt  erweitert  worden  und 
hatte  einmal  das  Directorat  gewechselt;  im  Jahre  1844  nämlich  hatte 
dasselbe  an  Stelle  des  einem  Rufe  nach  Wiesbaden  folgenden  Dr.  Trau- 
gott  Müller  der  bisherige  Director  der  höhern  Bürgerbchule  zu  Aschers- 
leben, Friedrich  Wilhelm  Looff,  übernommen.  Eine  Reihe  theils 
eigenthtimlicher  Umstände,  deren  Darlegung  in  eine  Geschichte  der  An- 
stalt, nicht  in  diese  Zeilen  gehört,  veranlasste  das  herzogl.  Staatsmini- 
sterium zu  Gotha  im  Jahre  1859,  die  Anstalt  mit  dem  „Gelehrten  Gym- 
nasium" zu  einem  Ganzen  unter  dem  Namen  „Gymnasium  Emestinum" 
und  unter  dem  Directorat  des  aus  Posen  berufenen  Dr.  Joachim  Mar- 
quardt,  eines  Philologen  von  anerkanntem  Rufe,  zu  verbinden.  Bret- 
schneider kam  von  diesem  Zeitpunkte  ab  wieder  in  innigere  Berührung 
mit  einer  ganzen  Reihe  von  Männern,  w^che  vornehmlich  den  Geist  des 
klassischen  Alterthums  cultivirten.  Sein  Interesse  an  diesem  unvergäng- 
lichen Urquell  aller  wahren  Bildung,  welches  nur  geschlummert  hatte, 
aber  nichts  weniger  als  abgestumpft  war,  erwachte  zu  neuem  Leben.  Es 
reruraaehte  ihm  inniges  Behagen,   dass  sein  Director  and  seine  neuen 
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Cdkgen  in  ihm  einen  Mann  fanden,  der  seine  Griechen  und  Römer  noch 
tBittndsloa  las  und  verstand;  der  Zufall  führte  ihn  auf  nähere  Beschäf- 
tigung mit  Montncla's  Pnblicationen  über  die  vorenklidische  Oeometrie, 
er  bm  an  der  Ueberzengnng ,  dass  dieselben  verschiedener  Richtigste!- 
hngen  bedfiHtig  seien,  die  Neuheit  der  Sache  reizte  ihn,  die  reiche,  von 
ikm  lelber  grösstentheils  ganz  neu  geordnete  Bibliothek  des  Gymnasiums 
lieferte  ihm  sahireiche  Quellen  zu  den  einschlägigen  Studien,  das  Feh* 
lende  sachte  er  theils  in  der  Bibliothek  des  Friedenstein  aus  dem  Staube 
der  Jahrhunderte  zusammen ,  theils  verschaffte  er  es  sich  durch  seine 
üigebreitete  Bekanntschaft  in  der  gelehrten  Welt,  und  so  entstand  nach 
ud  nach  das  Hanuscript  zu  jenem  historisch -kritischen  Werke,  das 
BretBchneider's  Namen  noch  an  der  Schwelle  des  Greisenalters  plötz- 
liek  weit  Aber  die  Grenzen  des  deutschen  Vaterlandes  hinaus  bekannt 
mehte.  Es  wäre  überflüssig,  hier  noch  ein  Wort  Über  die  Bedeutung 
eher  Arbeit  hinzuzufügen,  welche  gerade  in  dieser  Zeitschrift  (Bd.  XVI, 
Literttarztg«  S.  65—70)  eine  eingehendere  lobende  Besprechung  erfuhr; 
dii  tber  kann  'gesagt  werden:  Es  ist  lebhaft  zu  bedauern,  dass  Bret- 
ichneider  nicht  in  früheren  Jahren  dazu  gelangt  ist,  die  historische  Seite 
winer  Wissenschaft  zu  cultiviren;  er  würde  Bedeutendes  geleistet  habeo 
ind  die  Frucht  seiner  umfassenden  Geistesbildung,  die  namentlich  auch 
die  formale  Seite  der  Klassicität  in  sich  begriff,  würde  ihm  noch  voller 
^r«ift  und  noch  eher  in  den  Schooss  gefallen  sein. 

Der  Erfolg,  den  sein  letztes  Werk  gehabt,  feuerte  ihn  mächtig  an, 

'^f  der  betretenen  Bahn  fortzuschreiten.     Verschiedenes  in  seinem  lite- 

'^rischen  Nachlass  deutet  darauf  hin ,  dass  er  allen  Ernstes  an  einer  Fort- 

^^Ung  des  Buches   gearbeitet   hat.      Doch   die  Kraft   des  Körpers  hielt 

*****  der  des  Geistes  nicht  gleichen  Schritt.    Im  Jahre  1872  befiel  ihn  zum 

®^ten    Male   ein   heftiges   Unwohlsein,    welches   auf  das    Vorhandensein 

Etiles  lange  vorbereiteten  Nierenleidens  hindeutete.     Die  Zufälle  wieder- 

**oIten  sich    und   legten  Bretschneider   den  ungewohnten  Zwang  auf, 

^^e  unausgesetzte  Tbätigkeit  am  Schreibtisch  auf  das  nothwendigste  Mass 

^^   beschränken.     Im  Jahre  1876  verdunkelte  sich  plötzlich  die  Sehkraft 

^tif  seinem  rechten  Auge.     Hierdurch  gerieth  seine  wissenschaftliche  Thä- 

^Sl^eit  noch  mehr  ins  Stocken.     Wiederholt  setzte  ihm  sein  Nierenleiden 

^"^1  im  Frühjahr  1878  so  hart,  dass  es  dauernde  Körperschwäche  zurUck- 

^^eas  and  ihn  nöthigte,  zu  Michaelis  desselben  Jahres  mit  schwerem  Her- 

^^n  sein  Gesuch  um  Versetzung  in  den  Ruhestand  einzureichen.    Seinem 

WnBiche   wurde   staitgegeben.     Se.  Hoheit   der  regierende  Herzog,   der 

'ihn  schon  früher  durch  Verleihung  des  Ritterkreuzes  II.  Classe  des  Erne- 

•tiDischen   Hausordens    ausgezeichnet   hatte,   ertheilte   ihm   das   Prädicat 

»Hofrath'^  und   ein  schmeichelhaftes  Schreiben   des  hersoglichen  Staats- 

Ministeriums  würdigte  seine  Verdienste  auf  pädagogl<  H^aen- 

'chaftUchem  Gebiete  in  ehrender  Weise.     Nie1>*  l«r 
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ihm  Dachgerade  woblthätigen  Entbindung  vom  Lehreramte  erfreuen  — 
im  October  1878  warf  ihn  ein  erneuerter  heftiger  Leidensanfall  auf  das 
Krankenlager  und  am  6.  November,  Morgens  gegen  3  Uhr,  entschlief  er 
—  wie  sein  fester  Glaube  war,  zu  höherem  Dasein  — ,  betrauert  hienieden 
ausser  von  seinen  Angehörigen  von  einer'  durch  alle  Lande  zerstreuten 
Sehaar  aufrichtiger  Freunde  und  dankbarer  Schüler,  die  sein  Andenken 
segnen. 

Mit  kurzen  Strichen  seien  die  Familienverhältnisse  des  Entschlafenen 
gezeichnet. 

Seine  erste  Gattin,  eine  Tochter  des  Kaufmanns  und  Senators 
Johann  Friedrich  Amoldi  in  Gotha,  raubte  ihm  schon  1841,  nachdem 
sie  ihm  zwei  Söhne  geboren,  der  Tod.  Seine  zweite,  ebenso  glückliche 
Ehe  mit  einer  Tochter  des  grossherzogl.  Oberbaudirectors  C.  W.  Coudray 
in  Weimar  w&hrte  bis  zum  Jahre  1853,  wo  ihm  auch  diese  Gattin  ver- 
starb. Auch  sie  hatte  ihm  zwei  Söhne  geboren.  Die  Sorge  um  vier  der 
häuslichen  Erziehung  noch  .bedürftige  Kinder  nöthigte  ihn  zu  einer  drit- 
ten Heirath  und  in  einer  Tochter  des  verstorbenen  grossherzogl.  weima- 
rischen Kammersängers  Moltke  (eines  Zeitgenossen  Goethe^s)  fand  er  eine 
ebenso  gebildete,  als  welterfahrene  Gefährtin,  die  ihm  alle  Sorgen  des 
täglichen  Lebens  abnahm  und  bis  zu  seinem  letzten  Athemznge  treu  und 
mit  hohem  Verständniss  für  sein  inneres  Geistesleben  zur  Seite  stand. 
In  den  letzten  Jahren  seines  Lebens  traf  Bretschneider  noch  der 
Schmerz,  seinen  zweiten  Sohn  erster  Ehe  im  besten  Mannesalter  zu  ver- 
lieren. Schwere  Leiden  sind  ihm  sonach  nicht  erspart  geblieben,  aber 
er  ist  ihrer  Herr  geworden  durch  die  unversiegliche  Elasticität  seines 
Geistes,  sie  haben  ihn  nicht  zu  beugen  vermocht! 


Blicken  wir  nun  resumirend  zurück,  so  liegt  ein  Leben  vor  uns  aus- 
gebreitet, das  voll  Mühe  und  Arbeit  war,  aber  deshalb  köstlich. 

Bretschneider  war,  wie  sich  aus  vorliegenden  Zeilen  von  selber 
ergiebt,  vor  allen  Dingen  ein  mit  zäher,  unermüdlicher  Arbeitskraft  und 
energischem  Willen  ausgerüsteter  Mensch.  Leben  hiess  bei  ihm  Arbeiten. 
Wenn  man  bedenkt,  dass  er  nach  allen  Anstrengungen  seiner  Universitäts- 
jahre als  Mann  bei  zeitweise  über  30  berufsmässigen  wöchentlichen  Un- 
terrichtsstunden, auf  welche  er  sich  stets  sorgsam  vorbereitete  und  welche 
stets  eine  unerquickliche  Menge  von  Correcturarbeiten  mit  sich  führten, 
noch  Zeit  und  Kraft  fand,  bis  in  das  spätere  Mannesalter  hinein  unaus- 
gesetzt Privatstunden  zu  ertheilen,*  daneben  stets  fortstudirte  und  wissen- 
schaftlich producirte,  in  den  1850er  Jahren  7  Jahre  lang  das  Amt  eines 

*  Von  1846  ab  z.  B.  17  Jahre  lang  in  dem  höheren  Töchterinstitut  des  Fräa- 
lein  Alix  Humbert  au  Gotha  als  Lehrer  der  Geographie. 
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Stadtverordneten  in  der  Stadt  Gotha  bekleidete*  and  endlich  noch  eine 
erspriessliche,  fruchtbringende  Thätigkeit  als  Mitglied,  zuletzt  z.  g.  Meister 
vom  Stuhle,  der  gothaischen  Freimaurerloge  „Ernst  zum  Compass*^  ent- 
faltete, so  wird  man  die  höchste  Achtung  solcher  Tüchtigkeit  nicht  versagen. 

Tüchtigkeit  und  strebsamen  Sinn  ehrte  Bretschneider  unbedingt 
und  tiberall,  wo  er  ihn  fand.  Wer  seine  Pflicht  that,  wie  er,  der  war 
sein  Freund,  gleichgiltig ,  ob  er  hoch  stand  oder  niedrig.  Hohlheit  und 
äusserer  Schein  waren  ihm  zuwider.  Wo  diese  sich  ihm  aufdrängten, 
konnte  er  leicht  schroff  werden  und  vergass  dabei  sogar  manchmal  die 
Regeln  der  Vorsicht.  Bei  gleichgiltigem  Gespräch  in  geselligen  Kreisen 
hielt  er  nur  ungern  Stand;  er  kannte  das  Bedürfniss,  sich  von  ernster 
Arbeit  in  öffentlicher  Gesellschaft  zu  erholen,  nicht.  Seine  Erholung 
bestand  in  früheren  Jahren  in  der  Pflege  der  Musik,  in  der  er  selber 
Meister  war,  späterhin  mehr  nur  in  der  Cultivirung  feinerer  Geselligkeit 
im  Familien*-  und  ausgewählten  Freundeskreise.  So  lange  er  arbeitete 
in  sich  gekehrt,  konnte  er  einen  liebenswürdigen,  in  jüngeren  Jahren 
bis  zur  Witzigkeit  gesteigerten  Humor  entwickeln ,  sobald  er  unter  Gleich- 
gesinnten aus  sich  heraustrat.  Ihm  unsympathische  Persönlichkeiten  und 
Verhältnisse  that  er  lieber  mit  meist  treffenden  Sarkasmen  ab,  als  dass 
er  lange  widerlegte  und  sich  dabei  ärgerte.  So  lange  es  ging,  fasste  er 
überhaupt  gern  Alles  von  der  heiteren  Seite  auf  und  erst  in  seinen  letz- 
ten Lebensjahren  warf  körperliches  Leiden  einen  Schatten  von  Schwer- 
muth  dauernd  über  sein  im  Grunde  kindlich  frohes  Gemüth.  Wahre  Re- 
ligiosität wohnte  ihm  unveränderlich  inne,  obschon  er  auf  die  äussere 
Ausübung  kirchlicher  Pflichten  nur  untergeordneten  Werth  legte;  er  er- 
klärte dieselbe  wiederholt  und  nachdrücklich  für  ein  Gut,  für  welches 
philosophische  Speculationen  keinen  Ersatz  bieten  könnten.  Die  mo- 
dernste, ziemlich  materialistisch  angehauchte  Richtung,  welche  die  Natur- 
wissenschaften eingeschlagen  haben,  verfolgte  er  mit  einem  gewissen  Miss- 
behagen und  bezeichnete  sie  als  unhaltbar. 

Seinem  innersten  reichen  Geistesleben  haben  natürlich  nur  Wenige 
dauernd  nahe  gestanden;  Viele  aber,  die  als  Freunde  und  Berufsgenossen 
wenigstens  einigen  Einblick  in  dasselbe  gethan,  und  Tausende,  die  als 
Schüler  zu  seinen  Füssen  gesessen  haben ,  werden  stets  mit  inniger  Freude 
sich  seiner  als  eines  Mannes  erinnern ,  der  ihnen  Allen  Achtung  abzwang 
lediglich  durch  das  Gewicht  seiner  Persönlichkeit,  durch  die  Urbanität 
seines  ganzen  Wesens,  durch  die  Frische  und  Innerlichkeit,« mit  der  er 
sich  mittheilte,  mit  einem  Worte  durch  den  Zauber  seiner  Individualität, 
die  sich  unbefangen  gab,  wie  sie  war,  und  die  es  unmöglich  erscheinen 
Hess,  ihrem  Träger  jemals  unehrerbietig  zu  begegnen. 

ffave,  pia  anima! 
*  Auch  in  diesem  „Ehrenamt*'  arbeitete  Bretschneider. 
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Recensionen. 


Vorlesungen   ttber   die   Theorie   der   hyperelliptischen   Integrale»    von 
Dr.  Leo  Königsbbkoer.     Leipzig  1878. 

Das  vorliegende  Werk  ist  eine  zusammenfassende  Darstellung  nnd 
theilweise  weitere  Ausführung  der  Untersuchungen ,  die  der  Verfasser  in 
den  letzten  Jahren  in  Borchardt^s  Journal  und  in  den  mathematischen 
Annalen  veröffentlicht  hat,  und  soll,  wie  die  Vorrede  hetont,  als  Grund- 
lage für  eine  später  zu  erwartende  Bearbeitung  der  hyperelliptiechen 
Functionen,  d.  h.  der  durch  Umkehrung  der  hyperelliptischen  Integrale 
entstehenden  Transcendenten  dienen.  Den  Gegenstand  der  Betrachtung 
bilden  daher  ausschliesslich  die  in  einer  zweiblättrigen  Riemann 'sehen 
Fläche  darstellbaren  Functionen,  die  als  einzige  Irrationalität  die  Qua- 
dratwurzel aus  einem  rationalen  Ausdruck  von  beliebig  hohem  Grade  ent- 
halten, und  Integrale  solcher  Functionen.  Der  Weg,  den  die  Unter- 
suchung einschlägt,  beruht  auf  einer  Verbindung  der  älteren  algebraischen 
Methode  mit  den  Riem  an  naschen  Principien  der  allgemeinen  Functio- 
nentheorie,  soweit  sie  in  dem  Werke  desselben  Verfassers:  „Vorlesungen 
über  die  Theorie  der  elliptischen  Functionen**  behandelt  sind.  Da  der 
Verfasser  in  dem  von  ihm  herausgegebenen  „Repertorium  der  Mathe- 
matik** ein  ausführliches  Referat  über  sein  Werk  gegeben  hat,  so  können 
wir  bezüglich  einer  genaueren  Inhaltsangabe  den  Leser  dorthin  verweisen 
und  uns  auf  die  Hervorhebung  einiger  Hauptpunkte  beschränken. 

Nachdem  in  der  ersten,  einleitenden  Vorlesung  zunächst  die  Beding- 
ungen für  die  Zahl  und  Ordnung  der  Unstetigkeiten  der  in  der  zwei- 
blättrigen Fläche  eindeutigen  algebraischen  Functionen  abgeleitet  und 
die  Bildungsweise  solcher  Functionen  aus  gegebenen  Unstetigkeiten  ge- 
lehrt ist,  beschäftigen  sich  die  drei  folgenden  Vorlesungen  mit  den  In- 
tegralen solcher  Functionen.  Diese  werden  zunächst  in  die  drei  Gat- 
tungen der  allenthalben  stetigen,  der  algebraisch  unstetigen  nnd  der 
logarithmisch  unstetigen  eingetheilt  und  von  letzteren  der  Satz  aus- 
gesprochen, dass  die  Summe  der  Coefficienteu  der  logarithmischen  Un- 
stetigkeiten verschwinden  muss.  Was  jedoch  die  Begründung  dieses 
Satzes  anlangt,  so  scheint  uns  dieselbe  nicht  ganz  stichhaltig  zu  sein; 
es  erhellt  z.  B.    nicht,  warum  nicht  durch  die  gleiche  Schlussweise  ge- 


me 
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folgert  werden  kauD,  dass  jeder  einzelne  dieser  Coefficienten  verschwin- 
den mass,  wenn  man  die  Unstotigkeitspunkte  mit  verschiedeueu  Be- 
grenzungspnnkten  verbindet.     Weit  bündiger  folgt  der  Satz  aus  der  Be- 

rkung,  dass  jedes  Integral  j /"(^z^j/R^z))  dz^  in  welchem  f  eine  ratio- 
nale Function  von  z,yR(z)  bedeutet,  verschwindet,  wenn  es  über  die 
ganze  Begrenzung  der  einfach  zusammenhängenden  Riemann* sehen 
Fläche  ausgedehnt  wird,  weil  jeder  Querschnitt  zweimal  in  entgegen- 
gesetzter Richtung  und  mit  demselben  Werthe  von  f  durchlaufen  wird. 
Es  wird  dann  ferner  in  der  vierten  Vorlesung  ein  System  hinreichender 
Unstetigkeitsbedingungen  aufgesucht,  welches  eine  Function  der  in  Rede 
stehenden  Art  vollständig  definirt,  und  diese  durch  die  einfachen  Inte- 
grale der  drei  Gattungen  dargestellt.  Endlich  wird  in  der  vierten  Vor- 
lesung gezeigt,  wie  sich  ein  beliebiges  hjperelliptisches  Integral  zerlegen 
lässt  in  eine  aus  den  einfachsten  Integralen  der  drei  Gattungen  und  einer 
algebraisch- logarithmischen  Function  gebildeten  Summe.  Diese  Entwicke- 
lung  gründet  sich  auf  eine  Art  von  Partialbruchzerlegung  und  geht  rech- 
nend zu  Werke.  Etwas  einfacher  würde  man  wohl  zum  Ziele  gelangen, 
wenn  man  sich  auch  hier  der  Riemann*schen  Principien  bedienen  würde, 
indem  man  in  dem  Integral 


si 


=/(n»+M\|,-" 


zunächst  die  Constanten  Ci  so  bestimmt,  dass  die  logarithmischen  Un- 
Stetigkeiten  herausfallen,  und  hierauf  die  c,  so,  dass  die  Periodicitäts- 
moduln  von  Sl  sämmtlich  verschwinden.  Die  Bedingungen  hierfür  kann 
man  so  ausdrücken,  dass,  wenn  (pt{^)  eine  beliebige  ganze  rationale 
Function  von  z  vom  Grade  r<2p  — 1  ist,  das  über  die  ganze  Begren- 
zung der  einfach  zusammenhängenden  Rieman naschen  Fläche  genom- 
mene Integral 

J     J    VW) 

verschwinden  muss.  Die  Functionen  9^(2)  lassen  sich  so  wählen,  dass 
diese  Gleichungen  geradezu  nach  c,  aufgelöst  erscheinen.  Es  ist  dann 
Sl  eine  algebraische  Function,  deren  Ausdruck  man  mittelst  der  gleichen 
Principien  durch  Bildung  des  Begrenzungsintegrals 

dz 


Mt^ 


erhält. 

Die  fünfte  Vorlesung  behandelt  die  Relationen,  welche  zwischen  den 
Periodicitätsmoduln  der  verschiedenen,  zu  derselben  Irrationalität  gehöri- 
gen Integrale  stattfinden,  von  denen  die  Legendr  ersehe  Relation  zwi- 
schen den  vollatändiffeii  elliptischen  Integralen  erster  und  %\ir^vt.<^\  Q^^N.- 
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tung  das  bekannteste  Beispiel  ist.  Das  Verfahren,  welches  zar  Her- 
leitnng  dieser  Relationen  dient,  wurde  zuerst  von  Kiemann  auf  die 
Integrale  erster  Gattung  angewandt  und  wurde  später  von  Clebsch  und 
Qordan  auf  allgemeinere  Fragen  ausgedehnt.  Gruppirt  man  die  Quer> 
schnitte  der  Rie  man  naschen  Fläche  in  bekannter  Weise  in  p  Paare 
^if  ^11  ^2»  ^2  9  *"  ^p>  ^p  ^^^  bezeichnet  mit  Wy  m  irgend  zwei  zu  dersel- 
ben Fläche  gehörige  hyperelliptische  Integrale  mit  den  Periodicitäts- 
modnln 

J      Tt  •    A      ft  •  A       Ä  •       A'      E'  '    A'      li'  '  A'      ä' 

so  erhält  man  durch  Bestimmung  des  Integrals 


/• 


w  dw 


über  die  Begrenzung  der  Fläche   einerseits  und   um  die   Unstetigkeits- 

punkte  von  w^  -r—  andererseits  für  die  Summe 

i 

einen  nur  von  den  Unstetigkeiten  von  w^  n>  abhängigen  Ausdruck,  welcher 
algebraisch  ist,  falls  keines  der  beiden  Integrale  m,  w  zur  dritten  Gat- 
tung gehört,  andernfalls  noch  Integrale  algebraischer  Functionen  enthält, 
welche  zwischen  den  Punkten  logarithmischer  Unstetigkeit  verlaufen.  Für 
die  Integrale  dritter  Gattung  gelangt  man  auf  diese  Weise  zu  dem  Satze 
von  der  Vertauschung  von  Argument  und  Parameter. 

Wendet    man    das   gleiche  Verfahren   auf  die    Integrale   erster   und 
zweiter  Gattung  an 

JVW) 

mit   den  Periodicitätsmoduln   7«" ,  7^" ,   so   ergiebt   sich   ein  System   von 

Relationen  zwischen  diesen  Periodicitätsmoduln,  welches  für  die  Theorie 
der  hyperelliptischen  Functionen  von  grosser  Bedeutung  ist  und  welches 
zuerst  von  Weierstrass  in  der  Programmabhaudlung  dos  Braunsberger 
Gymnasiums  vom  Jahre  1849  aufgestellt  wurde.  Man  erhält  nämlich  für 
die  Summen 

den  Werth  Null,  wenn  a-fj3<2/)  — 1  ist,  sonst  gewisse,  nur  von  den 
Coefficienten  von  Ä(t),  also  von  den  Verzweigungspunkteu  abhängige 
Ausdrücke,  von  denen  die  einfachsten  beispielsweise  lauten 

'%^y//(P  +  «)  /^P-a-')         /(p+a)  /<p-a-  l)v  _  --Stt^ 
Xx   ^•'•r  ''*»  ""  -^Äy  -^'^  )  —  2T+T  * 


47=/-^,     «  =  0,1,2, ...2/>-l 


♦  Die  Vorzeichen  in  diesen  Formeln  entsprechen  der  Erklärung  der  Periodi- 
ciiätsmodaln,  wie  sie  Kiemann  g^ebt.    Bei  der  davon  etwas  abweichenden  Er- 
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Es  wird  nun  ferner  der  Werth  der  Determinante 

/(O)  |(0)  ,(0)  .(ü) 

ry •'6i     >  •'a,     »  •  •  •    •'Ap    »  •'Op 

,(2p-l)         7(2p--l)  r(2|»-l)         t(2p-1) 

•'61  »      •'ai  I     •  •  •    *'bp  )      •'«p 

untersucht  und  gleich  ,     ..^  ^.^    ^ 

1.2.3... 2p-.l 

gefunden.*  Die  hierdurch  ausgedrückte  Relation  zwischen  den  Periodi- 
citätsmoduln  ist  zuerst  von  Hädenkamp  durch  eine  von  Jacobi  her- 
rührende Verallgemeinerung  der  Transformation  durch  elliptische  Coordi- 
naten  abgeleitet  (Grell e^s  Journal  Bd.  22)**  und  einen  ähnlichen  Weg 
schlägt  Enne per  ein  (Zeitschrift  für  Mathematik  und  Physik ,  6.  Jahrg.). 
Später  hat  Fuchs  aus  den  Differentialgleichungen,  welchen  die  Perio- 
dicitätsmoduln  genügen,  die  Relation  bewiesen  (Borchardt*s  Journal 
Bd.  71).  Der  Verfasser  zeigt,  um  die  in  Rede  stehende  Formel  zu  be- 
weisen, zunächst,  dass  die  Determinante  D  eine  eindeutige  Function  der 
Verzweigungswerthe  tt^^  cr^,  ...  a^jtJ^x  ist,  die  für  kein  Werthsystem  der 
a  verschwindet  und  die  sonach  constant  sein  muss.  Der  konstante  Werth 
ergiebt  sich,  wie  in  der  erwähnten  Abhandlung  von  Fuchs,  durch  Be- 
trachtung eines  speciellen  Falles.  Wir  können  indess  gegen  dies  Be- 
weisverfahren ein  Bedenken  nicht  unterdrücken,  welches  darin  besteht, 
dass  beim  Zusammenfallen  zweier  Verzweigungspunkte  immer  einige  der 
Periodicitätsmoduln  unendlich  werden.  Dass  aber  auch  für  diesen  Fall 
D  nicht  verschwindet,  müsste  noch  nachgewiesen  werden. 

Es  sei  mir  gestattet,  an  dieser  Stelle  auf  einen  Beweis  dieser  For- 
mel hinzuweisen,   der  nicht  nur  bei  Weitem  der  einfachste  sein  dürfte, 


klärungsweise  des  Verfassers  würden  dieselben  nur  unter  der  Voraussetsung  rich- 
tig sein,  dass  die  Aufeinanderfolge  der  positiven  imaginären  und  reellen  Axe  dem 
gewöhnlichen  Gebrauch,  der  in  des  Verfassers  „Vorlesungen  über  elliptische  Fano- 
tionen^^   ausdrücklich   festgehalten  ist,   entgegengesetzt  angenommen  wird.     Das 

Gleiche  gilt  von  dem  auf  Ste.  33  bewiesenen  Satze,  dass  J^(avdy-|}ryv)>0  ist. 

(—1)*  2'**  w** 

*  Der  von   dem  Verfasser  angegebene  Ausdruck  — entspricht, 

1 .  o  • .  •  aJp  "'  1 

falls  unter  (—1)'  t>  verstanden  wird,  seiner  Definition  der  Periodicitätsmoduln, 
aber  nicht  der  von  ihm  angegebenen  Form  der  Weierstrass' sehen  Relationen. 
Die  genaue  Vorzeicbenbestimmung  macht  übrigens  bei  dem  von  dem  Verfasser 
eingeschlagenen  Wege  noch  Schwierigkeiten,  da  das  Vorzeichen  des  Products 
(«-«•)  (a—a')  ...  (a*P""^  -a'p),  in  welchem  a  eine  primitive  Wurzel  der  Gleich- 
ung a:*P+*  =  l  ist,  von  der  Wahl  dieser  primitiven  Wurzel  abhängt. 

**  Eine  mit  der  Hädenkamp *8chen  nngefähr  gleichzeitige  Abhandlung  von 
Catalan  über  denselben  Gegenstand  ist  mir  nicht  zur  Hand. 


Die  DetPrminAnte  rechts  ist  aber  nach  einem  hekannten  Satze  tlas  Q>- 
drat  eines  rational  aus  den  {h,  k)  znaamm engesetzten  Ansdrackes,  nc 
wenn  daher  die  Wurzel  gezogen  wird ,  so  kann  das  Vorzeichen  don 
irgend  eine  specielle  Annahme  Über  die  c,  ß  bestimmt  werden. 

Wird   nnn   insbesondere  vorausgesetzt,  dass  die  a,  ß  den  Bedin 
ungen  genügen 

(A,A)  =  0, 
Bo  lange  A+A<2p  +  1  ist,  so  ergiebt  eich  sofort 

^=±(l,2p){2,2j»-I)...(/..p  +  l), 
und   ans   der   speciellen  ADuahme,   dass   sammtliche  a,  ß  mit  Ausnah 
von  V",  |3i'^,  V,  (Si^_,,  ...  «Jp',  jSJP|,  gleich  Null  seien,  ergiebl  « 
dass    in  dieser  Formel  das  positive  Zeichen  zu  nehmen  ist.     Macht  n 
sodann  die  Annahme 

so  erhält  man  mit  Hilfe  der  oben  angeführten  Weierstrass' sehen  i 
mein  ohne  Weiteres  den  Werth  von  ß  mit  genauer  Vorzeichen  bestimme 
Das    AheTsche  Theorem    bildet    den    Gegenstand    der  sechf 
Vorlesung.     Dieses  Theorem    besteht   darin ,    dass  sich   eine  Summe 
gldchartigen   Integralen,   die  sich  nur  durch  verschiedene  Wertbe 
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oberen  Grensen  unterscheiden,   welche  letzteren  in  einer  gewissen  alge- 
bfiiachen  Abhängigkeit  stehen ,  durch  eine  algebraische  und  logarithinische 
Fuction   ausdrücken  lässt.     Diese  Function  reducirt  sich  auf  eine  Con- 
lUDte  ffir  die  Integrale  erster  Gattung,   auf  eine  algebraische  Function 
Ar  die  Integrale  zweiter  Gattung.     Nachdem  diese  Function  fQr  die  ein- 
Aeiisten  Integrale  der   drei  Gattungen   gefunden  ist,   lässt  sich  dieselbe 
uch  den  früher  entwickelten  Principicn  für  das  allgemeinste  hyperellip- 
tifche  Integral  zusammensetzen.    Eine  Folge  (oder  andere  Ausdrucksweiso) 
dieaes  Theorems  ist,   dass  sich  eine  Summe  von  beliebig  vielen  gleich- 
artigen Integralen  mit  irgendwelchen  Grenzen,   die  auch  gruppenweise 
matmmenfallen  können,  ausdrücken  lässt  durch  eine  Summe  von  p  sol- 
eheo  Integralen ,  deren  obere  Grenzen  mittelst  einer  algebraischen  Gleich- 
ung p^'  Grades  gefunden  werden. 

Das  Abel' sehe  Theorem  ist  hiernach   eine  algebraische  Beziehung 
x'vr liehen  hyperelliptischen  Integralen  und  Logarithmen,  deren  Argumente 
in   ilgebraischer  Abhängigkeit  stehen.     Diese  Bemerkung  leitet  den  Yer- 
f&sser  auf  die  Frage  nach  der  allgemeinsten  algebraischen  Beziehung  die- 
ser Art.     Dies  Transformationsproblem  der  hyperelliptischen   In- 
tegnle  wird  in   der  siebenton  Vorlesung  zunächst  in  seiner  vollen  All- 
gemeinheit  aufgenommen.     Nachdem  sodann  gezeigt  ist,   dass  eine  Be- 
l^tion    der  in  Bede  stehenden  Art  die  hyperelliptischen  Integrale  nur 
Unear  und  mit  constanten  Coefficienten  enthalten  kann ,  wird  das  Problem 
■uceessive  auf  einfachere  Aufgaben   reducirt.     Indem  von   den   als   un- 
^hSngige  Variable  vorausgesetzten  oberen  Grenzen  alle  bis  auf  eine  als 
conatant  angenommen   werden,   gehen   die  oberen  Grenzen   der  übrigen 
Integrale  in  algebraische  Functionen  von  dieser  einen  über  und  es  lässt 
sieh  das  Problem  so  weit  reduciren,  dass  die  oberen  Grenzen  von  Sum- 
inen  gleichartiger  Integrale  Wurzeln  von  algebraischen  Gleichungen  wer- 
den, deren  Coefücienten   rational  aus   der  unabhängigen  Variablen  und 
der  iQgehörigen  Irrationalität  gebildet    sind,    während  zugleich   die  zu 
jenen  Summen  gehörigen  Irrationalitäten  rational  durch  die  entsprechen- 
den oberen  Grenzen   und    durch  die  unabhängige  Variable  mit  ihrer  Ir- 
rationalität ausgedrückt  sind.     Hiemach  lassen  sich  die  erwähnten  Sum- 
men zusammenfassen  zu  einzelnen  Integralen,    deren  obere  Grenze  die 
Qoabhängige  Variable  ist,   die   alle  zu   derselben  Irrationalität  gehören, 
^^   die  Beurtheilung   der  Möglichkeit   einer  Relation   von    der  voraus- 
setzten Form   hängt  dann   noch   von   der  Frage   ab,   ob  ein  einzelnes 
^yperelliptisches  Integral  einer  algebraisch-logarithmischen  Function  gleich 
«eiii  ^QQ,     Inzwischen  führt  die  genaue  Untersuchung  der  charakterisir- 
~^^    Abhängigkeit  der  oberen  Grenzen  und  Irrationalitäten   zur  Formu- 
'^^g  des  rationalen  Transformationsproblcms,  bei  dem  es  sich 
^^^m  handelt,  p  Sunmien  von  je  p  Integralen  erster  Gattung  in  p  ähn- 
^^Qq  Summen  überzuführen  durch  algebraische  Bestimmung  der  gesuchten 
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oberen  Grenzen  und  Irrationalitäten  ans  den  gegebenen,  in  bestimmter 
einfacher  Form. 

Am  Schlüsse  dieser  Vorlesung  wird  noch  die  Frage  aufgeworfen,  ob 
in  einer  algebraischen  Relation  zwischen  hyperelliptischen  Integralen  tri- 
gonometrische oder  elliptische  Functionen  vorkommen  können,  und  ver- 
neinend beantwortet. 

In  der  achten  Vorlesung  werden  sodann  die  Bedingungen  aufgesuchjt, 
unter  denen  sich  ein  hyperelliptisches  Integral  auf  eine  algebraische  oder 
logarithmische  Function  reduciren  läset.  Für  die  Reducirbarkeit  auf 
algebraische  Functionen  ergeben  sich  die  Bedingungen  sehr  einfach  aus 
der  Zerlegung  des  Integrals  in  die  Summe  von  Normalintegralen.  Die 
Frage  nach  der  Reducirbarkeit  auf  Logarithmen  wird  auf  einem  umständ- 
lichen Wege  beantwortet,  gegen  den  wir  zunächst  den  Einwand  erheben 
müssen,  dass  das  auf  Seite  136  aufgestellte  zweite  Gleichungssystem  noth- 
wendig  identisch  sein  muss,  also  zur  Bestimmung  von  Constanten  A  durch 
die  Constanten  C  nicht  mehr  dienen  kann.  Dass  gleichwohl  das  Endergeb- 
niss  nicht  falsch  ist,  beruht  darac^f,  dass  die  Functionen 

sich  auf  Constanten  reduciren.  Es  lässt  sich  übrigens  die  ganze  Frage 
wesentlich  kürzer  erledigen,  wie  folgt:  Da  sich  algebraische  Unstetigkei- 
ten  gegen  logarithmische  nicht  fortheben  können,  so  kommt  die  ganze 
Frage  darauf  zurück,  unter  welchen  Bedingungen  man  der  Gleichung 
genügen  kann 


yc,  r-J^^h^,=  y,A,Jog0,  +  fl, 


^iiVRi^    l4' 


worin  <P<= =^  i  Pty  9i  ganze   rationale  Functionen  von  :  und 

Sl  ein  Integral  erster  Gattung.  Wenn  nun  zwischen  den  Constanten  6\ 
lineare  homogene  Gleichungen  mit  ganzzahligen  Coefficienten  bestehen, 
so  kann  man  statt  derselben  eine  geringere  Anzahl  Constauten  o),-  ein- 
führen ,  die  nicht  mehr  in  einer  solchen  Abhängigkeit  stehen ,  indem  man 

setzt 

i  _^ 

worin  die  m/^>  ganze  Zahlen  bedeuten.  Die  Gleiclisotzuug  der  Coeffi- 
cienten der  logarithmischen  Unstetigkeiten  in  obiger  Gleichung  ergiebt 
dann,  wenn  (Hi^^^  gleichfalls  ganze  Zahlen  bedeuten, 

i 

nn^i  Wi  =^  f*/^'  Ai^     (>  =  1 ,  2,  . . .  «. 


I 

2 


-<'>1?A 


HecenBionen.  99 

fienfigen  diese  Gleichungen  nicht,  um  die  ^^  linear  durch  die  (Oi  auszu- 
driicken,  so  füge  man  die  nöthige  Anzahl  willkürlicher  Gleichungen  von 
der  Form  ^ 

UniUi  welche  so  gewählt  sind,  dass  zwischen  den  1/  und  ca  keine  lineare 
Oleiehung  mit  ganzzahligen  Coefficienten  besteht,  was  stets  möglich  ist. 
Daan  ergiebt  sich 

h  h 

worin  D,  ha^^i  vtf^^  ganze  Zahlen   sind,   die   den   Bedingungen   genügen 

i  « 

D  mA^C)  =  V  WA^'>  t*i^\    0  =  V  vä*'^  ^/^^- 

Darnach  geht  die  obige  Gleichung  über  in 

tf       ^n         J    ('-'i)yH^)     ^       ^ 

k      •  I 

+2^*2  *'*^*^  '""^  ^*  ■*■  ^ 

Hierbei  sind  nun  die  Coefficienten  der  ija  constant,  da  sie  nicht  uuond- 
lich  werden,  und  die  Factoren  der  einzelnen  q?a  müssen,  von  Integralen 
Urtier  Gattung  abgesehen,  auf  beiden  Seiten  einander  gleich  sein« 

Damit  ist   dijd  Frage   auf  die  einfachere  reducirt:    Wann  lässt  sich 
.eine  Gleichung  von  der  Form 


m'i)^j^^i,/-ovm+si 


^rAUlen,  in  der  die  m^  ganze  Zahlen  sind?    Die  Antwort  darauf  ist,  dass 
die  Punkte  ?,-  solche  sein  müssen ,  in  denen  eine  Function  von  der  Form 

r7^^— -    Null  und  unendlich  in  der  Ordnung  iw<  werden  kann.     Die 

^iistanten  dieser  Function  ergeben  sich  dann  durch  lineare  Gleichungen 
^^d  um  Sl  zu  finden,   hat  man    diese  Gleichung   nur  zu   differentiiren, 

"^^durch  sich  für  J^Ä(t)-— -  eine  ganze   rationale  Function   von   z  vom 

dz 

Pulten  Grade    ergiebt.     Die   Einführung  von   Normalintegralen,    sowie 

'^^flianpt   transcendenter  Constanten   erscheint  hiernach   auch  als  über- 

«««Big. 

Den  Schluss  des  Werkes  bildet  die  Anwendung  der  Transformations- 

^Orie  auf  die  Multiplication    und   Division   der   hyperelliptischen  Inte- 

^^1«.     Die  Multiplication  erledigt  sich,  indem  sie  als  specieller  Fall  des 


100  Historisch  -  literarische  Ahtheilung. 

AbeTschen  Theorems  aufgefasst  wird.  Die  Umkehmng  der  Aufgabe  der 
Multiplication  führt  aaf  das  Theilungsproblem ,  dessen  Lösung  von  einer 
algebraischen  Gleichung  vom  Grade  n^^  abhängt,  wenn  n  die  Zahl  ist, 
durch  welche  getheilt  werden  soll.  Der  Hauptsatz  über  diese  Theiluugs- 
gleichuug  ist  bekannt  und  von  C  leb  seh  und  Gordan  für  die  allgemein- 
sten algebraischen  Integrale  bewiesen.  Er  besteht  darin,  dass  dieselbe 
durch  Wurzelgrössen  auflösbar  ist,  wenn  man  einen  speciellen  Fall  der 
Theiluugsaufgabe ,  die  Theilung  der  Perioden,  als  gelöst  ansieht.  Die 
Lösung   der  Aufgabe   für  diesen  Fall  hängt,   falls  n   eine  Primzahl  ist, 

von  einer  Gleichung  des  I —  I  Grades  ab.  Damit  sind  die  Haupt- 
punkte der  Theorie  der  hyperelliptischen  Integrale ,  so  weit  sie  sich  ohne 
Zuziehung  der  Umkehrungsfunctionen  bequem  behandeln  lassen ,  erledigt 
und  die  zusammenfassende  eingehende  Darstellung  dieser  interessanten 
Theorie  wäre  gewiss  ein  danken swerth es  Unternehmen. 

Referent  bedauert  aber,  durch  eingehendes  Studium  des  vorliegen- 
den Werkes  nicht  die  Ueberzengung  gewonnen  zu  haben ,  dass  demselben 
diejenige  allseitige  und  sorgfältige  Durcharbeitung  des  Gegenstandes  zu 
Grunde  liegt,  welche  für  einen  solchen  Zweck  erforderlich  wäre.  Ab- 
gesehen von  den  im  Vorstehenden  namhaft  gemachten  sachlichen  Un- 
genauigkeiten  wird  durch  die  Art  der  Darstellung  und  die  Wahl  der 
Bezeichnung  der  Ueberblick  ausserordentlich  erschwert.     So  werden ,  um 

Eines  hervorzuheben ,  auf  Str.  69  die  Zeichen  J{i\.  EL)  für    /    — ,  , 

'     J   VW) 


,  gebraucht,  während  auf  der  foleenden  Seite  dieselben  Zeichen 

*zß(lz        rz'^dz 

,      /  — ;= 

VRK^)    J  V^ 


(3  =  0,  l,2,.../>-l,    a  = 


ein  Zeichen  durchweg 
yR'  ' 


dz 

festgehalten,  etwa  J(f),  so  würden  sich  auch  die  Formeln  dieses  Ab- 
schnittes nicht  unwesentlich  vereinfacht  haben.  Ebenso  würde  bei  einer 
umsichtigeren  Wahl  der  Bezeichnung  der  Abschnitt  über  das  allgemeine 
Trausformationsproblem  sich  weit  übersichtlicher  gestaltet  haben.  Auch 
die  Anordnung  des  Stoffes  scheint  nicht  überall  ganz  sachgemäss.  So 
hätten  die  Betrachtungen  Ste.  140  flg.,  wenn  sie  überhaupt  noch  nöthig 
waren,  besser  ihre  Stelle  in  der  fünften  Vorlesung  gefunden,  wo  von  der 
Normirung  der  Integrale  dritter  Gattung  die  Rede  ist,  während  die  auf 
Ste.  146  flg.  stohende  Untersuchung  sich  passender  an  den  Abschnitt  über 
das  AbeTsche  Theorem  angeschlossen  hätte. 

Königsberg,  im  December  1878.  H.  Weber. 
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Die  Farallelonrve  der  Ellipse^  als  Cnrve  vom  Bange  Eins,  nnter  An- 
wendung eines  neuen  Linienooordinatensystems.  Von  Dr.  K.  Scnwe- 
RiNG.     Schnlprogramm  Brilon  1878,  Nr.  289. 

Ein  besonders  fruchtbarer  Begriff  der  neueren  Geometrie  ist  der  der 
Beciprocität.  Indem  man  eine,  algebraische  Curve  abwechselnd  als  Ord- 
nungs-  und  als  Classengebilde  auffasst,  ergiebt  sich  aus  jeder  durch  die 
erste  Betrachtung  gewonnenen  Singularität  im  Allgemeinen  eine  neue  für 
die  zweite  Betrachtung.  So  sehr  aber  jener  Begriff  auch  geeignet  ist, 
den  Weg  zu  neuen  Eigenschaften  einer  Curve  zu  zeigen,  so  sehr  bedarf 
er  doch  der  Ergänzung  durch  die  Rechnung,  weil  er  eben  nur  über  das 
Vorhandensein  gewisser  Eigenschaften  Auskunft  giebt,  nicht  aber  über 
die  durch  solche  Eigenschaften  bedingte  besondere  Gestalt  des  Gebildes. 
Die  Ausführung  solcher  auf  reciproke  Betrachtungen  gegründeten  Rech- 
nungen ist  jedoch  bis  jetzt  oft  mit  grossen  Unbequemlichkeiten  verbun- 
den, die  in  der  Beschaffenheit  des  zu  Grunde  gelegten  Coordinatensystems 
wurzeln.  Wir  besitzen  zwar  homogene  Punkt-  und  Liniencoordinaten ; 
aber  ob  im  gegebenen  Falle  die  Untersuchung  mit  diesen  Coordinaten 
sich  einfacher  gestaltet,  als  mit  anderen,  hangt  davon  ab,  ob  sich  ein 
Fundamentaldreieck  bestimmen  lässt,  mit  welchem  Entstehung  und  Gründ- 
eigenschaften des  geometrischen  Gebildes  in  einfacher  Weise  zusammen- 
hängen. Man  wird  also  in  vielen  Fällen  die  rechtwinkligen  Cartesischen 
Coordinaten  vorziehen,  um  so  mehr,  da  die  letzteren  mehr  als  die  erste- 
ren  zur  Aufsuchung  der  metrischen  Eigenschaften  sich  eignen.  Dann 
aber  zeigte  sich  bisher,  wenn  man  zu  reciproken  Betrachtungen  über- 
gehen wollte,  der  Uebelstand,  dass  es  an  einem  dem  Cartesischen  reci- 
proken System  fehlte.  Und  es  kann  doch  vorkommen ,  dass  ein  Gebilde 
seiner  Entstehung  nach  sich  mehr  zur  Darstellung  durch  Linien-  als 
durch  Punktcoordinaten  eignet,  mehr  zur  Darstellung  durch  gewöhnliche, 
als  durch  homogene  Coordinaten.  Es  hat  denn  auch  an  Versuchen  nicht 
gefehlt,  Systeme  von  Liniencoordinaten  aufzustellen,  die  sich  den  recht- 
winkligen Cartesischen*  oder  sogar  den  Polarcoordinaten**  gegenüber- 
stellen sollten.  Als  durchaus  zweckentsprechend  kann  jedoch  nur  das 
von  Herrn  Schwerin g  (diese  Zeitschrift XXI ,  278)  aufgestellte  bezeich- 
net werden,  weil  dasselbe,  wie  Referent  (/.  c.  XXIII,  195)  nachgewiesen 
hat,  in  der  That  dem  Cartesischen  vollständig  reciprok  ist.  —  In  der 
obengenannten  Abhandlung  giebt  nun  Herr  Schwering  ein  recht  augen- 
fälliges Beispiel  von  dem  Nutzen  seines  Coordinatensystems. 


*  AuBführlich  behandelt  sind  solche  Coordinaten  in  Weissenborn's  ,,Grand- 
Züge  der  anal.  Geom.  d.  Ebene".    (S.  die  Vorrede  S.  IV.) 

**  Weinmeister,  J)^  ^^  ^'»  twilaren  Liniencoord.  i.  d.  Ebene",  diese 

Zdtschr.  XXI,  801. 
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In  der  Abhandlnng:  „üeber  diejenigen  Curven,  deren  Coordinaten 
sich  als  elliptische  Functionen  eines  Parameters  darstellen  lassen"  (Crelle^s 
Journ.LXIV,  210)  hat  CMebsch  als  Beispiel  einer  Curve  vom  Geschlecht  1 
die  Curven  vierter  Ordnung  mit  zwei  Doppelpunkten  untersucht  (/.  c.  250) 
unter  Anwendung  homogener  Coordinaten,  welche  nachher  durch  ellip- 
tische Functionen  ausgedrückt  werden.  Diese  letzteren  Ausdrücke  sind 
indess  schon,  ziemlich  complictrt,  und  bei  der  Bestimmung  der  Singu- 
laritäten ergeben  sich  so  umständliche  Formeln,  dass  das  geometrische 
Element  der  Untersuchung  fast  ganz  gegen  das  analytische  zurücktreten 
muss.  Herr  Schwering  behandelt  die  entsprechende  Curve  vierter 
Classe  mit  zwei  Doppeltangenten ,  geht  aber  von  einer  rein  geometrischen 
Definition  derselben  aus,  indem  er  die  Parallelcurve  der  Ellipse  unter- 
sucht und  zeigt,  dass  dieselbe  die  ebenerwähnte  Eigenschaft  besitzt.  Der 
Vorthoil  dieses  Ausgangspunktes  liegt  auf  der  Hand.  Die  zu  unter- 
suchende Curve  steht  mit  einem  bekannten  Gebilde  in  Zusammenhang; 
und  dadurch  erhält  die  Untersuchung  von  vornherein  den  Charakter  einer 
grösseren  geometrischen  Anschaulichkeit.  Dieser  Ausgangspunkt  erfordert 
aber  auch  neue  Mittel  der  Rechnung.  Da  die  Tangenten  der  Curve  zu 
denen  der  Ellipse  parallel  in  constantem  Abstände  sein  sollen,  so  weist 
diese  Definition  von  vornherein  darauf  hin,  beide  Curven  als  Tangenten- 
gebilde aufzufassen.  Und  hier  bewährt  gerade  das  neue  Coordinaten- 
system  seine  vereinfachende  Kraft.  Denn  die  Gleichung  der  Ellipse  in 
demselben  ist 

1)  u^  v^  =  a^ 

Und  man  erhält,  wenn  u  und  r  die  Coordinaten  der  Parallelcurve  sind, 
sehr  leicht  die  Gleichungen 

2)  ,i-ti,  =  f,-r,  =  Aj/462  +  (^_^)2, 

worin  k  der  constante  Abstand  der  beiderseitigen  Tangenten  ist,  während 
a  und  b  dieselbe  Bedeutung  haben,  wie  in  der  gewöhnlichen  Gleichung 
der  Ellipse.  Durch  Elimination  von  u^  und  v^  zwischen  den  Gleichungen 
1)  und  2)  ergiebt  sich  die  Gleichung  der  Parallelcurve. 

Es  werden  darauf  die  gewöhnlichen  und  die  Liniencooriinaten  eines 
Curvenpunktes  durch  elliptische  Functionen  ausgedrückt.  Diese  Aus- 
drücke sind  zwar  nicht,  wie  bei  Clebsch  (Formeln  70,  S.  255)  rational, 
besitzen  aber  den  Vorzug  weit  grösserer  Einfachheit.  Der  Verfasser 
erklärt  auch  die  Ursache  dieses  verschiedenen  Verhaltens.  Uebrigcns 
bewähren  die  von  ihm  gefundenen  Formeln  ihre  Brauchbarkeit  sogleich 
dadurch,  dass  sich  an  der  Hand  derselben  eine  ziemlich  ausführliche  Dis- 
cussion  des  Verlaufs  der  Curve  geben  lässt.  Unter  den  Singularitäten 
werden  die  Doppeltangenten  zuerst  rein  geometrisch,  dann  ihre  Coordi- 
naten sehr  leicht  analytisch  bestimmt,  und  festgestellt,  dass  die  Aus- 
Srücke  der  Coordinaten   für  beide  Parameter  einer  Doppeltangente  die- 
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selben  sind.  Die  weitere  geometrische  üntersnchang  ¥nrd  vorbereitet 
durch  die  sinnreiche  Ableitung  einer  Beziehung  zwijichen  den  vier  Ar- 
gumenten der  aus  einem  Punkte  an  die  Curve  gehenden  Tangenten. 
Durch  Specialisirung  dieser  Beziehung  wird  ohne  Mühe  die  Frage  nach 
der  Reellität  und  Lage  der  Doppelpunkte  beantwortet.  Vergleicht  man 
diese  Darstellung  mit  den  beiden  von  Clebsch  gegebenen  Methoden  zur 
Bestimmung  der  Doppeltangenten,  so  tritt  der  doppelte  Vorzug  der  erste- 
ren  hervor,  dass  ihre  Formeln,  weil  sie  ausser  den  sparsam  vorkommen- 
den 0- Quotienten  nur  Argumente  enthalten,  einfacher  sind,  als  die  der 
letzteren,  sodann,  dass  die  abgeleitete. Formel  nicht  nur  zur  Ermittelung 
der  Doppelpunkte,  sondern  auch  der  übrigen  Singularitäten  brauchbar 
ist.  Zur  Bestimmung  der  Wendetangenten  giebt  Clebsch  nur  eine 
Gleichung  zwischen  den  Coordinaten  der  Wendepunkte,  mit  der  Bemer- 
kung, dass  dieselbe  durch  Einführung  einer  einzigen  elliptischen  Func- 
tion den  12.  Grad  erhalte.  Gleich  einfach  wie  die  Doppelpunkte  findet 
Herr  Seh  wer  ing  auch  die  Kückkehrpunkte  der  Curve,  indem  wiederum 
die  Deutung  der  Formeln  durch  einfache  geometrische  Betrachtungen 
unterstützt  wird.  Am  Schluss  wird  noch  die  Frage  nach  den  gemein- 
samen Tangenten  und  Brennpunkten  der  beiden  Curven  beantwortet  und 
die  Gleichung  der  Parallelcurve  in  elliptischen  Coordjnaten  angegeben. 
Die  Bedeutung  der  vorliegenden  Arbeit  ist  demnach  eine  doppelte. 
Einmal  eröffnet  sie  durch  Einführung  des  neuen  Liniencoordinatensystems 
die  Aussicht,  dass  man  künftig  mit  Hilfe  desselben  Untersuchungen  über 
Tangentialgebilde  bequemer  als  bisher  wird  anstellen  können.  Sodann 
aber  —  und  dieser  Umstand  scheint  von  noch  grösserer  Wichtigkeit  zu 
sein  —  zeigt  sie,  wie  die  geschickte  Benutzung  der  Argumente  ellipti- 
scher Functionen  zur  Aufstellung  von  Formeln  führt,  welche  sich  viel 
leichter  geometrisch  verwerthen  lassen ,  als  die  gewöhnlich  benutzten.  Bei 
den  grossen  Vortheilen  aber,  welche  die  Geometrie  aus  der  Verwendung 
jener  Functionen  bisher  schon  gezogen  hat,  ist  jeder  Fortschritt  in  der 
Vereinfachung  dieser  Methoden  mit  grösstem  Interesse  zu  begrüssen.  Es 
ist  ein  Verdienst  des  Verfassers  unserer  Abhandlung,  auch  in  dieser 
Richtung  einen  wesentlichen  Schritt  gethan  zn  haben. 

Waren,  September  1878.  V.  Sohleoel. 


Handbuch  der  elektrischen  Telegraphie.  Unter  Mitwirkung  mehrerer 
Fachmänner  herausgegeben  von  Dr.  K.  E.  Zbtzsohb,  Professor 
der  Telegraphie  am  Polytechnikum  zn  Dresden.  Zweiter  Band: 
Die  Lehre  von  der  Elektricität  und  dem  Magnetismus ,  mit  be-son- 
derer  Berücksichtigung  ihrer  Beziehungen  zur  Telegraphie.  8^  mit 
267  in  den  Text  gedruckten  Holzschnitten  und  einer  Tafel  in 
Lichtdmr^  "  ui  B^tiu^^i.    Vx^^%  \^  "^^^^ 


Die  ereten  Capitel  des  Buches  haadela  von  der  EeibnugBelektridtU*, 
vir  finden  hier  die  FandamentalTeranche,  die  gewfihnlichen  und  die  [>>' 
fluens  -  Elektrisirmuchinen  u.  A,  m.  Sclion  hier  wird  der  flir  die  moderO* 
Telegraph entechnik  so  wichtige  Begriff  der  Capacität  erlKntert;  derA«^ 
druck 

--^ 

lognat  — 

(S.  26  unten)  bedeutet  indessen  weniger  die  Capacitüt  im  moderneitf 
Sinne,  als  vielmehr  das  specifische  VertheilnngavermSgeu  nach  Siemens.' 
Definirt   man    elektrische    Capacitat   eines  Leiters   oder  Condensators  als- 

^=— ,   so  oi^ebt  die  Rechnung  fUr  einen  cylindrischen  Condensalor, 

ein  Kabel 


Diese  Formel  rührt  von  Thomson  her  (1852).     Tn  gleicherweise  wire 
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Die  Lehre  vom  Galvanismas  wird  durch  die  Oh  mischen  GefHlle  ein- 
geleitet; es  hat   diese  Art   der  Darstellang  den  Vortheil,    dass  die  Vor- 
'^       ^1^  alle  graphisch   dargestellt  werden  können.     Die  Ohm  "sehen  und 
Kirchhof  fischen  Gesetze  sind  ziemlich  ausführlich  hehandelt,  was  nur 
begrfint  werden  kann.     Es   folgen   dann    die  verschiedenen  Haupttypen 
gtlnoischer  Elemente  mit  numerischen  Angaben  ihrer  elektromotorischen 
Kilfte.    Bei  der  Lehre  von  der  Leitungsfühigkeit  finden  wir  sehr  brauch- 
baie  Tabellen  zur  Berechnung  des  Widerstandes  von  Drähten  und  Flüs- 
^gkeitisäalen.     Ein  grösserer  kaum  ist  der  Besprechung  der  Wärmcwir- 
hngen   des  galvanischen  Stromes  gewidmet;   da  gerade  jetzt   die  elek- 
trische Beleuchtung  an  der  Tagesordnung  ist,  so  dürften  diese  Paragra- 
phen besonderes  Interesse  bieten.     Puncto  Lichtregnlatoren  hat  sich  der 
Herr  Verfasser  auf  die  Beschreibung  der  Siemens^ sehen  Lampe  (Con- 
rtmetion    von   Hefner-Alteneck)    beschränkt.     Wir  hatten   vor   zwei 
Jfthren  Gelegenheit,   diesen  sinnreichen  und  doch  so  einfachen  Apparat 
im   Eitablissement  der  Herren  Siemens  &  Halske  in  Thätigkeit  zu  sehen, 
ttnd  lind  überzeugt,   dass   derselbe  in   den   meisten  Fällen   den  Vorzug 
vor  Foncanlt^s  complicirtem  Arrangement  verdient.     Die  mechanischen 
Fonewirknngen   des   Stromes^  sind  sebr  ausführlich  behandelt ,    fast   zu 
mnsfllhrHch.     Das  Gleiche  lässt  sich  auch  von  der  Lehre  vom  Magnetismus 
land  Elektromagnetismus  sagen;  doch  ist  es  hier  geboten,  auf  den  Grund- 
ges^eu  lange  zu  verweilen.    Für  die  Frage  der  elektrischen  Beleuchtung 
bietet  die  ausführliche  Beschreibung  der  magncto  -  elektrischen  Maschinen 
K^oconderes  Interesse.     Es   mag   an  dieser  Stelle  rühmend  hervorgehoben 
'^''^mlen,   dass  sich  das  Werk  im  Allgemeinen  durch  einen  durchaus  ori- 
^Dellen  Ton   auszeichnet  und  dass  der  Ideengang  des  Herrn  Verfassers 
^^^  ganz  selbstständiger  ist. 

Ea  folgt  nun  ein  äusserst  wichtiges  Capitel:  ,,Die  elektrischen  Er- 
•*^öeinungen  in  Kabeln."  Was  im  Anfange  unserer  Besprechung  in  Be- 
^^S  auf  das  Sammeln  des  Materials  gesagt  wurde,  hat  an  dieser  Stelle 
^'Oe  vollste  Bedeutung.  Wohl  wird  gerade  über  diesen  Gegenstand  sehr 
^^^1  geschrieben,  allein  die  betreffenden  Abhandlungen  finden  sich  in 
^^Utschen,  französischen,  englischen  Zeitschriften,  die  man  doch  nicht 
'^Oier  zur  Hand  hat,  zerstreut.  Der  Herr  Verfasser  hat  diesen  wichtigen' 
"^ "^Schnitt  seines  Werkes  mit  besonderer  Vorliebe  bearbeitet;  die  Beigabe 
^^*^  trefflichen  graphischen  Darstellungen  (Spannungscurven)  erleichtert 
^'^  Verständniss  ungemein;  aber  gerade  hier  Hesse  sich  die  Deutlichkeit 
^Qr  Darstellung  durch  Anwendung  der  Differentialrechnung  erhöhen.  Die 
"^^fertigung  der  Condensatoren  ist  nur  ganz  kurz  besprochen;  die  Art 
'^^d  Weise  ihrer  Adjustirung  ist  nicht  angegeben.  Die  Curve  des  anstei- 
genden Stromes  wird  durch  eine  vortrefflich  in  Lichtdruck  ausgeführte 
^  ^fel,  welche  die  von  Siemens  &  Halske  an  den  neuen  deutschen  Erd- 
■^^Vcln   angestellten   Versuche    veranschaulicht,    erläutert.      Deu   Selvlvifta 

Büt-Ut.  Abtblg.  d.  ZeitBcbr.  t  M»tb.  u.  Fhy§.  XXIV,  ».  % 
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dieses  Abschnittes  bilden  einige  Notizen  über  die  Fortpflanzungsgeschwin- 
digkeit der  Elektricität. 

Unter  dem  Titel  „Anhangt'  umfassen  die  letzten  Bogen  des  Bandes 
die  elektrischen  Messungen,  d.  i.  die  Messinstrumente,  die  Messmethoden, 
das  absolute  Maasssystem,  Zahlen  und  Tabellen. 

Nach  einer  kurzen  Theorie  der  Galvanometer  finden  wir  hier  Bat- 
terieprtifer,  Tangenten-  und  Sinus  -  Boussole  und  Spiegelgalvanometer 
beschrieben,  und  zwar  speciell  die  Anordnungen,  welche  Siemens  &  Halske 
den  betreffenden  Instrumenten  gegeben  haben.  Es  wurde  a.  O.  dem 
Herrn  Verfasser  der  Vorwurf  gemacht,  er  sei  stets  bemüht,  die  Construc- 
tionen  dieser  Firma  in  den  Vordergrund  zu  stellen;  diesem  Tadel  ver- 
mögen wir  uns  nun  nicht  anzuschliessen.  Dass  Herr  Dr.  Fr  öl  ich  mit 
Vorliebe  diejenigen  Apparate  beschreibt,  welche  er  durch  tägliche  Hand- 
habung- genau  kennt,  ist  ganz  selbstverständlich;  man  schlage  irgend  ein 
französisches  oder  englisches  Werk  auf  und  man  wird  finden ,  dass  auch 
dort  die  Erzeugnisse  des  Vaterlandes  vorzüglich  berücksichtigt  werden. 
Neu  waren  uns  hier  das  transportable  und  das  astatische  Spiegelgalva- 
nometer. Ersteres  zeichnet  sich  durch  grosse  Handlichkeit  aus,  indem 
das  ganze  Magnetsystem  in  einem  bewegliehen  Eupferstück  enthalten  ist. 
Aehnliche  Instrumente,  hatte  auch  die  französische  Telegraphenverwaltung 
1878  in  Paris  ausgestellt;  es  werden  dieselben  dort  theils  zum  Kabel- 
sprechen, theils  zur  Herstellung  des  Gleichgewichts  bei  Ailhaud's 
Hughes -Gegensprecher  benutzt.  Das  astatische  Spiegelgalvanometer 
besitzt  zwei  Glockenmagnete  in  zwei  übereinander  liegenden  Rollen,  bei 
dieser  Anordnung  wird  die  höchste  Empfindlichkeit  erzielt.  Neu  sind 
ferner  der  Russschreiber  und  das  Torsions  -  Dynamometer.  Ersterer,  nach 
dem  Princip  des  aperiodischen  Submarine -Relais  construirt,  diente  bei 
den  obenerwähnten  Versuchen  an  den  deutschen  Erdkabeln;  letzteres 
wird  von  Siemens  &  Halske  zur  Messung  der  starken  Ströme  der  dy- 
namo  -  elektrischen  Maschinen  benutzt.  Es  folgt  nun  noch  eine  ausführ- 
liche Beschreibung  des  Thomson'  sehen  Quadranten  -  Elektrometers, 
sowie  einige  Notizen  über  die  Anfertigung  der  Widerstandsscalen. 

Die  Ausführung  der  Messungen  ist  etwas  kurz  behandelt.  Das 
Gleiche  lässt  sich  auch  von  der  Besprechung  der  Fehlerbestimmungen 
sagen;  vielleicht  beabsichtigt  der  Herr  Verfasser,  in  Band  3  des  Hand- 
buches näher  auf  diesen  Gegenstand  einzugehen. 

Den  Schluss  des  Werkes  bilden  die  Grundzüge  des  absoluten  Maass- 
systems; man  kann  nicht  verlangen,  dass  in  einer  populären  Lehre  von 
der  Elektricität  dieses  Tractandum  ausführlich  zu  behandeln  sei;  um  einen 
oberflächlichen  Begriff  von  der  Sache  zu  erhalten,  genügt  das  Gesagte. 
Es  haben  sich  hier  einige  Druckfehler  eingeschlichen ,  die  indessen  so  in 
die  Augen  springen,  dass  es  uns  unnöthig  erscheint,  dieselben  namhaft 
MO  maeheo. 
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r^^^^^  •--.-•  rf"-  -^«^^  *  /■  • .  .--^  ■»  -"■* ' 


Die  Ansstattang  des  Werkes  ist  eine  des  wertbvollen  Inhalts  dnrcli- 
U8  wUrdige. 

fiS  sei  auch  dieser  Band  den  Fnchgenossen  warm  empfohlen! 

Zürich,  4.  Januar  1879.  Dr.  A.  Tobler. 


Vitaingibiioli  nm  Stadium  der  höheren  Analysis.  Von  Dr.  Oscar 
ScHLOGMiLCii ,  geh.  Schulrath  im  königl.  sächs.  Cultnsministerium. 
Erster  Theil:  Aufgaben  aus  der  Differentialrechnung. 
3.  Auflage.    Leipzig  1878,  Verlag  von  B.  G.  Teubner.    VIT,  308  S. 

Wenn  im  Allgemeinen  es  kaum  als  passend  erscheinen  dürfte,  dass 
fo  Leiter  einer  Abtheilung  einer  wissenschaftlichen  Zeitschrift  ein  Werk 
im  der  Feder  des  Leiters  einer  andern  Abtheilung  derselben  Zeitschrift 
<ier  Besprechung  unterwerfe,  weil  eine  durch  Jahre  fortgesetzte  Collegia- 
Ktit  die   Unbefangenheit  des  Urtheils   zu  trüben   geeignet  sein   könnto, 
M  erleidet  diese  Kegel  eine  Ausnahme,  wo  es  sich  um  wiederholt  erschei- 
nende Schriften  handelt,  um  solche,  deren  günstiges  Urtheil  das  Publi- 
kum schon   gesprochen   hat,   indem   es  eine  zweite,   eine  dritte  Auflage 
forderte.     In  diesem  Falle  hat  nämlich  meistens  die  Kritik  einer  blossen 
Ankfindigung  Platz   zu   machen,    es   sei   denn,    dass   man   mit  dem   all- 
gemeinen Urtheil  sich  nicht  einverstanden  erklären  wollte,  und  beabsich- 
tigte, unter  genauer  Begründung  gegen  Verfasser  und  Leser  gleichzeitig 
▼onBgeben.     Wir  befinden  uns  heute  in  dem  angenehmeren  und  beque- 
meren Falle,  das  Recht  in  Anspruch  zu  nehmen,   nur  kurz  anzuzeigen, 
dm«  eine  dritte  Auflage  des  allgemein  geschätzten  und  vielfach  benutz- 
ten Debungsbuches  zur  Differentialrechnung  von  dem  Leiter  der  dogma- 
tiachen  Abtheilung  dieser  Zeitschrift  die  Presse  verlassen  hat.    Gegen  die 
früheren  Auflagen   sind,    wie   das  Vorwort   bemerkt,    namentlich   in    der 
E^inleitung,   welche   mit  Grenzwerthen   von  Functionen   es   zu   thun  hat, 
Zvuitie    hin  angetreten .      Diesmal   hat  der   Verfasser   nämlich   auch   fünf 
"A-iifgtben  von  Grenzwerthen  von  Functionen  zweier  Veränderlichen  be- 
uandelt  und  gezeigt,  welche  Schwierigkeiten  bei  derartigen  Aufgaben  der 
'^^htnng   unterliegen,   wie   es   insbesondere   keineswegs  gleichgiltig  für 
^«Q    erscheinenden    Grenzwerth   ist,    ob   zuerst   die   eine   und   dann    die 
•*>dere  Variable  ihrer  Grenze  sich  nähere,  oder  ob  die  entgegengesetzte 
^ihenfolge   stattfindet,    oder  endlich   ob   beide   gleichzeitig  zur  Grenze 
S^langen,  indem  sie  als  Vielfache  einer  und  derselben  dritten  Verändor- 
iichen   mit   constanten   Coefficienten   erscheinen.     Für   spätere  AufIngen 
föchten  wir  an  den  Verfasser  die  Bitte  richten,  in  dem  Capitel  IV,  der 
l^Ucossion  ebener  Cnrven,   doch  auch  die  vielfachen  Punkte,   sowie  die 
^olirten  Punkte  der  Gurven  zu  berücksichtigen ,  als  Singularitäten,  welche 
^^iiiem  Schüler  der  höheren  Analysis  fremd  sein  dürfen.         Camv^ 
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Erste  Hälfte:    1.  Januar  bis  30.  Juni. 


AbbUdnng. 

1.  üeber  äquivalente  Abbildung.  Schellhammer.  Zeitschr.Math.  Phy8.XXn],69. 

Analytiiehe  Geometrie  der  Ebene. 

2.  Ueber    das   dem    Cartesischeü   reciproke   Coordinatensystem.     V.   Schlegel. 

Zeitßchr.  Math.  Phys.  XXIII,  196.    [Vergl.  Bd.  XXII,  Nr.  2.> 

3.  Sur  la  transformation  harmonique  lin^aire.    Mansion.    N.  corresp.  math.  IV, 

267,  313.  • 

4.  Ein  paar  allgemeine  metrische  Sätze  für  algebraische  Curven.    Holst.    Math. 

Annal.  XI,  341,  576. 

5.  Ueber  Tangenten  und  Normalen  an  Curvensystemen.    Schlömilch.    Zeitschr. 

Math.  Phys.  XXIII,  337. 

6.  Discussion  de  la  courbe  dont  IMquation  est  {E + x)  {x* + y*)  +  (y — 22)  (y* — «*)  =  0. 

Brocard.    N.  corresp.  math.  IV,  48. 

7.  Sur  une  courbe  du  sixi^me  degrd.     Freson.    N.  corresp.  math.  IV,  165. 

8.  Lieu  des  points  Q  tels  que  les  j)erpendicu1aires  abaiss^es  de  Q  sur  les  trois 

cöt^s  d'un  triangle  ddterminent  sur  ces  c6t^8  6  segmenta  en  Involution. 
Va#Aubel.    N.  corresp.  math.  IV,  261. 

9.  Trouver  Tenveloppe  de  la  base  d*une  cyclo'ide  qui  roule  sur  une  droite.    Men- 


nesson.    N.  corresp.  math.  IV,  362. 
Propri^ti^s  de  l'hypocycloide.    Dubois.    N. 


10  Propri^ti^s  de  l'hypocycloide.    Dubois.    N.  corresp.  math.  IV,  90.  —  Brocard 
ibid.  140.   . 

11.  Sur  rhypocycloide.     Brocard.     N.  corresp.  math.  IV^  189. 

12.  Courbes  däcrits  au  moyen  d*un  quadrilat^re  articol^..  Mennesson.    N.  corresp. 

math.  IV,  213,  216,  218,  219. 

13.  De  la  courbe  repr^sentäe  par  u=:E .    Cesaro.    N.  corresp.  math.  IV, 283. 

CD 

14.  Trouver  une  courbe  teile  que  la  partie  de  la  tangente  comprise  entre  le  point 

de  contact  et  Taxe  des  abscisses  soit  ögale  k  Pabscisse  du  point  de  con- 
tact     Latars.    N.  corresp.  math.  IV,  330.  —  Catalan  ibid.  832. 

15.  Doit  on  dire:  la  parabole  y^=^px  etc.?    Brocard.    N.  corresp.  math.  IV,  242. 

—  Catalan  ibid.  245.  —  Mansion  ibid.  860. 
Vergl.  Abbildung.  Asymptoten.  Biangularcoordinaten.  Kegelschnitte.  Kreis. 
Quadratur. 

Analytische  Oeometrie  des  Baumes. 

16.  Ueber  die  Darstellung  der  Raumcurve  vierter  Ordnung  erster  Species  und  ihres 

Secantensystems  durch  doppelt  periodische  Functionen.  Harnack.   Math. 
Annal.  XU,  47. 

17.  Sur   la   resolution   des  problemes  qui  exigent  des  constructions  dans  respace 

avec  la  regle  et  le  compas.    De  Tilly.    N.  corresp.  math.  IV,  272. 

18.  Ueber  das  gleichseitige  hyperoolische  Paraboloid  und  ein  aus  ihm  abgeleitetes 

.Strahlsystem.    Schoenflies.    Zeitschr.  Math.  Phys.  XXIII,  246. 

19.  Ueber   ein   specielles   Hyperboloid   und   andere   mit  ihm   zusammenhängende 

Rcgelflächen.    Schoenflies.    Zeitschr.  Math.  Phys.  XXIII,  269. 
Vergl.  Mannigfaltigkeiten.    Oberflächen.    Oberflächen  zweiter  Ordnung. 
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AftronoBiio« 

20.  Veränderte  Form  für  die  Bercchnang  der  Hypothesen  bei  ßahnbestimmungen 

ans  drei  beobachteten  Ocrtem.    Fabritius.    Aßtr.  Nachr.  XC,  217,  225. 

21.  Ueber  eine  streni^e  Methode  zur  Berechnung  des  Ortes  von  Polarsternen.    Fa- 

britius.   Aßtr.  Nachr.  LXXXVII,  113,  129. 

22.  Die  säculare  Beschleunigung  der  mittleren  Bewegtmg  des  Mondes.    Weiler. 

Astr.  Nachr.  XC,  369;    XCI,  1,  17,  33.  —  Seeliger  ibid    193.  —  Hill 
ibid.  251. 

23.  On  double-star  calculatious.    Doberck.    Astr.  Nachr.  XC,  57;  XCI,  119. 

24.  Zu  Encke's  Methode  der  Berechnung  der  speciellen  Störungen.    Th.  v.  Oppol- 

zer.    Astr.  Nachr.  LXXXIX,  273. 

25.  Ueber  das  Gesetz  der  numerischen  Coefßcienten ,   die  bei  den  mecbauiscben 

Quadraturen  auftreten.    Th.  v.  Oppolzer.    Astr.  Nachr.  XCI,  329. 

26.  Ueber    die  BesseFsche   Correctionsformel   für   Mikrometerschraubeu.     Lump. 

Astr.  Nachr.  LXXXVll,  359;  LXXXVHI,  179. 
Vergl.  Geschichte  der  Mathematik  103,  107. 

As3rmptoteiL 

27.  Allgemeine  Theorie  der  Asymptoten  der  algebraischen  Curven.    Stolz.    Math. 

Annal.  XI,  41. 

Attraction. 

28.  Zu  IUemann*s  Gravitationstheorie.    Helm.    Zeitschr.  Math.  Ph^s.  XXIII,  261. 

29.  OscillatoriSche  Bewegung   eines   verlängerten  Kotationsellipsoids  infolge  der 

Anziehung  eines  weit  entfernten  Punktes.    G  iesen.    Zeitschr.  Math.  Phvs. 
XXHI,  380. 
•Vergl.  Potential. 

Amtdehnnngslehre . 

30.  Die  Mechanik  nach  den  Princix>ien  der  Ausdehnungslehro.    H.  Grassmann. 

Mathem.  Annal.  XII,  222. 

31.  Der  Ort  der  Hamilton*schen  Quaternionen  in  der  Ausdehnungsichre.    H.  Grass - 

manp.    Mathem.  Anna).  XII,  375. 
Vergl.  Geschichte  der  Mathematik  111.    Imaginäres  129. 


Bemoiilli*8oli6  Zahlen. 

32.  Sur  les  nombres  de  Bemoulli.    Catalau.    N.  corresp.  math.  I^  110. 

Bestimnite  Integrale. 

33.  Ueber  bestimmte  Integrale.     Thomae.     Zeitschr.  Math,  l'hys.  XXI II,  67. 

Ver^l.  Elliutische  Transcendenten.    Ultraelliptische  TranBcendenten.     Varia- 
tionBrecunung. 

Biangnlarcoordinaten. 

34.  Demonstration  d*un  theoreme  geomdtrique  par  coordonnees  biangulaires.     Le- 

moine.    N.  corresp.  math.  IV,  59. 

Binomialcoef  fidenten . 

35.  Zur  Lehre  von  den  Binomialcoefficienten.    V.  Schlegel.     Zeitschr.  Math.  Phys. 

XXHI,  263. 

C. 

Cubator. 

36.  Einfachste  Formel  für  das  Volumen  des  Prismatoids.    J.  K.  Becker.    Zeitschr. 

Math.  Phys.  XXIll,  412. 

D. 

Determinanten. 

37.  Extraits    de   Touvrage  de  Mr.  Günther  sur  les  determiuants.     Brocard.     N. 

corresp.  math.  IV,  16. 

38.  Thcorömes  arithinetiques  reposant  sur  la  tlieorie  des  ddterniinauts  et  vice  versa. 

Smith  etMansion  ( nouvellement  redigd  par  Catalan).     N.  corresp. 
math.  IV,  103.  —  Le  Paige  ibid.  170. 

39.  Sur  une  propriete  des  determiuants  nuls.     Falk.     N.  corresp.  math.  IV,   373. 

40.  Sur  une  transformation  tle  determinants.    Le  Paige.     N.  corresp.  math.  IV,  79. 

Vergl  Function  78.    Gleichungen  115. 
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Determinanten  in  geometriieher  Anwendung. 
4t.  Sur   an   principe  fondamental  de  g^omdbrie  et  de  trigonom<5triü.    £.  Lucas. 
N.  oorresp.  math.  IV,  85,  169,  200. 

DüFerentialgleiehnngen. 
tt.  lieber  die  Integration  totaler  Differentialgleichungen.    Du  B o i a - li c y  ni o n d. 

Mathenu  AnnaL  XII,  123. 
43.  8nr  IMqoation  de  Eiccati  gdndralisde.     Picard.     N.  corresp.  math.  IV,   184. 

*i.  Integrer  IMqnation  T^  +  ay  +  6a;"»y»=0.    Latars.    N.  corregp.  math.  IV,  397. 

^.  Integrer  T^oation  —,  +  -7,  =  —.    Mennesson.    N.  corresp.  math.  IV,  253. 

^  Heber  lineare  Differentialgleichungen.     F.  Klein.    Mathem.  Annal.  XI,  115; 

XU.  167. 
-17.  ijn  th^orie  des  formes  dans  Tintd^ation  des  dquations  diffärentielles  lin<5aires 

du  second  ordre.    Brioschi.    Mathem.  Annal.  XI,  401. 
**  Th^reme  eur  la  rMuction  d*une  dquation  lindaire  d'ordre  n  ä  une  autrc  equa- 

ti<m  lindaire  d'ordre  n— 1.    Mansion.    N.  corresp.  math.  IV,  154. 
««•  Allgemeine  Theorie  der  partiellen  Differentialgleichungen  erster  Ordnung,  zweite 
Abhaadlonff.    Lie.    Mathem.  Annal.  XI,  464.    [Vergl.  Bd.  XXIII,  Nr.  78.] 
^"^  On  the  theorj  01  partial  differential  equations.    Cayley.    Mathem.  Annal.  XI, 

51      TT  ^^■ 

^*.  Ueber  partielle  Differentialgleichungen  höherer  Ordnung,  die  intermediäre  erste 
.^  Integrale  besitzen.    Baocklund.    Mathem.  Annal.  XI,  199. 

•»3.  Ueber  Systeme  partieller  Differentialgleichungen  erster  Ordnung.    Baecklund. 
.  Mathem.  Annal.  XI,  412. 

•»«•  Ueber   den  Miütiplicator  eines  Jacobi*Bchen  Systiems.    A.  Mayer.    Mathem. 
Annal.  XII,  182. 
Vergl.  Invariantentheorie  131. 


jj.  Elektrodynamik. 

54.  lieber  die  Zuverlässigkeit  des  Ampcre'schen  Gesetzes.    C.  Neumann.    Mathem. 

Annal.  XI,  309. 

55.  Ueber  die  gegen  das  Weber'sche  Gesetz  erhobenen  Einwände.    G.  Neumann. 
^  Mathem.  Annal.  XI,  318. 

56.  ^ur    Theorie  des  Condensators.    Kirchhoff.    Berl.  Akad.-Ber.  1877,  144. 

57.  Äur    Theorie  der  Bewegung  der  Elektricität'  in  unterseeischen  oder  unterirdi- 
•.  achen  Telegraphendrähten.    Kirch  ho  ff.    Berl.  Akad -Ber.  1877,  508. 

58.  tletier  galvamsche  Ströme,  verursacht  durch  Concentrationsunterschiede ;  Fol- 

gerungen   aus   der  mechanischen   Wärmetheorie.     Helmholt z.     Berl. 
^    ^  Akad.-Ber.  1877,  713. 

^        ®*^«r  das  Problem  der  Strom  Verzweigung  in  einer  ebenen  Platte.   Chwolson. 

Zeitschr.  Math.  Phys.  XXIII,  47. 

fiO.  Pi-  EUipie. 

61   S.^^'!^*^  gäomätriques  de  Tellipse.    Laisant    N.  corresp.  math.  IV,  118. 

'  ^"^priät^s  d'une  ellipse  inscrite  ä  un  parallelogramme.    Jamet.    N.  corresp. 
g^  ip.         math.  IV,  123. 

^  Q^^or^mes  sur  Tellipse.    Mennesson.    N.  corresp.  math.  IV,  357. 
^  geometrische  Untersuchungen.    S.  Kantor.     Zeitschr.  Math.  Phys.  XXII I,  414. 
^*^  les  3  cerdes  osculateurs  ä  Tellipse  passant  par  un  point.    Neuberg.    N. 
ß^  p         corresp.  math.  IV,  309. 

'^rcle  de  conrbnre  de  Tellipse  ayant  la  m^me  surface  que  Tellipse.    Yagane. 
N.  corresp.  math.  IV,  898. 
Vergl.  Bectification  178. 

Ellipsoid. 
Vergl.  Attraction  29. 
$Q     |.  EUiptitehe  Transcendenten. 

^Qber  die  Theilung  der  elliptischen  Functionen.    Kronecker.    Berl.  Akad.- 
67^  Ber.  187«,  242.    [Vergl.  Bd.  XXII,  Nr.  343.] 

"algebraische   Untersuchungen   aus   der   Theorie   der   elliptischen   Fuuctiünen. 
6%     ^         Krause.    Mathem.  Annal.  XII,  1. 

"    Ueber  die  Modnlargleichungen  der  elliptischen  Functionen  und  ihre  Anwen 
dnng  auf  die  Zahientheoric.    Krause.    Mathem.  Annal.  XII,  419. 
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I. 

Ikotaeder. 

127.  Weitere  Untersuchungen   über   das  Ikosaedcr.     F.  Klein.     Matheni.  Annal. 

Xn,  603.    [Vergl.  Bd.  XXIH,  Nr.  162.] 

Imaginirei. 

128.  Das  Imaginäre  in  der  Geometrie  und  das  Rechnen  mit  Würfen  (zweite  Ab- 

handlung).  Lüroth.    Mathem.  Annal.  XI,  84.    [Vergl.  Bd.  XXll,  Nr.  399.] 

129.  Ueber  die  geometrische  Darstellung  des  Imaginären  vom  Standpunkte  der 

Ausdehnungslehre.    V.  Schlegel.    Zeitsdnr.  Math.  Ph^s.  XXIII,  141. 
Vergl.  Ausdemiungslehre  31.    Quatemionen.    Zahlen theorie  227. 

Integration  (nnbeitinmite;. 

130.  Ueber  die  Verallgemeinerung  der  partiellen  Integration.  Wo  r  p  i  t  z  k  y .  Zeitschr. 

Math.  Phys.  XXITI,  407. 

InTariantentheorie. 

131.  Binäre  Formen  mit  verschwindenden  Covarianten.    Gordan.    Mathem.  Annal. 

xn,  147. 
Vergl.  Differentialgleichungen  47.     Elliptische  Transcendenteu  67.    Gleich- 
ungen 114. 

K. 

Kegeltohnitto. 

132.  Einige  Eigenschaften  der  ebenen  und  sphärischen  Kegelschnitte.    Mehmcke. 

i^eitsäir.  Math.  Phys.  XXIII,  266. 

133.  Ueber  die  Verallgemeinerung  einer  Erzeugungsart  der  Curveu  zweiten  Grades. 

V.  Schlegel.    Zeitschr.  Math.  Phys.  XXUI,  402. 

134.  Sur  les  cercles  osculateurs  d^une  conique  en  trois  points.    De  Longchamp. 

N.  corresp.  math.  IV,  393. 

136.  Trouver  renveloppe  des  axes  des  coniques  tangentes  en  deux  points  donnes 

S,  deux  droites  donnäes.    Jamet.    N.  corresp.  math.  IV,  299. 
1S6.  Sur  la  corde  commune  ä  deux  coniques.    Henry.    N.  corresp.  math.  IV,  24. 
[Vergl.  Bd.  XXHI,  Nr.  174.] 

137.  Synthetischer  Beweis  des  Satzes,  dass  jede  ebene  Curve  dritter  Ordnung  durch 

ein  Kegelschnittbüschel  und  ein  projectivisches  Strahlenbüschel  erzeugt 
werden  kann.    Milinowski.     Zeitschr.  Math.  Phys.  XXIII,  327. 
Vergl.  Ellipse.     Hyperbel.     Normalen  152,   153.     Oberflächen  zweiter  Ord- 
nung.   Parabel. 

Kreis. 

138.  Sur  le  cercle  de  9  points.    Mennessou.     N.  corresp.  math.  IV,  241. 

139.  Theoreme  sur  les  quatre  cercles  inecrits  et  exinscrit«  ä  un  trianglc.    Braun. 

N.  corresp.  math.  IV,  364. 

140.  Ueber  eine  Alaximumaufgabe.    Lorsch.     Zeitschr.  Math.  Phys.  XXIII,  bist. 

Abth.  120. 
Vergl.  Biangularcoordinaten.    Geschichte  der  Mathematik  106.    Hyperbel  125. 

Logikcalenl. 

141.  Ueber  den  Operationskreis  des  Logikcalculs.    E.  Schroedcr.    Mathem.  Anual. 

XU,  481. 


142.  Les  fonctions  metriquea  fondamentales  dans  un  esnacü  de  plusieurs  dimensions 
et  de  courbure  constante.     D'Ovidio.    Mathem.  Annal 


Mannichfaltigkeiten. 

n  e8[»acü  de  plusi« 

XII,  403. 

Meehanik. 

143.  Kinematisch -geometrische   Theorie  der  Bewegung  der  affin -veränderlichun, 

ähnlich' veränderlichen  und  starren  räumlichen  oder  ebenen  Systeme.  Bur- 
mester.  'Zeitschr.  Math.  Phys.  XXIII,  108. 

144.  Die  Zerlegung  und  Zusammensetzung  der  unendhch  kleinen  Bewegungen  eines 

starren  K(Vrpers  als  Hilfsmittel  bei  Aufstellung  der  dynamischen  Diffe- 
rentialgleichungen,    C.  Neumann.    Mathem.  Annal.  XI,  379. 
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>45.  Ka,tiBi;i8che  Linien  in  kinematischer  Behandlung.    Kessler.    Zeitschr.  Math. 

l^hjB.  XXUI,  1. 
^4$.  B^mon^ration  d*nn  th^or^me  relatif  a  une  courbe  quelconque  tracäe  sur  unc 
Sphäre  an  moyen  de  considdrations  tindmatiques.    Le  Paigc.    N.  corresp. 
^  math.  IV,  282. 
t4l- Trois  th^orämes  de  statique.    Mansion.    N.  corresp.  math.  IV,  148. 
\4S.  De  la  rotatdon  d*un  corps  autoar  o'un  point  fixe.    Siacci  (extrait  parMan- 

Bion).    N.  corresp.  math.  IV,  61. 
149.  Viteue  d^an  point  ddcrivant  une  trajectoire  plane  sous  Tinfluence  d*une  force 
^manäe  d'nn  point  fixe.    Jamet.    N.  corresp.  math.  IV,  295. 
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Zar  OeBchichte  Abü'l  Wef&'s. 

Von 
ElLHARD    WiEDEMANN, 


Bei  der  grossen  Bedeutung,  welche  die  Aufsätze  von  Woepcke  über 
die  arabischen  Mathematiker  und  Astronomen  für  die  Geschichte  dersel- 
ben  haben,  da  sie  zu  den  wenigen  gehören,  die  aus  den  arabischen 
Quellen  selbst  geschöpfte  Nachrichten  bringen,  dürfte  die  Berichtigung 
eines  Irrthumes  Woepcke*s  von  einigem  Interesse  sein,  um  so  mehr, 
als  er  sich  auf  einen  der  bedeutendsten  arabischen  Astronomen,  auf 
Ab  UM  WefÄ,  bezieht. 

Woepcke*  berichtet  uns  über  das  Leben  AbüM  WefÄ's,  indem 
er  den  Angaben  des  Tarikh  al  Hukamd  von  Ihn  al  Kifti,  des 
Kitdb  al  Fihrist  von  AbüM  Farag  Ihn  an  Nadtm  und  des  Bio- 
graphischen Lexikons  von  Ihn  Khallikan  folgt. 

Abu' 1  Wef^  Muhammed  Ben  Muhammed  Ben  Jahja  Ben 
Ism&''il  Ben  aKAbbds  al  BüzgAni  wurde  in  Blzgän,  einer  kleinen 
Stadt  von  KhordsÄn  zwischen  HerÄt  und  Nis&pür,  am  Mittwoch,  dem 
ersten  Tage  des  Ramadan  des  Jahres  328  der  Hegra  (10.  Juni  940  A.  D.) 
geboren.  Mit  20  Jahren,  348  d.  H.,  verliess  er  sein  Heimathland  und 
siedelte  nach  Irdk  über,  wo  er  die  speculative  Mathematik  [Arithmetik  der 
Griechen,  o  JsjJ  t  Jic  film  al  '^adad)  der  Araber]  und  die  Geometrie  unter  Abu 

Jabj^  al  Bäwardi  und  AbüM  'AU  Ben  Karntb  studirte.    Er  selbst 

hielt  Vorträge  über  praktische  [v^  \w-^  '  JL  film  al  hisdb)]  und  speculative 

Arithmetik,  die  fleissig  besucht  wurden  und  aus  denen  man  vielfach  citirte.** 
Zu  seinen  Zuhörern  gehörte  sein  Oheim  väterlicher  Seite  Ihn  ""Omar  al 
Mogdzili  und  sein  Oheim  mütterlicher  Seite  Abu  ''Abd  Allah  Mu- 
hammed Ben  A nbasah.     Bis  zu  seinem  Tode  lebte  er  in  Bagd&d  und 


♦  Journal  (isiatique  (5),  F,  p.2438q, 

**  Es  geschah  dies  nach  Ib^  Khallikan  von  seinem  Lehrer  E&mal  ^^ 
Din  Abü'l  Patb  Müift  I^- ^' 


RecensioneiL 


Brftohy-Teleskop.  Bemerkungen  zu  der  Recension  des  Herrn  Bohn 
im  XXIV.  Jahrgange  dieser  Zeitschrift,  S.  43  —  52  der  histor.- 
literar.  Abtheilung. 

Dag  von  Herrn  F ritsch  in  Wien  construirte  B'rachy-Teleskop,  das 
•ich  bereits  vielfacher  Anerkennung  erfreut,  ist  ein  Reflector,  der,  ähn- 
lich wie  der  Gas segrain' sehe,  aus  einem  grösseren  Hohlspiegel  und 
oinem  kleineren  Convezspiegel  zusammengesetzt  ist.  Der  Convexspiegcl 
iteht  aber  bei  dem  neuen  Reflector  ganz  ausserhalb  des  Strahlenbündels, 
du  auf  den  Hohlspiegel  fällt,  und  gestattet  so,  die  ganze  Fläche  des- 
Nlben  auszunützen.  In  der  hierdurch  bedingten  grösseren  Licht- 
itirke,  in  dem  Umstände,  dass  der  Hohlspiegel  nicht  durchbohrt 
Verden  mnss  und  dass  der  Beobachter  den  betrachteten  Gegenstand 
^or  sich  hat,  endlich  in  der  Kürze  und  Leichtigkeit  der  Construc- 
üon  erblickt  Herr  F ritsch  die  Vorzüge  seines  Reflectors  vor  den  älteren 
Teleskopen. 

Wenn  nun  die  Bilder  des  Brachy-Teleskops  an  Schärfe  denen  eines 
'V 6 ir ton* sehen  oder  Herscherschen  mit  gleichem  Hohlspiegel ,  wie  das 
^VBiere,  nicht  nachstehen,  so  wird  man  wohl  zugeben  müssen,  dass  der 
neue  Reflector  die  Vorzüge  der  älteren  vereinigt,  ohne  deren  Nachtheile 
^  besitzen,  und  das  ist  Herrn  F ritsch  bei  den  bisher  ausgeführten 
Instnmienten  in  der  That  gelungen. 

Das  Schriftchen ,  durch  welches  das  neue  Teleskop  weiteren  Kreisen 
bekannt  gemacht  werden  soll,  benützt  Herr  Bohn,  um  in  Form  eines 
Referates  die  Principien  der  neuen  Construction  und  gelegentlich  auch 
^ie  der  älteren  einer  kritischen  Beleuchtung  zu  unterziehen. 

Das   Ergebniss   dieses  Referates  ist  für  das  Brachy  •  Teleskop   kein 

günstiges.     Die  neue  Anordnung   soll   weder   in   mechanischer,   noch   in 

optischer  Hinsicht  Vortheile  vor   der   Casscgrain' sehen   voraus   haben 

(8.  5}^^  dng  nojie  Teleskop  sei  länger  als  ein  New  tonisches  (S.  45  Z.  11 

^*  U.),   ausserdem  soll   aber  das  Brach  j  -  Teleskop   noch  weitere  Mängel 

'^igen,  die  bei   einem   wirklich   vollkommen   eingerichteten  Instrumente 

''*>i'    durch   einen    äusserst   verwickelten    Mechanismus   behoben    werden 

^^«»tien. 


124  Historisch -literarische  Abtheilnng. 

Worin  bestehen  nun  zunächst  diese  Mängel? 

8.  47  wird  behauptet:  So  oft  man  das  Ocnlar  des  Brachj-Teleskops 
wechselt,  ist  zar' völligen  Ausnutzung  des  Hohlspiegels  eine  seitliche 
Verschiebung  desselben  (nach  der  für  a  auf  S.  46  gegebenen  Formel  wohl 
auch  des  Gonvexspiegels)  nothwendig  und,  was  noch  bemerkenswerther, 
der  Winkel  des  Suchers  mit  der  Ocularaxe  muss  ebenfalls  ge- 
ändert werden.  Streng  genommen  ist  das  schon  bei  gleichbleibendem 
Ocular  für  Beobachter  von  verschiedener  deutlicher  Sehweite  erforderlich. 
Auch  die  Aenderung  der  Oegenstandsweite  macht  ähnliche  Verschiebungen 
der  Spiegel  und  des  Suchers  nothwendig  (S.  48  und*  51),  doch  ging  dem 
Referenten  „aus  Beschreibung  und  Abbildung  des  Brachy-Teleskops  nicht 
mit  Deutlichkeit  hervor'^  wie  die  „zur  möglichsten  Vollkommenheit*'  des 
Instrumentes  erforderlichen  Einstellungsänderungen  vorgenommen  werden. 

Wir  bemerken  sogleich ,  dass  der  Grund  dieser  geringen  Deutlichkeit 
einfach  darin  liegt,  weil  derartige  complicirte  Mechanismen  gar  nicht 
nothwendig  und    daher  an  dem  Instrumente  auch  nicht  vorhanden  sind. 

In  der  That,  bedenkt  man,  dass  der  Sucher  die  Richtung  des  auf 
den  Höhlspiegel  fallenden  Parallelstrahlen bünd eis  (einen  unendlich  ent- 
fernten strahlenden  Punkt  vorausgesetzt)  hat,  die  Ocularaxe  aber  mit  der 
Axe  des  vom  Convexspiegel  kommenden  Strahlenkegels  zusammenfallen 
muss,  falls  das  Ocular  richtig  eingestellt  ist,  so  wird  die  behauptete 
Nothwendigkeit ,  beim  Wechsel  des  Oculars  Spiegel  und  Sucher  zu  ver- 
schieben, ganz  unfassbar,  wenn  anders  das  Ocularrohr  die  gewöhnliche 
Einrichtung  besitzt,  wie  sie  jedes  Fernrohr  zeigt.* 

Diese  Einrichtung  setzt  aber  Herr  Bohn  in  seiner  Theorie  des 
Brachy-Teleskops  nicht  voraus;  es  wird  vielmehr  angenommen,  die 
Ocularlinse,  welches  Ocnlar  auch  eingesetzt  werden  mag,  befinde  sich 
immer  an  derselben  Stelle  und  in  derselben  Lage.  Dann  bleibt 
freilich  kein  anderer  Ausweg,  als  die  Spiegel  gegen  die  Ocularlinse  zu 
stellen,  und  hieraus  resultirt  eine,  je  nach  der  Brennweite  des  Oculars 
verschiedene  Neigung  der  ankommenden  und  vom  Convexspiegel  reflec- 
tirten  Strahlen  gegen  die  Ocularaxe.  Nebst  den  von  Bohn  angegebenen 
Verschiebungen  wäre  übrigens  noch  eine  Neigung  des  Ocularrohres  nöthig 
behufs  Centrirung  der  Ocularlinse  gegen  die  ankommenden  Strahlen. 

Der  Grund,  warum  Herr  Bohn  diese  Annahme  macht,  dürfte  auf 
S  45  zu  finden  sein;  dort  heisst  es:  „Wie  der  für  das  neue  Instrument 
gewählte  Name  anzeigt,  wird  die  Kürze  als  wesentlichster  Vortheil  an- 
gesehen/* Damit  man  es  also  immer,  bei  jedem  Ocular,  bei  jedem  Be- 
obachter wirklich  mit  einem  Brachy-Teleskop  zu  thun  habe,  muss  seine 


*  Es   giebt  kleinere  CaBsegrain^schc  Teleskope  mit  fixer  OcnlarlinBe  and 
beweglichem  Convexspiegel,  doch  eignet  sich  diese  Anordnung  nicht  für  grössere 
and  nicht  für  PrOcisionsinstrumente. 
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Lftnge  ein  Minimam  sein,  d.  h.  die  Ocnlarlinso  nnmittelbar  hinter  dem 
HoUspiegel  stehen.  Dies  trifft  aus  begreiflichen  Gründen  beim  Brachy- 
teletkop  nicht  zu,  das  Ocular  steht  etwas  hinter  dem  Hohlspiegel,  „die 
TOD  Herrn  F ritsch  ausgeführten  Instrumente  sind  also  nicht  so  kurz, 
tb  sie  sein  könnten'^ 

Die  in  dem  Beferato  aufgefundenen  Mängel  des  neuen 
Bafleetors  sind  also  nur  Folge  einer  ganz  unnöthigen,  ja 
BD  statthaften  Annahme,  die  für  jedes  andere  Instrument  ähnliche 
oder  auch  gar  nicht  zu  beseitigende  Schwierigkeiten  nach  sich  zöge;  man 
denke  etwa  an  ein  gewöhnliches  Fernrohr,  dessen  Ocularlinse  eine  fixe 
liAfe  gegen  das  Objectiv  erhalten  sollte. 

Dass  femer  Herr  60 hn  auch  die  eingangserwähnten  Vortheile  der 
neven  Conatruction  bestreitet,  erklärt  sich  aus  weiteren  Betrachtungen, 
die  idn  Beferat  enthält. 

Auf  S.  52  wird  eine  Abänderung  des  Newton'schen  Teleskops 
empfohlen,  die  darin  besteht,  dass  der  Planspiegel  nicht  unter  45^  ge- 
nagt, sondern  normal  zur  Axe  des  Bohres  gestellt  und  der  auch  bei 
Newton *B  Einrichtung  nutzlose  Centraltheil  des  Hohlspiegels  ausgebohrt 
^riid.  Auf  dieses  Teleskop  bezieht  sich  wohl  die  Behauptung,  dass  der« 
ncoe  Beflector  länger  sei,  als  ein  Newton'scher  mit  gleichem  Hohl- 
spiegel; dasselbe  gleicht  aber  wohl  mehr  einem  Gas segrain' sehen  Tele- 
skop. Der  Badius  des  Planspiegels  wird  zwar  jetzt  halb  so  gross,  als 
der  des  Hohlspiegels,  und  beschattet  von  der  Fläche  des  letzteren  den 
▼ierten  Theil;  die  nöthige  Lichtstärke  macht  dann  viel  grössere  Dimen- 
sionen nothwendig.  Allein  nach  der  Meinung  des  Beferenten  dürfte  die 
Anwendung  so  grosser  Hohlspiegel  „nicht  bedenklich  sein",  um  den 
durch  Plan-  oder  Convexspiegel  bedingten  Entgang  an  Licht  (dem  Brachy- 
Teleskop  gegenüber)  wieder  ersetzen  zu  können.  Das  „Gewicht  des 
Spiegels'*  (andere  Bedenken  werden  nur  beiläufig  erörtert)  „kann  selbst 
1^  lehr  grosser  Fläche  desselben  recht  klein  werden",  man  braucht  ihn 
JA  nur  „ziemlich  dünn"  zu  machen.  Auch  das  durch  den  grösseren 
Spiegel  bedingte  grössere  Gewicht  des  Bohres  etc.  ,,kann  gering  gehalten 
werden".  „Es  genügt,  den  Hohlspiegel  und  den  zweiten  (ob  eben  oder 
convex)  je  nur  mit  einem  kurzen  Cy linderstutzen  aus  Metall  zu  umgeben, 
die  beiden  Metallstutzen  durch  drei  bis  vier  nicht  zu  schwere  Metall- 
Stangen  zn  verbinden  und  den  Kegelmantel  mit  leichtem  Stoff,  Holz, 
*^dcr,  Wachstuch,  Tuch  zu  schliessen"! 

Solche  Erwägungen  und  Vorschläge  dürften  wohl  nicht 
^^oignet  sein,  die  Vortheile  der  von  Herrn  Fritsch  aus- 
^^'Uhrten  Anordnung  als  illusorisch  erscheinen  zu  lassen. 

Ein   wesentliches  Bedenken    gegen    diese  Anordnung  kann  sich  nur 

^f   die  grösseren  Neigungen  der  Spiegel  gegen  die  sie  treffenden  Strahlen 

^^iehen;   allein  hierüber  lässt  sich   ohne  eingehendere  Bechnung  nicht 
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80  leicht  ein  Urtheil  abgeben.  Es  mag  bemerkt  werden,  dass  bei  der 
Cassegrain'schen  Constmction  zur  tbeilweisen  Behebung  der  sphäri- 
schen Aberration  zwei  Elemente  zu  Gebote  stehen:  der  Radius  des  Con- 
vexspiegels  und  innerhalb  sehr  enger  Grenzen  seine  Entfernung  vom 
Hohlspiegel;  dass  hingegen  beim  Brachj  -  Teleskop  der  ungünstigeren 
Stellung  des  Hohlspiegels  noch  ein  drittes  Element,  die  Neigung  des 
Convexspiegels,  zu  Hilfe  kommen  kann.  Wie  schon  erwähnt,  geben  "die 
Brachy-Teleskope  in  der  That  ganz  vorzügliche  Bilder. 

Prag,  den  5.  März  1879.  F.  Lippich. 


Pappi  Alexandrini  Collectionis  quae  superswU  e  libris  manu  scriptis 
edidit  laiina  inierpretalione  et  commehiarüs  instruxil  Fridericus 
Hullsch.  Volumen  III.  Berolini  apud  Weidmannos  1878.  XXII, 
1021  —  1288,  IV,  144  S. 

Der  dritte  und  letzte  Band  der  neuen  Pappus  -  Ausgabe  liegt  voll- 
endet vor  uns.  Wir  verweisen  unsere  Leser  auf  die  Anzeigen,  die  wir 
im  XXI.  Bande  dieser  Zeitschrift,  histor.-literar.  Abtheilung  8.70  —  80, 
•  und  im  XXII.  Bande,  histor.-literar.  Abtheilung  8.  173  — 179,  von  den 
beiden  früheren  Bänden  erstattet  haben,  und  wenden  uns  ohne  weitere 
Einleitung  zum  Inhalt  des  dritten  Bandes. 

Von  der  8ammlung  des  Pappus  fehlte  uns  nur  noch  das  VIII.  Buch, 
und  dessen  Abdruck  müssen  wir  zur  Anknüpfung  einiger  weniger  Be- 
merkungen wählen ,  wie  wir  sie  auch  mit  Bezug  auf  die  vorhergehenden 
Bücher  uns  gestatteten.  Haben  doch  unsere  damaligen  Erörterungen  vor 
dem  Kichterstuhle  des  urtheilsfähigsten  Fachmannes,  des  Herausgebers 
des  Pappus,  in  dem  Maasse  bestanden,  dass  er  einigen  derselben  die 
Ehre  zu  Theil  werden  Hess,  in  seinem  III.  Bande  auf  sie  zu  verweisen. 
Pappus  kündigt  den  Inhalt  des  VIII.  Buches  mit  den  Worten  an 
(8.  1028,  4  —  10):  „Ich  habe  für  gut  gehalten,  die  mit  Hilfe  der  Geo- 
metrie gewonnenen  und  zur  Lehre  von  der  Bewegung  schwerer  Körper 
noth wendigsten  Theoreme,  sowohl  die,  welche  bei  den  Alten  vorhanden 
sind,  als  auch  die  von  uns  selbst  zu  gutem  Gebrauche  aufgefunden  wur- 
den, kürzer  und  deutlicher  niederzuschreiben  und  auf  eine  bessere  Weise, 
als  es  von  früheren  Schriftstellern  geschah,  darzustellen.**  Es  wäre  mög- 
lich, gleich  die  Worte  „von  uns",  vfp*  iJfKuv,  mit  einem  Commentar  zu 
versehen,  da  es  von  vornherein  nicht  ganz  zweifellos  erscheint,  ob  mau 
sie  so  zu  verstehen  hat,  dass  Pappus  nur  von  sich  reden  will,  oder  so, 
dass  er  die  Zeitgenossen  mit  einbegreift.  Jedenfalls  dürfte  aber  diese 
Streitfrage,  wie  wir  noch  sehen  werden,  zu  Gunsten  der  ersteren  Auf- 
fassung  entschieden  werden  müssen.  Als  Aufgaben ,  mit  welchen  er  sich 
der  gegebenen  Erklärung  gemäss  näher  beschäftigen  wolle,  nennt  Pap- 
pus   die  drei  folgenden:    1.   die  Auffindung  derjenigen   Kraft,   welche 
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forderlich   ist,  um   eine  gegebene  Last  längs  einer  gegebenen  schiefen 
Kbene  in  Bewegung  zu  setzen ;  2.  die  Einschiebang  zweier  mittlerer  geo- 
ttetriscber  Proportionalen   zwischen   zwei  gegebene,   einander  ungleiche 
OrSisen;  3.   die  Anpassung  eines  Zahnrades  mit  gegebener  Anzahl  der 
ZUme  lom  Eingriff  in   ein   anderes  Zahnrad,   dessen  Zähne  ihrer  Zahl 
nach  gleichfalls  gegeben   sind.     Diese  Aufgaben   werden   dann   auch  im 
Uafe  des  Buches  als  9.^  11.,  23.  Satz  behandelt,   aber  ohne  dass  man 
gerade  ihnen  zu  Liebe  eine  Dreitheilung  des  Buches  annehmen  mtisste, 
via  es  bei  früheren  Büchern  wohl  der  Fall  war.     Ueberhaupt  scheint  uns 
—  lud  wir  vermuthen  uns  hier  in  Uebereinstimmung  mit  Hrn.  Hultsch  — 
du  VIII.  Buch  im  Laufe  der  Jahrhunderte  seit  Pappus   bis   zur  Ent- 
liahing  der  Vaticanhandschrift  fast  am  Meisten  gelitten  zu  haben.    Aus- 
i%8  aus  den  mechanischen  Schriften   des  Heron   vonAlexandrien 
■Sgen  ja  von  Anfang  an  Theile' dieses  Buches  gebildet  haben,  wie  wir 
überhaupt  bei  Pappus  daran  gewöhnt  sind,   dass  er  seine  geistreichen 
Zosätse  an  Dinge  anknüpft,  die  anderen  Schriftstellern  angehörten,  und 
daat  so   eine  Berechtigung  zu   dem  bescheidenen   Namen   „Sammlung*^ 
welchen  er  seinem  Werke  beilegte,  vorhanden  ist;  aber  ob  die  Auszüge 
aus  Heron  im  YIII.  Buche  von  Anfang  an  an  den  Stellen  und  in  sol- 
cher Ausdehnung  sich  fanden,   wie  wir  sie  jetzt  mit  Hultsch  im  Ver- 
luife  und  namentlich  am  Ende  des  Buches  erkennen,   ob  nicht  an  der 
Anordnung    überhaupt    ganz    wesentliche    Veränderungen    vorgenommen 
worden  sind,  das  erscheint  uns  recht  zweifelhaft.     Ohne  daher  zu  Muth- 
mawnngen   über  die  ursprüngliche  Gestalt  des  VIII.  Buches  uns  verstei- 
gen in  wollen,   bemerken   wir  nur,   dass  der  Lehre  von  der  Bewegung 
iknf  der  schiefen  Ebene  verschiedene  Sätze  aus  der  Theorie  des  Schwer- 
punktes vorangeben,  darunter  der  von  Chasles  bereits  hervorgehobene 
Bali,  dass  der  Schwerpunkt  eines  an  sich  beliebigen  Dreiecks  zugleich 
auch  Schwerpunkt  eines  Dreiecks  sei,   dessen  Eckpunkte  auf  den   drei 
Seiten  des  ersteren  so  liegen,    dass  dadurch  jene  Seiten   sämmtlich  in 
gleichem  Verhältnisse  getheilt  erscheinen.     Wir  bemerken,  dass   an  die 
Delisehe  Aufgabe,  die  zwar  schon  im  III.  Buche  in  anderem  Zusammen- 
''^ge  behandelt  worden  war,  die  aber  hier  wiederkehrt,  weil  auf  ihr  die 
Vergrösserung  eines  durch  mechanische  Vorrichtungen  irgendwie  in  Bc- 
^^gung  zu  setzenden  Körpers   unter  Festhaltung  seiner  Gestalt  beruht, 
<«ie  Aufgabe  folgt,  den  Kreisumfang  eines  geraden  Cy linders  zu  finden, 
^Ua  welchem  überall  Stücke  herausgebrochen  sind,  so  dass  eine  uumittcl- 
^tQ  Messung  au  keiner  Stelle  stattfinden  kann.     Wir  treffen  sodann  auf 
'i^gen,    bei   denen   es  sich   um  Auffindung  gewisser  Punkte  auf  einer 
"^^gel  handelt,  z.  B.  des  Punktes,  der  einer  gegenüberliegenden  Ebene 
^^  Nächsten   liegt,  und   der  Punkte,  in   welchen  eine  gegebene  gerade 
'^inie  die  Kugel  durchdringt.     Daran  schliesst  sich  die  Einb  R 

^^H  7  einander  gleichen  regelmässigen  Seohsecken  itf 
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Nichfolger  des  Pappns  zam  Verfasser  haben,   der  hier  wie  von  etwas 
gaas  Bekanntem  redet. 

Am  Anfange  des  Bandes ,  dem  Texte  des  VIII.  Baches  vorangehend, 
hä  eine  etwa  einen  Druckbogen  füllende  Vorrede  Platz  gefunden.    Dort 
find    alle  Stellen  vereinigt,  ,in   welchen  von   Pappus  in   irgend   einer 
VfeiBe  die  Bede  ist,  und  Herr  Hultsch  hat  daraus  wichtige  Folgerungen 
IQ  miehen  gewnsst.     Pappus  hat  nach  ihm  später  gelebt,  als  der  Astro- 
nom Ptolemaeus,  früher  als  dessen  CommQptator  Theon  von  Alexan- 
drien,    also    wahrscheinlich    unter  Diokletian,    wie    bekanntlich   ein 
Sclioliast  des  X.  Jahrhunderts  behauptet.     Pappus  hat  nicht  blos  zu  den 
vier    ersten  Büchern  des  Almagestes  Erläuterungen  unter  dem  Titel 
^oAia  geschrieben,  sondern  zu  allen  13  Büchern,   und  jene  falsche  Be- 
iuiii.ptQng  ist  durch  eine   falsche  Lesart  (z/  statt  IF)  entstanden.     Von 
dexa  Schollen  des  Pappus  sind  ziemlich  umfangreiche  Bruchstücke  crhal- 
tesL.     Pappus  hat  ferner  einen  Commentar  zu  Schriften   des  Euklid 
▼erfasst,  und  zwar  jedenfalls  zu  den  Daten,  wahrscheinlich  auch  zu  den 
Bl^menten   dieses  Geometers.     Endlich   werden   ausser  der  „Sammlung** 
do^    Pappus    noch    erwähnt  ein  Commentar  zur  Projectionslehre   eines 
S^mvissen  Diodorus,  eine  Schrift  über  Musik,  und  verschiedene  Abhand- 
li&K&gen,  welche  ihrem  Titel  nach  der  rechnenden  Astronomie  angehören. 
Nach  dem  Abdrucke  des  VIII.  Buches  ist  der  Band  noch  keineswegs 
^^Igescblossen.     Unsere  Leser  erinnern  sich,  dass  im  V.Buche  der  Samm- 
ler'Kag  des  Pappus    ein   Auszug  aus   der  Abhandlung  des  Zenodorus 
^%^^r  isoperimetrische  Baumgebilde  eingeschaltet  ist,   dass   ein  ähnlicher 
"Vsuug  in  Theon' s  Commentar  zum  I.  Buche   des  Almagestes  sich 
"halten   bat.     Herr  Hultsch  hat  nun   als  ungemein  zweckmässige  Zu- 
^be   zu  seinem  Pappus   einen   Abdruck   der  lateinischen  Uebersetzung 
-^68  Theon' sehen  Berichtes  auf  S.  1190  — 1211  folgen  lassen,  bei  wel- 
er  in  zahlreichen  Anmerkungen  auf  die  wenn  auch  kleinen ,    doch 
«nnigfachen  Verschiedenheiten  gegen  Pappus  aufmerksam  macht;  er  hat 
8.1138— 1165   den   griechischen  Text   einer  anonymen  Abhand- 
og   über   isoperimetrische  Figuren    in   der  Ebene  mit  nebenstehender 
^^einischer  Uebersetzung  mitgetheilt.     Auch  diese  Abhandlung,  aus  einer 
tticanhandschrift  entnommen ,  zeigt  die  entschiedenste  Abhängigkeit  von 
en  oder  US,    dessen  Spuren    damit  allmälig  wesentlich  zahlreicher  wer- 
en,   als   man  früher  annahm.     Wir  werden  weiter  unten  noch  auf  eine 
Zither  nicht  berücksichtigte  Stelle  hinweisen,   in  welcher  wir  Zenodo- 
rus  zu   erkennen   glauben.     So  gewinnt  es  auch  an  Wahrscheinlichkeit, 
wis  wir  im  XXII.  Bande    dieser  Zeitschrift   aussprachen,    dass   Quin- 
tili  an    von    dem    Hauptinhalte    der   Untersuchungen    des    Zenodorus 
Kenntniss  hatte.     Wir  bedauern  nur,  dass  Herr  Hultsch  zur  grösseren 
Vollständigkeit  nicht  auch  noch  jene  lateinische  Abhandlung  veröffentlicht 
hat,  auf  welche  wir  im  XXI.  Bande  hingewiesen  haben  und  welche  den 
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Beweis  liefert,  dass  Zenodorus  zu  den  Schriftstellern  gehört,  welche 
ins  Arabische  Übersetzt  worden  sind.  Wir  sind  überzeugt,  dass  Herr 
Curtze  sein  betreffendes  Material  dem  Herausgeber  des  Pappus  bereit- 
willig mitgetheilt  haben  würde,  wenn  derselbe  dahin  zielende  Wünsche 
geäussert  hätte.  Was  die  Lebenszeit  des  Zc^nodorus  betrifft,  so  schliesst 
sich  Herr  Hultsch  unserer  Auffassung,  dieselbe  müsse  zwischen  Ar- 
chimed  und  Quintilian  gesucht  werden ,  unbedingt  an.  Er  geht  aber 
noch  einen  bedeutenden  Scjiritt  weiter,  indem  er  aus  dem  engen  An- 
schlüsse des  Zenodorus  an  Euklid  und  Archimed  die  Folgerung 
ziehen  zu  dürfen  glaubt,  Zenodorus  habe  nicht  lange  nach  diesen  Für- 
sten der  Wissenschaft,  jedenfalls  vor  Heron  vonAlexandrien  gelebt, 
an  dessen  Schreibweise  nicht  der  leiseste  Anklang  erinnere.  Allerdings 
giebt  Herr  Hultsch  diese  Vermuthung  nur  als  solche  und  keineswegs 
als  erwiesene  geschichtliche  Thatsache,  und  in  diesem  Sinne  nehmen  wir 
auch  keinen  Anstand,  uns  seiner  Folgerung  anzuschliessen.  Der  mathe- 
matische Styl  des  Zenodorus  erinnert  auch  uns  an  das  Jahrhundert 
der  Epigonen ,  wie  wir  dasjenige  zu  nennen  uns  gewöhnt  haben ,  welches 
auf  das  Jahrhundert  des  Euklid  unmittelbar  folgte. 

Ferner  begegnen  wir  in  dem  uns  vorliegenden  Bande  auf  S.  1166 
bis  1188  den  Schollen,  welche  am  Rande  des  ältesten  Vaticancodex 
Nr.  CCXVIII  von  einer  Hand  des  XII.  oder  XIII.  Jahrhunderts  nieder- 
geschrieben wurden.  Orosse  Wichtigkeit  ist  denselben  nicht  gerade  zu- 
zuschreiben, aber  immerhin  ist  es  geschichtlich  nicht  ganz  gleichgiltig, 
was  man  in  jener  Zeit  kümmerlichsten  mathematischen  Studiums  bei  den 
Griechen  als  Erklärung  niederzuschreiben  für  gut  fand. 

Ungleich  schätzbarer  sind  die  Erklärungen,  welche  Herr  Hultsch 
selbst  ausser  den  überall  unter  dem  Texte  befindlichen  kleineren  Anmer- 
kungen in  einem  besondern  Anhang  auf  S.  1212 — 1276  folgen  lässt. 
Wir  verweisen  den  Leser  auf  diese  schönen  Erläuterungen  und  erlauben 
uns  nur  einige  wenige  Zusätze  theils  aus  unseren  eigenen  Studien,  thcils 
aus  von  Herrn  Hultsch  unberücksichtigt  gebliebenen  sonstigen  Ver- 
öffentlichungen. 

Zum  II.  Buche  möchten  wir  in  Erinnerung  bringen,  dass  das  Wort 
TtvQfAfjv  für  die  von  ihrem  den  Rang  bestimmenden  Factoren  entkleidete 
einfache  Zahl  zuerst  bei  Plato  vorkommen  dürfte,  woraus  über  das  Alter 
verwandter  Untersuchungen,  wie  Pappus  sie  nach  Apollonius  mit- 
theilt, eine  Schlussfolgerung  versucht  werden  kann. 

Zum  III.  Buche  machen  wir  auf  eine  Abhandlung  „Antike  Nähe- 
rungsmethoden im  Lichte  moderner  Mathematik,  von  S.  Günther**  aus 
den  Abhandlungen  der  königl.  böhm.  Gesellsch.  d.  Wissensch.,  Vi.  Folge 
9.  J3d.,  mathm.-naturwissenschaftl.  Classe  Nr.  4,  aufmerksam.  Der  Ver- 
fasser hat  dort,  wenn  auch  nicht  zuerst,  so  doch  zuerst  im  Zusammen- 
bmage  mit  Anderen  Nähemngsverfahren ,  die  Methode  der  Würfelverdop- 
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pdvDg  besprochen^  welche  Pappns  am  Anfang  des  III.  Buches  als  voller 
Riehti{^keit  entbehrend  zurückweist.  Er  hat  einen  kettenbruchartigeu 
Gedankengang,  wenn  auch  natürlich  keinen  solchen  Algorithmus  darin 
n  ed^ennen  geglaubt  und  sich  dadurch  in  der  Ueberzeugung  bestärkt 
gefBhlt,  dasii  dem  antiken  Bewusstsein  bei  Bestimmung  von  Nähernngs- 
,  werthen  ein  solcher  fortgesetzter  Kechnungsprocess  keineswegs  fremd  war. 
Wir  benutzen  diese,  Gelegenheit  zur  Erklärung,  dass  diese  uns  früher 
nemlieh  unsympathische  Auffassung  für  uns  nahezu  Gewissheit  geworden 
irt|  Beitdem  wir  in  dem  31.  Capitel  der  Arithmetik  des  Theon  von 
Smirna  einen  fast  unwiderlegbaren  Beweis  dafür  gefunden  haben.  Wir 
Agen  hinzu,  dass  wir  nachträglich,  sollen  wir  sagen  das  Vergnügen  oder 
des  Aerger  hatten,  diese  Verstau dniss  der  Theonstelle,  welche  Nessel - 
■ann  nicht  besass,  in  einem  sehr  wenig  bekannten  Erfurter  Schulpro- 
gnmm  von  1843  (Dnger,  Kurzer  Abriss  der  Geschichte  der  Zahlenlehro 
von  Fythagoras  bis  auf  Diophant)  der  Oeffentlichkoit  schon  übergeben 
10  sehen.  Dass  freilich  in  jenem  Capitel  Theon* s  neben  dem  plato- 
nischen y2=:^  auch  das  indische  }/2  =  ^^  schon  enthalten  sei,  dürfte 
Uer  als  neu  ausgesprochen  werden. 

Im  IV.  Buche  ist  am  Schlüsse  eine  Archimedische  durch  eine  Vor- 
binduDg  von  Hyperbel  und  Parabel  lösbare  Aufgabe  angegeben,  deren 
Text  Herr  Baltzer  in  einer  von  Herrn  Hultsch  abgedruckten  Weise 
Terheisert  und  deutlich  gemacht  hat.  Wegen  derselben  früher  verderbten 
Stelle  verweisen  wir  auch  auf  einen  Aufsatz  im  XXIII.  Bande  dieser 
Zeitschrift,  histor. - literar.  Abtheilung  S.  117  —  120:  „Ueber  eine  Stelle 
deaPappus,  von  J.  L.  Heiberg.^^  Es  ist  wohl  einem  Zweifel  nicht  unter- 
worfen, dass  beide  Verbesserer  ganz  unabhängig  von  einander  zu  ihren 
wesentlich  übereinstimmenden  Ansichten  gelangt  sind. 

Im  V.  Buche  kommt  bei  Gelegenheit  der  isoperimetrischen  Figuren 
^n  Lemma  vor,  welches  in  dem  Anhang  S.  1231  genauer  besprochen  ist. 
^as  9.  Capitel  des  I.  Buches  des  Almagest  verwerthet  nun  bekanntlich 
QKit  grossem  Erfolge  einen  diesem  Lemma  mindestens  sehr  ähnlichen  Satz. 
^Ute  der  Schluss  allzukühu  erscheinen,  dass  Ptolemaeus  hier  aus 
^eiiodoru*s,  der  jedenfalls  lange  vor  ihm  lebte,  geschöpft  habe? 

Das  sind  etwa  die  wenigen  Zusätze,  welche  wir  uns  gestatten  woll> 
^n.  Den  zweiten  Theil  des  Schlussbandcs  der  Pappusausgabc  nimmt 
Endlich  ein  acht  Druckbogen  starkes  griechisches  Wortverzeichniss  ein, 
Welches  jedes  Lob,  das  man  ihm  spenden  möchte,  weit  hinter  sich  lässt. 
^^  ist  eine  Meisterarbeit  und  wird  auch  den  unnachsichtigsten  Kritiker 
Vollauf  befriedigen  müssen.  So  ist  der  Eindruck,  mit  welchem  man  das 
'^^'k  verlässt,  gleich  wolilthuend,  wie  er  im  ganzen  Verlauf  gebliobcu 
^^i  die  Ueberzeugung,  dass  der  richtige  Mann  an  der  richtigen  Stelle 
^^d ,  wird  keinen  Augenblick  wankend.     Wir  können  unsere  Besprech- 
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■  "^^^^"^^ 


nng  schliesslich  in  den  einen  Satz  zusammenfassen:  Uerr  Hultsch  hat 
uns  mit  einer  klassischen  Ausgabe  eines  klassischen  Schriftstellers   be- 

s<5^«"^^-  Cantor. 

G.  Biadego,   Pielro  Maggi  matematico  e  poeia   Veronese  (1809  — 1854). 
Verona,  H.  F.  Münster  (C.  Kayser  Succ).     1879.     16^.     176  S. 

Unsere  Leser  kennen  aus  mehrfachen  Beispidon  die  Sitte  italieni- 
scher Schriftsteller,  Freunden  zum  Hochzeitstage  irgend  ein  literarisches 
Werkchen  zuzueignen,  welches  zu  der  Feier  auch  nicht  die  geringste 
Beziehung  hat.  Einer  solchen  Gelegenheit  verdankt  auch  die  gegenwär- 
tige Schrift  ihr  Dasein,  in  welcher  der  Verfasser  das  Leben  und  die 
Wirksamkeit  eines  Veroneser  Landsmannes  schildert.  Herr  Biadego, 
Eisenbahningenieur  und  als  solcher  Verfasser  verschiedener  Abhandlungen 
aus  dem  Gebiete  der  technischen  Mechanik,  hat  auch  schon  auf  ge- 
schichtlichem Boden  sich  früher  umgethan  und  werthvolle  Beiträge  in 
dem  BuUetino  Boncompagni  erscheinen  lassen  —  wir  erinnern  an  seine 
Abhandlung  aus  dem  Jahrgange  1873  über  zehn  noch  nicht  veröffent- 
lichte Briefe  von  Lagrauge.  Heute  rühmt  er,  wie  schon  bemerkt,  eine 
landsmännische  Grösse  im  engsten  Sinne  dieses  .Wortes,  und  dem  Orts- 
patriotismus mag  es  zugeschrieben  werden ,  wenn  die  Farben ,  in  welchen 
die  Verdienste  von  Pietro  Maggi  schillern,  etwas  zu  gl^änzend  aus- 
gefallen zu  sein  scheinen.  Wir  sagen  „scheinen *S  weil  wir  für  die  Kennt- 
niss  der  meisten  wissenschaftlichen  Leistungen  des  Maggi  auf  den  vor 
uns  liegenden  Bericht  allein  angewiesen  sind.  Die  Arbeiten,  auf  welche 
Herr  Biadego  das  meiste  Gewicht  legt,  sind  in  einer  Veroneser  Zeit- 
schrift aus  den  dreissiger  Jahren,  in  dem  „Poligrafo'*  erschienen,  und 
diese  dürfte  deutschen  Lesern  nur  in  den  seltensten  Fällen  zum  Ver- 
gleiche zu  Gebote  stehen.  Maggies  Arbeiten  gehören  als  rein  mathe- 
matische der  Lehre  von  den  Oberflächen  an,  als  mathematisch -physika- 
lische vorzugsweise  der  Elektrodynamik,  und  hier  würde  allerdings,  wenn 
Herr  Biadego  vollständig  zuverlässig  berichtet,  Maggi  als  Urheber 
einer  bahnbrechenden  Arbeit  künftig  in  der  Geschichte  dieser  Disciplin 
zu  nennen  sein.  „Es  ist  eine  unwidersprechliche  Tliatsachc,^^  sagt  Herr 
Biadego  S.  59,  „dass  Maggi  der  Erste  war,  welcher,  den  Spuren  von 
Amp6rc  folgend,  eine  Theorie  der  elektrodynamischen  Induction  auf- 
stellte und  die  Ebenmässigkeit  hervorhob,  welche  zwischen  den  Induc- 
tionserscheinungen  und  den  elektrodynamischen  Wirkungen  obwaltet.*' 
Dass  Maggi  auch  als  Dichter  sich  verdient  machte,  dürfte  für  den  Zweck 
dieser  Zeitschrift  als  nebensächlich  erachtet  werden.  Das  Büchlein  des 
Herrn  Biadego  ist  sehr  warm  geschrieben  und  macht  schon  dadurch 
einen  wohlthuenden  Eindruck.  C\ntor 
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Biodcnm  OedächtniBB  an  Ernst  Heinrich  Weber,  gehalten  im  Namen  der 
medicinischen  Facnltät  am  24.  Februar  1876  in  der  akademischen 
Anla  zn  Leipzig  von  C.  Ludwig.  Leipzig  1878,  bei  Veit  &  Comp.  23  S. 

Wenn  auch  der  Verstorbene ,  dem  dieser  Nachruf  gewidmet  ist ,  vor- 
sngsweise  Anatom  und  Physiologe  war,  so  genügt  doch  gewiss  die  kurze 
Bemerkung,  dass  derselbe  in  Gemeinschaft  mit  seinem  Bruder  Wilhelm 
der  Begründer  der  Wellenlehrc  gewesen  ist,  um  auch  unsere  Leser  auf 
das  Ton  Meisterhand  entworfene  kleine  Lebensbild  aufmerksam  zu  machen 
welehes  zugleich  einen  Beitrag  zur  Geschichte  der  Entwickelung  des 
naturwissenschaftlichen  Studiums  an  den  deutschen  Universitäten  bildet. 

Cantor. 


Vntamclinngen  ftber  das  Oleichg^wioht  des  elastischen  Stabes.  Von  Prof. 
Dr.  L.  PoounAMMEB.     Kiel  1879,  Universitäts-Bachbandlung. 

Wie  der  Verfasser  in   der  Vorrede  erwähnt,   ist  der  Zweck   dieses 
Werkes,    das    sowohl    theoretisch    als    praktisch    wichtige    Problem    des 
Gleichgewichts  eines  isotropen  elastischen  Stabes  in  grösserer  Allgemein- 
neit  zu  behandeln,   als    dies  in  den  darauf  bezüglichen  Untersucbungen 
^on  de  Saint-Venant  und  Kirchhoff  der  Fall  ist.     Das  Problem  soll 
S^Iöst  werden   unter  Voraussetzung  beliebiger  an   der  Mantelfläche  und 
^»    den  Endflächen    des   Stabes    wirkender  Kräfte    und    ohne    dass   die 
Durchmesser  des  Querschnittes  als  unendlich  klein  gegen  die  Stablängo 
l^etrachtet  werden.     Die  Lösung  dieser  Aufgabe   erfolgt  durch  eine  mit 
ptisser  Consequenz  durchgeführte  Näherungsrechnung,  deren  Ausgangs- 
punkt die  Forderung  der  Aufgabe  bildet,  dass  der  betrachtete  Körper  Stab- 
form  haben,  sein  Querschnitt  mithin  klein  im  Vergleich  zur  Länge  sein  soll. 
Man  kann  die  Lösung  insofern  als  eine  vollständige  bezeichnen ,  als  die 
benutzte  Näherungsmethode  einen  noch  höheren  Grad  von  Genauigkeit  zu 
errachen   erlaubt,   als   der  ist,   bis   zu  welchem  die  Rechnungen  durch- 
gefUirt  sind*     Für  praktische  Fälle  dürfte  indessen  schon  dieser  mehr  als 
anareichend   sein.     Von  besonderem  Interesse  ist  die   Behandlungsweiso 
der  Di£ferentialgleichungen ,   und   zwar  besonders  deshalb,   weil  sich  auf 
Sh Bliche  Weise  eine  beliebig  angenäherte  Integration  partieller  Difi'cren- 
^'* Gleichungen   in   allen  den  Fällen  erzielen  lassen  wird,   wo,    wie  hier, 
aaicfa  die  Natur  der  Aufgabe  über  die  relative  Grösse  der  in  die  Rcch- 
niiQg  eintretenden  Ausdrücke  Aufschluss  gegeben  wird. 

Das   zwölf  Druckbogen   starke  Werk   enthält  ausser   der  Einleitung 

Abschnitte.     Der  erste  und   theoretisch  wichtigste  Abschnitt  behan- 

^^t    die  Transformation  und  Integration  der  elastischen  Differentialglcich- 

S^n,   soweit   letztere   ausführbar  ist,    ohne   dass  eine  bestimmte  Quor- 

*^^itt8form   zu  Grunde   gelegt   wird.     Abschnitt  II   beschäftigt  sich  mit 

^*^^    cylindrischen  Stabe,  dessen  Querschnitt  ein  Kreis  ist.     Abschnitt  ITI 
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erhält  alsdann  X^  die  Form 

aa:  \        dy  dz  f 

Hierauf  wird  nun  der  Satz  angewendet:  Stehen  auf  verschiedenen 
Seiten  einer  Gleichung  Grössen,  worunter  solche,  welche  gleichen  Ord- 
nungen angehören,  so  kann  die  Gleichung  nur  dadurch  erfüllt  werden, 
dass  die  derselben  Ordnung  angehörenden  Grössen  einander  gleich  sind« 
Es  setzt  dies  allerdings  voraus,  dass  die  Grössen  A^jr>  ^y  u.  s.  w.  sich 
in  Summen  von  der  Form  Zk^^x^y^  entwickeln  lassen,  in  denen  k^  nicht 
von  X  und  y  abhängt.  Unter  dieser  Voraussetzung  ist  dann  auch  mit 
der  Differentiation  eines  Terms  nach  x  oder  y  eine  Erniedrigung  der 
Ordnungszahl  um  eine  Einheit  verbunden.  In  der  angegebenen  Gleich- 
ung sind  dann  die  Glieder  der  oberen  Reihe  von  niederer  Ordnung  als 

—  1    und   müssen    folglich   verschwinden,   da  X^  höchstens  die  Ordnung 

—  1  haben  soll.     Hieraus  findet  man 

dx  ^        dy  dz  ) 

Aehnliche  Gleichungen  liefern  die  anderen  Druckcomponenten  und 
man  erhält  schliesslich  eine  hinreichende  Anzahl  von  Differentialgleich- 
ungen, um  ^|,  F^,  JV^  und  ^F,  daraus  zu  bestimmen.  Zur  Bestimmung 
von  Uq  und  Vq  werden  in  den  für  A^«*  Xy  und  Fy  geltenden  Gleichungen 

---^-1 — r^-i — r^  =  0   u.  s.  w   die  Bestandtheile  —  l*"  Ordnung  von  X 
dx         dy        dz 

von  denen  höherer  Ordnung  getrennt.     Man  findet  alsdann,  dass 
^ra-.+^ra-.=0  und  ^[^,]_.+/^[F,]_.  =  0. 

Hierzu    treten   aus   den   Oberflächen bedingun gen  noch  die  zwei   Gleich- 
ungen 

{A'J«!  COSX  +  [Xyl^i  COSfl^O    und    [^y]-l  COS-X  +  [^y]-1  COS(l  =  0. 

Diesen   Gleichungen    wird    genügt,    wenn   man   die   Bestandtheile  —  l*" 

Ordnung  von  X^e,   F^,  Xy  gleich  Null  setzt. 

Unter  Berücksichtigung  dieses  Umstaudcs  erhält  man  alsdann  durch 

Substitution  des  für  Jf\  gefundenen  Werthes  in  den  für  X,  angegebenen 

Ausdruck  und  in  den  ähnlichen,  der  für  Vy  und  Xy  besteht,  Gleichungen 

dttf.     duQ     dvQ        _  dVf.  _  .  _  ,  _ 

für  -r-^j   "T  ,  -r-^  und  -~,  aus  denen  sich  m«  und  »o  ergeben. 
dx      dy      dx  dy  "  u      o 

£/i  und  V^  sind  von  X  und  y  unabhängig  und  nur  Functionen  von  z.  « 
ur    ^^A   W^   sind  lineare  Functionen,    TJ^^  F^^  u^  uTiÄ.  i>^ '^\«^^>iSö\v«^ 
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zweiten  Orades  von  x  nnd  y.  Die  Factoren  von  x  und  y  sind  Functio- 
nen von  z,  theilweise  in  der  Fortn  erster  nnd  zweiter  Differentialqno- 
tienten  nach  z. 

Ehe  die  Bestimmung  von  u  und  v  erfolgt,  werden  die  der  —2**" 
und  —1**"  Ordnung  angehörenden  Tenne  von  |,  tj  und  f  vollständig 
ermittelt.  Dazu  dienen  die  für  den  Stab  als.  starres  System  geltenden 
Oleichgewichtsbedingungen.  Bei  der  Aufstellung  derselben  ist  voraus- 
gesetzt, dass  die  Z-Aze  durch  die  Schwerpunkte  der  aufeinander  folgen- 
den Querschnitte  geht  und  dass  die  X-  und  l'-Aze  Hanptträgheitsaxen 
des  Querschnitts  sind.  Durch  Einsetzung  der  bis  jetzt  für  die  Druck- 
componenten  gewonnenen  Ausdrücke  in  diese  Gleichgewichtsbedingungen 
und  durch  Vergleichung  der  auf  beiden  Seiten  stehenden  Glieder  hin- 
sichtlich ihrer  Ordnung  werden  die  Bestandtheile  —2*'^  und  —1*«*"  Ord- 
nung vollständig  ermittelt.  Sie  stellen  sich  als  Functionen  von  z  und 
von  den  gegebenen  Oberflächenkräften  dar. 

Wenn  man  sich  auf  diese  zwei  beträchtlichsten  Grössenordnungen 
von  £,  17,  i[  beschränkt,  gelangt  man  schon  zu  den  Sätzen  der  Nävi  er- 
sehen Biegungstheorie.  Für  die  Biegung  in  der  A'Z- Ebene  ergiebt  sich 
z.  B.^  der  Satz :  die  Kraft  Z,  ist  gleich  dem  Producte  aus  der  Krümmung 
und  der  Function  —  Ex.  Da  nun  eine  Vernachlässigung  der  Glieder  ti, 
»,  rv  einem  Verschwinden  von  ^xy  Yyy  Xy  für  beliebige  Werthe  von  ar, 
y,  z  entspricht,  so  ergiebt  sich  für  diese  angenäherte  Lösung  eine  ein- 
fache mechanische  Erklärung.  Es  entspricht  dieselbe  der  Auffassung  des 
Stabes  als  eines  Bündels  unendlich  dünner  Prismen  mit  parallelen  Axen, 
welche  aufeinander  keine  Wirkung  ausüben.  Dies  ist  aber  die  Voraus- 
setzung von  Nävi  er. 

Nach  diesem  Excurs  erfolgt  die  Berechnung  von  m,  w,  rv.  Da  in- 
dessen ohne  Rücksicht  auf  die  Form  des  Qaerscbuittcs  eine  Bestimmung 
dieser  Glieder  nicht  ausführbar  ist,  so  beschäftigt  sich  Abschnitt  I  nur 
damit,  die  Differentialgleichungen  so  zu  transformircn ,  dass  nach  Ein- 
führung einer  bestimmten  Querschnitts  form  die  Integration  derselben 
erfolgen  kann.  Zu  diesem  Zwecke  werden  die  für  die  Drnckcomponen- 
ten  gefundenen  Ausdrücke  in  die  Gleichungen 

dX.dVdZ, 

— — h—3 — hTr~  =  ^  ^'  ^'  ^• 

dx         dy         dz 

eingesetzt.  Hierin  wird  alsdann  für  w  eine  Summe  eingeführt,  welche 
neben  Gliedern  JB^  (nullte  Ordnung)  und  JBg  (erste  Ordnung)  ein  Glied 
Xo  enthält,  welches  von  höherer  als  erster  Ordnung  ist.  Für  3Qi  und  2B2 
entstehen  dann  die  Differentialgleichungen 

dx*  "'■  dy*  ~    '       dx*  "^  dy»   ~    ' 
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denen   aus  den  Oberflächenbedingnngen   noch  Wortlie  für  — r-^   utnl 


(n  die  Nonnale)  hinzutreten.     Hierdurch  werden  aber  9Bi  nnd  Sß^, 

\^  auf  eine  willkürliche  additive  Function  ^on  z  als  Functionen  von  x 
.KS>d  Jf  dai^Btellt.  In  gleicher  Weise  werden  in  u  und  v  die  Bostand- 
b^6  erster  und  zweiter  Ordnung  von  denen  höherer  Ordnung  getrennt 
i.-Kad  U|  nnd  $|  (erster  Ordnung)  ermittelt.  Grössen  von  höherer  Ord- 
oiang  -finden  in  den  folgenden  Rechnungen  keine  Berücksichtigung  mehr. 
V^firde  man  aber  die  unbestimmt  gebliebenen  Ausdrücke  ic,  u,t)  in  ana- 
loger Weise  behandeln,  wie  ir,  ii,  r,  so  könnte  die  Rechnung  noch  weiter 
gelUirt  werden. 

Nach  einigen  Bemerkungen  über  den  Stab  mit  veränderlichem  Qnrrr- 

aclinitte  erfolgt  nun  in  Abschnitt  II  die  Bestimmung  der  Component^n  von 

S,  1},  t  für  einen  cylindrischen  Stab  mit  kreisförmigem  Querschnitte.    \'>f\ 

Berflcksichtigung  von  £}.  tritt  zu  j;  ein  Ausdruck,  der  für  x  und  y  v^m 

dritten  Grade   ist.     Ein   beliebiger  Querschnitt    :=:<>   wird  daher  darch 

die  der  Z-Axe  parallele  Verrückung  in  eine  Fläche  dritten  (ßX>A^%  vt-r- 

windelt,  welche  durch  die  .IZ-Eo^ne  in  der  Curve  i=  Conti, x^  geschrii*- 

ten  wird. 

Znr  Ermittelung  von  U-  uai  I*;  "«B-eTden  für  x  und  y  PoUrcoor'ii- 
uten  eingefUirt  un«i  cie  Oh«irf-«b*ikkr%:w  X  and  Y  in  Nortrjfcl-  nr.'l 
TugentialkrSfte  zerlegt.  Flr  Z;  err>c:  rieb  ^ana  a«r-l:*i.tl:c:i  'i^r  A-.*- 
draek 


^F.  <^C 


j:-  — ».-       ^j     ^-.  */:'-' 


m 

"■i^ci    ^&i§0ua  uwik      -  -^   ^-^T^i-     in«m  «      A   « k  ..rf**"^  ^  4»  ««»jiMAfl.a  4f'>  •       /•«•■  «--^. 

Hierin  bedeut-st  C   L*  F'^ilr  1:11  .f  rju  Trii:r-*i''-^-v.:r.ä»r.*   -i^  Q'-*' 
■chnittes.      F  txhc   '^   *:-£    i:-*    r»s-.l-!r*r. :*:.  Irr*!-.-:- j3.v..-.-.ij*-v    -.v,    -:  • 
^-  und  X-Axe   flr    ü*   ix««»r*ti  ?I.-i;V.    ▼»"..»/::-»  i:i    i*--.   v-».*.*  *. » . .  <»  t-..-. 
^em  betrachtetes,  •^■»rs.iliir:-*    lij   r=     v;-i>.i.  .--    '-..•    *>'■■-.':.»>'■<'«:-. 

Sttbtheil  die  Sonsii;    i«  2- '".■2ii'"ir- vti.     .*      1.-.:   ''^    <  -. :  7  .*  ■*    '.-. 
'' nnd  C,   für   w*I^:i.*    \i^  i.:i:r=^'-^-""^-    7   rr.»*'.  1      ^--i    ■•'•»  i»*.'".    '/ •■•r^t.-.  : 

■ 

nwes  wegen.  aix*fT-ir:  'v*r:*:i  21*- -r»-! 


F,=  -/  j-r   rj.r      ti      ;    ^-/     -:   './ -    ,    '-► 

I  : 

'herin  bedeutet   J*  *:n   ?.Ir»rnt*i'    :.*-  .ti*:r-«»'   ■•     ■■••■••    :  i--:.   /  *  ■     '• 
wiebenen  :=;  iii-i  :=    —  .' '    •-::<   '  *":i  ■.:.--..»..•.•     .  1  •■ -.f. i ^ j^ .■*»/*. '. 

'^n  wird,     J;     ä.»i:t:    ::i*   i'-  .   t*-,'- i ■»•:'-*    :^   4^1    '  •-*   ■■,.:'..        /;    •*    >•• 
den  «QKeren  Kra:*    iat      .'-'-   ,  i-*-r.-^*:  •"'.    ^-i^*-:'  ;  .'-•    '  •^■ 


nee  CylindemasL^üi  "»  i    .  —  ■:  .■.••..•..'.    I»     «r 
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eine  unendliche  Reihe  dargestellt  und  ihr  Werth  hängt  ansschliosslich  von 
den  Kräften  ab,  welche  am  Bande  des  betrachteten  Querschnittes  wirken. 
Sind  am  Bande  irgend  eines  zur  Stabaxe  senkrechten  Querschnittes  keine 
äusseren   Druckkräfte   vorhanden,   so   ist  (P^  für  alle   Punkte   des  Quer- 

Schnittes   eleich  Null.     In  diesem  Falle  sind  aber  auch    --—  und    — -^ 

fOr  den   betroffenden  Werth  z  gleich  Nnll;  der  Werth  Z.  redncirt  sich 

daher  anf 

_Fx  +  Gy      h 

Für  X^  und  Yx  ergeben  sich  ähnliche  Formeln,  wie  für  Z..  Aus 
denselben  ist  zu  erkennen,  dass  die  neutrale  Schicht  in  jedem  Quer- 
schnitte im  Allgemeinen  eine  krumme  Linie  bildet.  Nur  für  den  Fall, 
dass  A=Z=0  und  dass  am  Bande  des  betrachteten  Querschnittes  keine 
äusseren  Kräfte  vorhanden  sind,  geht  sie  über  in  die  Gerade  ^  =  0. 

Als  specieller  Fall  wird  das  Beispiel  des  auf  hoher  Kante  gleich- 
massig  belasteten  und  in  der  Mitte  unterstützten  Stabes  behandelt.  Die 
Berechnung  ergiebt,  dass  auf  der  obem  Seite  eine  Dehnung,  auf  der 
untern  eine  Zusammendrückung  stattfindet,  dass  aber  der  grössere  Werth 
von  Zs  auf  Seite  der  Compression  liegt.  Der  Punkt,  au  welchem  bei 
zunehmender  Belastung  zuerst  eine  Uebersch reitung  der  Elasticitätsgrenze 
stattfindet,  liegt  daher  auf  der  untern  Seite  und  in  der  Mitte  des  Stabes. 
*  Am  Schlüsse  dieses  Abschnittes  vergleicht  der  Verfasser  die  für  den 
cylindrischen  Stab  gefundenen  Formeln  mit  den  früher  von  ihm  gefun- 
denen (Beitrag  zur  Biegung  des  Kreiscylinders)  und  weist  die  volle 
Uebereinstimmung  der  in  ganz  verschiedener  Weise  hergeleiteten  Besul- 
tate  nach. 

Abschnitt  III  behandelt,  in  ähnlicher  Weise  wie  Abschnitt  II,  don 
Fall  des  Hohlcylinders  unter  der  Voraussetzung,  dass  nur  die  äussere 
Oberfläche  desselben  von  Druckkräften  in  Anspruch  genommen  wird  und 
dass  die  Wandstärke  klein  gegen  den  Querdurchmesser  ist.  Die  hier 
gewonnenen  Besultate  zeigen,  dass  die  Formänderung  des  Hohlcylinders 
sich  von  der  des  Vollcylinders  durch  das  Hinzukommen  einer  secundärcn 
Biegung  unterscheidet.  Letztere  vollzieht  sich  in  den  zur  Stabaxe  senk- 
rechten Querschnitten.  Denkt  man  sich  zwei  benachbarte  Querschnitte 
ausgeführt,  so  schneiden  dieselben  einen  ringförmigen  Körper  aus,  den 
man  als  einen  kreisförmigen  Stab  ansehen  kann.  In  diesem  Ringe  voll- 
zieht sich  die  secundäre  Biegung.  Es  giebt  auch  hierin  eine  neutrale 
Schicht,  welche  die  gedehnten  von  den  zusammengedrückten  Stabtheilen 
trennt. 

Abschnitt  IV  enthält  die  Ausführung  der  Näherungsrechnungen  für 
einen  ursprünglich  gekrümmten  Stab  unter  den  Voraussetzungen:  1.  dass 
mne  Ebene  existirt^  welche  den  Stab  nach  seiner  Längsrichtung  in  zwei 
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^^]]  synDetriBehe  Hälften  tbeilt;   2.  dass  alle   Süsseren  Kräfte  dieser  Ebene 
Jitnüel  sind.     Damit  auch   hier  wieder  die  Qnerschnittscoordinaten  als 
^  ^  Uno  gegen  die  Längen dimonsion  betrachtet  werden  können ,  werden  statt 
^  rechtwinkligen  Coordinaten  .T,  y,  z  krummlinige  Coordinaten  x,  r,  n 
flngeAbrt.      Zn   diesem   Zwecke  wird   in    der   Symmetrieebene   YZ  eine 
Oarre  gewählt,  welche  vollständig  im  Innern  der  Anfangslage  des  Stabes 
verllaft  und   die  Gleichung  q>  (/?,  g)  =  0  hat.     p  und  q  sind  die  recht- 
winkligen Coordinaten  eines  beliebigen  Punktes  der  Curve.     Durch  einen 
beliebigen  Punkt  Xy  y  der  ?'Z- Ebene,  welcher  in  dem  Stabe  liegt,  wird 
eine  Nonnale  atif  die  Curve  gelegt,  welche  mit  der  positiven  Z-Axe  den 
Winkel  n  bildet.     Das  Stück  der  Normale  zwischen  ihrem  Schnittpunkte 
(j''«?)  ™t  der  Curve  und  dem  Punkte  x^y  ist  +  r.    Die  Coordinaten  x^  y 
ii.xi.d  r,  n  hängen  alsdann  durch  die  Gleichungen  zusammen 

aq 

1e  in  den  früheren  Betrachtungen  x  und  ^,   so  ist  nun  r  stet«  klein 
^gen  die  Längendimension  und  von  derselben  Ordnung,  wie  die  Quer- 
dimension  des  Stabes.     An  Stelle   der  Ausweichungen  ti  und  t  werden 
die  Ausweichungen    q   und   a  eingeführt,   von   denen   die  erste  dieselbe 
Siehtang  hat  wie  r,  die  zweite  auf  dieser  Richtung  senkrecht  steht.    Nach 
^•»selben  Richtungen  werden  endlich  die  Oberflächenkräfte  und  die  in- 
'^tren  Druckkräfte  zerlegt.     Nachdem  nun  die  Differentialgleichungen  für 
«ie  Druckkräfte    aufgestellt    worden   und   für  S,  (>,  a  eine  Summe  von 
Joggen  verschiedener  Ordnung  eingeführt  ist,  führen  die  nämlichen  Be- 
lichtungen, wie  in  Abschnitt  I,  zur  Bestimmung  der  Werthe  ^,  ^,  a  und 
^^r    Druckkräfte.      Aus    der    in    erster    Annäherung    geltenden   Lösung 
^'Igiebt  sich,  dass  für  den  ursprünglich  krummen  Stab  ein  ähnlicher  Satz 
Silt,  wie  für  den  geraden  cylindrischen  Stab.     Bezeichnet  nämlich  co  den 
^U wachs  der  Krümmung,   der   durch  die  Deformation  eintritt,   so  ist  5« 
Proportional  der  Grösse  oo. 

Zum  Schlüsse  möge  das  besprochene  Werk  noch  Solchen ,  welche  sich 
^it  dem  Studium  der  Mathematik  beschäftigen,  wärmstens  empfohlen  sein. 
^ie  werden   darin,   ausser   der  interessanten  Durchführung  eines  mecha- 
nischen Problems,  reichen  Stoff  zu  weiteren  Studien  finden,  da  Verfasser 
^ie  analytische  Behandlung  der  speciellen  Probleme  nur  eben  andeutet. 
Von  rein  theoretischem  Standpunkte  dürfte  indessen  die  besprochene  Bc- 
^andlnngsweise  der  Differentialgleichungen    ein  besonderes  Interesse  be- 
anspruchen. E^^g^  p^,^_ 


10» 


140  Historiscli -literarische  Abtheilnng. 

Cours  de  calcul  infinitesimal^  par  J,  Hoüel,  professetir  de  maihema- 
iiques  pures  ä  la  faculte  de  Bordeaux,  Tome  L  XV,  508.  Paris, 
Gauthier-Villars.     1878. 

Französische  Lehrbücher  der  Mathematik  haben  zu  allen  Zeiten  eine 
Art  von  zwischenvolklicher  Bedeutung  besessen.  Wir  wissen  nicht  recht 
zu  sagen,  ob  der  Orund  in  dem  Geiste  der  französischen  Sprache  selbst, 
ob  in  der  Fähigkeit  der  Aneignung  und  der  Wiedergabe  fremder  Ge- 
danken in  neuer  Form  liegt,  welche  den  Franzosen  im  Allgemeinen  aus- 
zeichnet, ohne  ihm  damit  selbstständige  Erfindungsgabe  im  Mindesten 
absprechen  zu  wollen ;  aber  es  ist  eine  Thatsache ,  dass  die  Schriften  von 
Legendre,  von  Lacroix,  von  Cournot,  von  Duhamel,  von  Sturm 
weit  über  die  Grenzen  Frankreichs  hinaus  eine  wohlverdiente  Verbreitung 
gefunden  haben,  und  wenn  wir  den  Namen  J.  A.  Serret  hier  vergessen 
zu  haben  scheinen,  so  geschah  es  absichtlich,  weil  wir  seine  Algebra 
nicht  als  ein  Lehrbuch,  sondern  als  das  Lehrbuch  betrachten,  ohne  Mit- 
bewerbung und  bis  jetzt  einzig  in  seiner  Art.  Jenen  obengenannten 
Lehrbüchern  weitester  Verbreitung  dürfte  das  neue  Werk  des  Professors 
von  Bordeaux  sich  künftig  anschliessen ,  welches  seine  internationalen 
Rechte  schon  auf  die  in  einem  französischen  Werke  seltene  Thatsache 
stützen  kann,  dass  in  der  Vorrede  die  Namen  Gauss,  Grassmann, 
Hankel,  Jacobi,  C.  Neumann,  H.A.  Schwarz  mit  Ehren  genannt 
sind,  dass  der  Verfasser  also  kein  Hehl  daraus  macht,  wie  weit  er  aus- 
ländischer, insbesondere  deutscher  Wissenschaft  verpflichtet  ist.  Aller- 
dings hätten  wir  gewünscht,  auch  im  Buche  selbst,  wenigstens  bei  den 
wichtigsten  Sätzen  und  den  gebräuchlichsten  Bezeichnungen,  den  Namen 
der  Urheber  angeführt  zu  sehen.  Welchen  Leser  sollte  es  z.  B.  nicht 
interessiren ,  zu  wissen,  dass  t  für  die  imaginäre  Einheit  von  Gauss, 
die  Vertikalstriche,  zwischen  welchen  die  Elemente  stehen,  für  die  De- 
terminante von  Cayley,  das  Zeichen  des  bestimmten  Integrals  von 
Fourier  herrühren  u.  s.  w.  Alle  derartigen  Notizen  fehlen  aber  voll- 
ständig. 

Die  Entstehung  des  Ho üeT sehen  Lehrbuches  war  eine  allmälige. 
In  den  Jahren  1871  und  1872  gab  der  Verfasser  autographirte  Hefte  für 
seine  Zuhörer  heraus,  und  als  diese  eine  uns  leicht  begreifliche  weitere 
Verbreitung  fanden ,  entschloss  er  sich ,  dieselben  zu  vervollständigen  und 
ihnen  Form  und  Umfang  eines  mehrbändigen  Werkes  zu  verleihen ,  dessen 
I.  Band  nunmehr  vollendet  vorliegt.  So  ist  diese  erste  Auflage  bis  zu 
einem  gewissen  Grade  schon  eine  zweite;  der  Verfasser  konnte  aus  dem 
Urtheil  der  Benutzer  seiner  früheren  Hefte  über  etwa  noth wendige  Aen- 
derungen  sich  Kenntniss  verschaffen  und  diese  Winke  ebenso,  wie  die 
befreundeter  Lehrer  der  Mathematik  zur  Geltung  bringen.  Mehr  als  der- 
artige Winke  für  sicherlich  nicht  ausbleibende  folgende  Aufgaben  sollen 
eg  Djcbt  BeiBf  wenn  wir  unbedeutende  Ausstellungen  uns  gestatten. 
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Das  Werk  beginnt  mit  einer  102  Seiten  starken  Einleitung,  welche 
nach  Grassmann^s  Vorgange  von  den  Operationen  im  allgemeinsten 
Sinne  dieses  Wortes,  von  den  verschiedenen  Zahlengrössen  and  von  dem 
unentbehrlichen  Hilfsmittel  der  neueren  Analysis,  den  Determinanten, 
handelt.  In  §  72  (S.  39)  wird  eine  aus  reellen  Grössen  bestehende 
Reihe  convergent  genannt,  „wenn  die  Summe  von  k  Gliedern  derselben, 
die  nach  dem  ii^*^"  Gliede  beginnen,  unendlich  klein  ist,  sofern  nunend- 
lich gross  und  k  beliebig  angenommen  wird*^  Wir  sind  mit  dem  Ver- 
fasser darin  einverstanden,  dass  es  von  Vortheil  ist,  jene  k  späten  Reihe- 
glieder in  die  Definition  mit  aufzunehmen,  aber  der  gewählte  Wortlaut 
behagt  uns  darum  doch  nicht.  Es  könnte  sein,  dass  die  betreffenden  k 
Glieder  eine  unendlich  kleine  Summe  geben,  während  die  vorhergehen- 
den unendlich  vielen  (n)  Glieder  eine  unendlich  grosse  Summe  geben, 
und  dann  ist  die  Reihe  eben  nicht  convergent.  Will  aber  die  Unmög- 
lichkeit dieser  unserer  Annahme  behauptet  werden,  so  erfordert  diese 
Behauptung  selbst  unter  allen  Umständen  einen  die  Definition  ergänzen- 
den Beweis.  Auch  mit  der  Form  von  §  83  (S.  46)  können  wir  uns  nicht 
befreunden.  Ist  r^  diejenige  complexe  Zahl,  deren  Modul  r  und  deren 
Drehungsargument  p  beziehungsweise  p  +  2k7t  ist,  so  behauptet  Herr 
Hoüel,  (rp)^  sei  unbestimmt,  wenn  a  eine  Incommensurable  darstellt. 
Wir  sind  gleicher  Meinung,  würden  aber  den  Beweis  so  fassen:  (rp)^ 
=  {r^)pa+2kart}  WO  k  alle  ganzen  Werthe  von  Null  bis  zu  w  — 1  durch- 
läuft, wenn  n  der  Nenner  des  in  Bruchform  geschriebenen  a  ist.  Nun 
ist  dieser  Nenner  bei  incommensurablem*  a  unendlich  gross,  also  giebt  es 
unendlich  viele  Werthe  von  k  oder  unendlich  viele  Werthe  von  (r^)**, 
und  das  nennt  man  unbestimmt. 

Das  auf  die  Einleitung  folgende  erste  Buch  besitzt  viele  Eigentliüm- 
lichkeiten,  wenn  auch  der  Verfasser  in  der  Vorrede  bemerkt,  dass  er  in 
die  Fusstapfen  DuhameTs  trete,  soweit  es  um  das  Grenzprincip  sich 
handle,  d.  h.  um  die  Wahrheit  §  165  (S.  108),  dass  von  zwei  Veränder- 
lichen u  und  v,  deren  Werthe  entweder  immerfort  «inander  gleich  sind 
oder  einen  nur  unendlich  kleinen  Unterschied  besitzen,  und  deren  eine 
einem  bestimmten  Grenzwerthe  sich  nähert,  auch  die  andere  demselben 
Grenzwerthe  zustrebt,  so  dass  der  approximativen  Gleichung  u  =  v 
die  strenge  Folgerung  lim  u  =  Um  v  zu  entnehmen  ist.  Diese  Namen  der 
approximativen  und  der  strengen  oder  genau  richtigen  Gleichungen  sind 
für  den  Verfasser  mehr  als  blosse  Namen.  Sie  sind  ihm  ein  Ableitungs- 
verfahren sowohl  der  Differentiale  erster,  als  höherer  Ordnung,  und  dienen 
ihm  in  einer  Ausdehnung,  welche  uns  nicht  gestattet,  oline  allzu  aus- 
führlich zu  werden ,  auch  nur  eine  Andeutung  davon  zu  geben.  Nur  der 
Ueberzeugung  dürfen  wir  Ausdruck  verleihen,  dass  den  Schülern  der 
HoüeT  sehen  Infinitesimalieelini  ^^'^  grundlegenden  Schwierigkeiten 
dieser  Capital  unserer  ^  ^*>*  noch  aU  ^\iJ&%V^v(. 
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gehen.     In    den   meisten  Lehrbüchern   der  Integralrechnung  findet  sich 
ttne  Ansfthl  von  Erörterungen  vereinigt   unter  der  Ueberschrift:   „lute- 
Snüon  mittels  unendlicher  Reihen/^    Dadurch  wird,  scheint  uns,  in  dem 
Schttler  eine  falsche  Auffassung  erweckt.     Die  Integration  ist  nicht  erst 
n  vollsiehen,   sie  ist  vielmehr  bereits  vollständig  als  vollzogen  gedacht 
in  dem  Augenblicke,   in  welchem  das  Integralzeichen   vor  die  mit  dem' 
Differential  der  Veränderlichen  vervielfachte  Function  geschrieben  wurde. 
Dan  man  jenes  Integral  umzuformen  liebt,   um  es  durch  andere  Func- 
tionen auszudrücken,  welche  bereits  aus  der  Analysis  bekannt  sind,  oder 
aber  dass  man  neben  der  Bezeichnung  als  Integral  ein  besonderes  neues 
Zeichen   einführt,   wenn  jenes  Integral  häufiger  vorkommt,   gehört  nicht 
nun  Begriffe  der  Integration.     Ebenso  wenig  gehört  dahin  das  Studium 
dei  Werthes   eines  solchen  Integrals,   bei  welchem  als  wirksames  Mittel 
die  Eeihenentwickelung   angewandt   zu  werden  pflegt.     Wir  freuten  uns 
desbilb  sehr,   in  Nr.  362  (S.  315)  von  der  Reihenentwickelung  gewisser 
IVanscendenten ,   die  sich  nicht  auf  elementare  Functionen  zurückführen 
hssen,  statt  von  Integrationen   durch  Reihen   zu  lesen.     Ob  es  in  dem 
K.  Beispiele  der  genannten   Nummer  bei   der  Reihe   für   den  Integral- 
'ogarithmus    angemessen   ist,    den  Werth   der  Eul er* sehen   Constautcn 
C ss=  0,57721 566 . ..  anzuschreiben,   ohne  ein  Wort  der  Begründung  oder 
d^r  Verweisung   auf   ein    späteres  Buch    beizufügen,    möchten    wir   be- 
zweifeln. 

In   der  Einleitung  sowohl,   als  in  den  beiden  Büchern,   welche  go- 
'^einschaftlich  den  ersten  Band  bilden,   sind  vielfach  geometrische  Ver- 
^nnlicbungen,    sowie    geometrische  Beispiele  geboten«     In  ersterer  Bc- 
Mehnng  blieb  aber  4er  Verfasser  stets  dem  gewiss  richtigen  Satze  getreu, 
'Welchen  er  auch  auf  S.  IX  der  Vorrede  ausspricht,  dass  eine  geometrische 
X)ar8tellung  niemals  einen  Beweis  ersetzen  kann,   sondern  nur  zu  deut- 
licherem Bewusstsein  bringen  soll,  was  die  analytische  Darstellung  eigent- 
lich will.     lieber  die   geometrischen  Beispiele   wollen  wir  nicht  rechten. 
ISine  gewisse  Inconsequenz  liegt  in  ihnen ,  da  die  Gesammtheit  geometri- 
scher Anwendungen   des  lufinitesimalcalculs   erst  im  dritten  Buche   ver- 
einigt erscheinen  soll.     Andererseits  wüssten  wir  freilich  nicht,  wie  jene 
Beispiele  zu  entbehren,  beziehungsweise  zu  ersetzen  wären. 

Unsere  Leser  werden  hoffentlich  aus  dieser,  im  Verhältniss  zur  Be- 
deutung des  Werkes  kurzen  Besprechung  den  Eindruck  gewonnen  haben, 
den  wir  gleich  zu  Anfang  hervorzubringen  beabsichtigten,  dass  das  Lehr- 
buch von  Herrn  Iloüel  keines  jener  Dutzendbücher  ist,  für  welche  das 
Wort  Anwendung  findet,  dass  Alles,  was  entsteht,  werth  ist,  dass  es  zu 
Grunde  geht;  drum  besser  wär^s,  wenn  Nichts  entstünde.  Sie  werden 
vielmehr  gleich  uns  der  Fortsetzung  mit  Spannung  entgegensehen. 

Qaiitob. 
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Linie,  eine  Fläche,  einen  Körper  erfüllen.  Deren  Mittelpunkt  stimmt  mit 
dem  Begriffe  des  Schwerpunktes  überein,  dem  somit  eine  über  das  Ge- 
biet der  Mechanik  hinausgreifendc  allgemeinere  Bdentung  zukommt.  An- 
knüpfungen an  Grass  man  nasche  Lehren  beschliessen  das  lesenswerthe 
Programm.  Cantor. 


Die  Anfangsgründe  der  ajialytischen  Geometrie,  nebst  vielen  Uebungs- 
beispielen  und  verschiedenen  Anwendungen  auf  die  Naturwissen- 
schaften. Für  höhere  Lehranstalten,  insbesondere  für  Keal-  und 
Gewerbeschulen,  sowie  für  den  Selbstunterricht  bearbeitet  von 
BoBBRT  RoENTOEN,  Oberlehrer  an  der  städtischen  Gewerbeschule 
in  Remscheid.  Mit  116  in  den  Text  eingedruckten  Holzschnitten. 
Jena,  Hermann  Costenoble.     1879.     XIV,  275  S. 

Die  Frage,  ob  der  mathematische  Unterricht  an  unseren  Mittelschulen 
über  die  Elemente  hinausgehen  solle,  ob  er  insbesondere  analytische  Geo- 
metrie, ob  er  sogar  Differential-  und  Integralrechnung  enthalten  dürfe, 
ist  eine  oft  aufgeworfene.  Es  wird  sich  bei  der  Beantwortung  derselben 
vielfach  darum  handeln,  von  welcher  Qualität  an  dem  bestimmten  Orte 
Lehrer  und  Schüler  sind,  und  man  wird  meistens  nur  in  der  Lage  sein, 
unbedingt  sagen  zu  können:  dieser  Unterricht  wirkt  nützlich,  jener  schäd- 
lich auf  diese,  auf  jene  Schüler.  Wie  mit  dem  Unterricht,  so  geht  es 
mit  den  Lehrbüchern.  Wir  haben  bei  unserem  Urtheil  über  das  Buch 
des  Herrn  Roentgen  gewiss  zu  berücksichtigen ,  dass  er  als  Leser  sich 
junge  Leute  von  J6-r-18  Jahren  denkt  (S.  X),  wir  haben  einen  Nach- 
druck auf  das  Wort  des  Titels  „ Anfangsgründe*'  zu  legen,  und  können 
demnach  nicht  verlangen,  dass  irgend  neuere  Methoden  vorgetragen  wer- 
den, dass  mehr  als  die  ersten  Elemente  einer  Goordinatengeometrie  zur 
Uebung  kommen  sollen.  Verlangen  können  wir  jedoch  eine  möglich  ge- 
naueste Durchsicht  des  Gebotenen  von  Seiten  des  Verfassers,  an  welcher 
es  derselbe  nicht  selten  hat  fehlen  lassen.  Wir  hoffen ,  es  ist  nur  Druck- 
fehler, wenn  Vieta  im  XV.  Jahrhundert  gelebt  hat  (S.  14  Z,  9),  wenn 
der  Name  der  Function  von  D.  BernouUi  (S.  5  Z.  14)  herrühren  soll; 
aber  geradezu  unrichtig  ist  die  an  dem  letzterwähnten  Orte  gegebene 
Erklärung:  „Eine  Gleichung  oder  ein  Ausdruck  von  zwei  oder  mehreren 
veränderlichen  Grössen  wird  eine  Function  genannt*^  und  nicht  minder 
unbrauchbar  ist  der  ganze  §  10,  Erklärung  des  Begriffes  „analytische 
Geometrie**.  Der  Schüler,  welcher  mit  solchen  Vorbegriffen  an  eine  höhere 
Lehranstalt,  Polytechnikum  oder  Universität,  kommt,  wird,  fürchten  wir, 
Vieles  vergessen  müssen ,  wenn  auch  nicht  in  Abrede  gestellt  werden  soll, 
dass  er  die  einfachsten  Rechnungsaufgaben  der  analytischen  Geometrie 
recht  geläufig  zu  lösen  im  Stande  sein  mag.     Dass  der  Verfasser  die  Ein- 


Stellung   der  RaamligDren ,    welche   der  stereu tuet ris eben  PbantaBie  durch 
SchatteugobuDg  so  sehr  zu  Hilfe  kommeii,  als  ea  überhaupt  möglich  ist. 

Cantob, 


Du  graphische  Reohnea  und  die  graphiiolie  Statik.    Von  Eabl  v.  Ott, 
Director  der   II.  dentseben  Staats  -  Oberrealscbule   und   b.  Ducent 
für    BanmechaDik    am    k.  k.    deutschen   Polytechnikum    in    l'rag. 
Vierte  gänzlich  umgearbeitete  Auflage  mit  129  Holzschnitten  und 
2  Tafeln.     I.  Theil:    Das  graphische  Rechnen.     Prag  1879, 
.1.  O.  Calve'sche  k.  k.  Hof-  und  Universit&tsbucbbandlnng  (Otto- 
mar Beyer).     8",     VI,  196  S. 
Wir  mässeu  unsere  Besprechung  mit  dem  Eingeständniaee  beginnen, 
dass  die  drei  früheren  Auflagen  des  uns  Torliegenden  Buches  uns  völlig 
unbekannt   geblieben   sind,    dass    wir  also  nicht  wissen,    ob  die  Mängel, 
welche  uns  aufgefallen  sind,  alt  übernommene  oder  bei  der  Umarbeiinug 
ueu  entstandene  sind.     Dies  vorausgeschickt,  bezeichnen  wir  jene  Mängel 
als  die  Folgen   einer  mangelnden  Klarheit  über  die  mathematische  Aus- 
bildung der  Leser,   welche  vom  Verfasser  belehrt  werden  sollen.     Diese 
Leser  wissen  Nichts  von  dem  Beebnen  mit  Logarithmen  (S.  72),  sie  hören 
»ber  die  Oatdin'scbeRtigÜ  als  etwas  SelbstveretSndlicbes  (S.  67);  man 
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rnnsa  ihnen  sagen,  was  eine  geometrieclie  Reihe  ist  (S.  191  Anmerkung), 
die  Regel  von  den  Zeichenfolgen  und  Zeichenwechseln  dagegen  können 
sie  ohne  Weiteres  anwenden  (S.  186);  sie  zeichnen  sich  logarithmische 

■2«  t/  Z 

Spiralen  (S.  21)  und  Sinuslinien  (S.  159),  dass  aher  — h^H —  =  1  die 

a       ß       y 

Gleichung  einer  Ebene  sei,  wird  ihnen  bewiesen  (S.  179  Anmerkung),  und 
der  hier  gegebene  Beweis  vollends  lässt  die  Qualität  derer,  denen  er.zu- 
gemuthet  wird ,  erst  brecht  im  Dunkeln  —  er  geht  nämlich ,  kurz  aus- 
gesprochen,  darauf  hinaus:  jede  Oberfläche,  welche  die  drei  Coordinaten- 
ebenen  geradlinig  schneide,  müsse  eine  Ebene  sein!  Dass  ein  Buch  für 
so  wechselsweise  unwissende,  vorgeschrittene  und  leichtgläubige  Leser 
geschrieben,  ein  einheitliches  Gepräge  nicht  ti^ß^en  kann,  ist  begreiflich, 
und  es  sticht  in  dieser  Beziehung  keineswegs  zu  seinem  Vortheil  gegen 
Vogler^s  Anleitung  zum  Entwerfen  graphischer  Tafeln  ab,  über  welche 
wir  im  XXIII.  Bande  dieser  Zeitschrift,  histor.-literar.  Abthlg.  S.  190 — ^191, 
berichtet  haben  und  welche  dem  Verfasser  nicht  unbekannt  ist  (S.  177). 
Ein  Abschnitt  nur,  der  vierte,  über  den  logarithmischen  Rechen- 
schieber ist  mit  einer  gewissen  Folgerichtigkeit  für  Techniker,  welche 
das  logarithmische  Rechnen  durch  ein  weniger  genaues  mechanisches  Ver- 
fahren zu  ersetzen  lieben ,  ausgearbeitet ,  und  dieser  Abschnitt  wird  auch 
wohl  Schülern  von  der  genannten  Art  nützlich  sein  können.  Die  Aus- 
ßtattung  ist,  wenn  auch  keine  glänzende,  doch,  soviel  wir  sehen,  eine 
correcte.  Nur  Fig.  28  auf  S.  29  ist  uns  als  unrichtig  aufgefallen.  Die 
Gerade  EF  darf  dort  nicht  durch  den  Punkt  B  gehen.  Cantor 


Oyps- Modelle  von  Flächen  zweiter  Ordnung,  ausgeführt  von  R.  Diesel, 
Stud.  d.  königl.  techn.  Hochschule  in  München.  Ganze  Serie, 
bestehend  aus  18  Modellen;  I.  Gruppe:  7,  II.  Gruppe:  11  Modelle. 
Als  Serie  III  der  mathematischen  Modelle  aus  der  Verlagshandlung 
von  L.  Brill,  Darmstadt. 

Mit  dieser  neuen  Serie  geht  die  Verlagshandlung  über  den  Zweck 
der  früheren  Serien  hinaus,  der  auf  Unterstützung  der  Forschung  und 
des  höheren  Unterrichts  gerichtet  war.  Sie  wendet  sich  mit  der  ersten 
Gruppe  an  die  technischen  Mittelschulen,  mit  der  zweiten  Gruppe  an  die 
nächstliegenden  Bedürfnisse  beim  geometrischen  Unterricht  au  Hoch- 
schulen. 

Jede  der  beiden  Gruppen  liefert  eine  systematische  Uebersicht  über 
alle  Typen  von  Flächen  zweiter  Ordnung.  Auf  den  Modellen  der  ersten 
Gruppe  sind  die  Ilauptschnitte  aufgetragen,  auf  denen  der  zweiten  die 
Parailelschnitte ,  die  geraden  Erzeugenden,  die  Ej:üiiiiDii^«>~l^*«^An.  Nimmt 
man   also  noch   die  aus  Kreisschnitten  so  einfach  zusam- 
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schwingt  unter  dem  Einfloss  eines  Elektromagneten  zwischen  ihren  Zin- 
ken in  der  bekannten  Weise  und  unterbricht  zugleich  einen  galvanischen 
Strom 9  der  der  phonoelektrische  genannt  wird,  in  regelmässigen  Inter- 
vallen. Ein  gezahntes  Rad  von  weichem  Eisen,  um  eine  vertikale  Axe 
leicht  drehbar,  wird  durch  die  Einwirkung  des  phonoelektrischen  Stromes 
auf  einen  horizontalen,  senkrecht  zum  Radumfang  liegenden  Elektro- 
magnet in  Bewegung  erhalten,  wenn  es  einmal  in  Bewegung  gesetzt  ist, 
indem  durch  den  Magnet  Zahn  für  Zahn  angezogen  wird,  sobald  beim 
Vorübergang  eines  Zahnes  eine  Welle  durch  den  Elektromagnet  geht. 
Dieses  Tonrad  kann  man  sonach  insbesondere  zur  Chronographie  ver- 
wertheü^  in  der  Telegraphie  zur  Hervorbringung  übereinstimmender  Be- 
wegung auf  zwei  Stationen  u.  s.  w.  p    j^^^ 


Die  Messung  des  Feuchtigkeitsgehalts  der  Luft,  von  Dr.  Koppe.    Zürich. 

Der  Verfasser  stellt  die  Formeln  und  Instrumente  zur  Bestimmung 
des  Feuchtigkeitsgehalts  zusammen  und  kommt  aus  Beobachtungen  an  der 
Sternwarte  Zürich  zu  dem  Resulate ,  dass  dJU  für  meteorologische  Zwecke 
meist  verwendete  Psychrometer  Fehler  bis  20  und  30  Procent  giebt. 
unter  solchen  Umständen  müsse  man  sich  nach  anderen  Instrumenten 
umsehen.  Es  wird  das  schon  von  Saussure  gebrauchte  und  genau 
untersuchte  Haarhygrometer  empfohlen  mit  besonderer,  in  dem  Schrift- 
chen dargestellter  Aufstellung,  und  seine  Genauigkeit  an  einzelnen  Be- 
obachtungsreihen nachgewiesen.  Zum  Schluss  folgen  noch  einige  Angaben 
über  die  Vertheilung  des  Wasserdampfes  in  unserer  Atmosphäre  und  über 
den  ungeheuren  Kraftvorrath ,  der  in  diesen  Dämpfen  liegt. 

P.  Zech. 


Bestimmung  der  Interferenzen  von  mehreren  isochronen  und  in  gleicher 
Phase  schwingenden  Lichtoentren,  von  Dr.  Eichhorn.  In  Jena 
gekrönte  Preisschrift. 

Es  wird  der  Fall  behandelt,  dass  eine  Anzahl  Lichtcentren  in  einer 
Ebene  sich  befinden,  deren  Wirkung  auf  Punkte  einer  entfernten  paral- 
lelen Ebene  gesucht  wird,  unter  der  Annahme,  dass  es  sich  nur  um 
Strahlen  handelt,  die  nahezu  zu  beiden  Ebenen  normal  sind,  und  Bei- 
spiele gegeben,  bei  denen  die  Lichtcentra  in  gerader  Linie,  in  den  Ecken 
eines  gleichseitigen  Dreiecks,  eines  Quadrats,  eines  regulären  Sechsecks 
u.  8.  w.  liegen.  Es  soll  dabei  gezeigt  werden,  welche  Rolle  die  Inter- 
fere^  bei  optischen  Bildern,  insbesondere  bei  feinen  regelmässigen,  mi- 
kroskopischen Objecten  spielen.  p    gscn 
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Historisch -literarische  Abtheilung. 


lieber  den  Foucault'schen  Fendelversuch. 

Eine  historisch -didaktische  Studie 

von 

0.    RÖTHIG. 


Die  erste  Nachricht  über  seinen  bekannten  Pendelversuch  giobt 
Foucault  in  den  „Comples  rendus  des  se'ances  de  Vacademie  des  scienccs^\ 
Paris  1851,  pag,  135 — 138.  Er  setzt  dort  zunächst  die  Erscheinung  aus- 
einander, welche  ein  senkrecht  über  einem  der  Erdpole  aufgehängtes  und 
in  einer  Ebene  schwingendes  Pendel  einem  Beobachter  darbieten 
mtisste,  welcher  in  der  Nabe  des  Poles  auf  der  Erde  steht,  also  an  der 
Drehung  der  Erde  theilnimmt.  Dieser  Beobachter  wird  meinen,  er  selbst 
stehe  fest  im  Räume  und  die  Schwingungsebene  des  Pendels  drehe  sich 
um  die  Verlängerung  der  Erdaxe  rückläufig,  also  im  Sinne  der  Bewegung 
der  Gestirne  und  mit  derselben  Winkelgeschwindigkeit,  wie  die  Erde 
selbst.     Dann  fährt  Foucault  wörtlich  folgendermassen  fort: 

„  . . .  Pour  deierminer  la  loi  suivant  laquelle  varie  ce  mouvemenl  sous  les 
diverses  ladtudes,  il  faul  recourir  soil  ä  Vanalyse^  soit  ä  des  considerations 
mecaniques  et  geometriques ,  que  ne  comporle  pas  Vetendue  restreinte  de  cette 
note:  je  dois  donc  me  borner  ä  enoncer  que  les  deux  melhodes  s'accordenl, 
en  negligeani  certains  phenomenes  secondaireSj  ä  monlrer  le  de- 
placemeni  angulnire  du  plan  d' oscillation  comme  devani  dtre 
egal  au  mouvemenl  angulaire  de  la  terre  dans  le  m^me  iemps 
muliiplie  par  le  sinus  de  la  iatitude  ..." 

Der  letzte  Satz  entbält  das  sehr  bekannte  sogenannte  Sinus- 
gesetz, über  welches  im  Folgenden  einige  weitere  Betrachtungen  an- 
gestellt werden  sollen. 

Zunächst  ergiebt  das  Vorhergehende,  dass  Foucault  dieses  Gesetz 
nicht  begründet,  sondern  nur  behauptet;  ferner,  dass  er  selbst  es  nur 
näherungsweise   für   richtig  hält,    denn  das  soll  der  Satz  y,en  ne 
gligeani  eic,^''  doch  wohl  aussagen. 

Hitt.-1it  Abthlg.  d.  Zeltiohr  f.  Math.  u.  FhTt-  XXIY,  5.  VV 


gicbt  dftDD  B  i  n  et  eiDA  aaefiihrliche  Herleitnng  seiner  obencrwäfanten 
Reanltate.  Er  geht  ans  von  Gleichnngen,  die  PoissoD  für  ein  ähn- 
licbes  Problem  (Siir  le  mouvcmenl  des  projeelilrs  dans  l'air,  en  ayanl  egard 
ä  la  rolation  de  ta  tcrre)  im  26.  Bande  des  Polytechnischen  Journals  im 
Jahre  1838  gegeben  hat  nnd  die  mit  geringen  nnd  sofort  verständlichen 
Abänderungen  aach  Plir  das  vorliegende  Problem  gelten.  Aber  ohne  es 
irgendwo  zn  sagen,  vernachlässigt  Binet  in  den  Poisson'schen  Gleich- 
nngen  alle  Glieder  mit  dem  Factor  n*,  wo  'i  die  Winkelgeschwindigkeil 
der  Erde  bedeutet.  Man  vergleiche  hierzu  Rinet,  Cnmples  rcndus,  !.  e. 
pag.  198,  Gleichungen  (a),  mit  l'oisson,  Jauniai  de  terole  polyleclimqiie. 
I.e.  piig.  15,  Gleichungen  (/.)•  Binet  behandelt  daher  das  Problem  von 
vornherein  nur  nähernngsweise.  Er  fiibrt  dann  in  seine  Gleicimngen 
dieselben  Vernachlässi gangen  ein,  welche  man  machen  muss,  um  zn 
zeigen,  dass  ein  Pendel  isochron  schwingt,  und  gelangt  endlich  mit  allen 
diesen  Annahmen  zu  dem  Resultate: 

„Bei  dem  Foscault'scben  Pendelversuche  schwingt  das  Pendel  im 
Allgemeinen  wie  ein  Ranmpendel,  oder  die  Projociion  der  Schwing- 
nngscurve  auf  den  Horizont  ist  im  Allgemeinen  eine  Ellipse.  Aber  die 
Äxe  dieser  Ellipse  dreht  sich  rückläufig  mit  einer  Geschwindigkeit  gleich 
B,  multiplicirt  mit  dem  Sinus  der  Breite  des  Beobacbtungsortes."  {Compies 
renthis,  I.  e.  pag.  159  ttnd  203.) 


lieber  den  Foncanlt^schen  Pendelversnch,  155 

Endlich  folgt  in  demselben  Bande  der  Comptes  rendus  eine  den  Fou- 
c  a  n  1 1  ^  sehen  Pendelversuch  betreffende  Note  von  P  o  i  n  s  o  t ,  pag,  206  —  207, 
die  folgen dermassen  beginnt: 

„Je  remarque  ä*dhord  qne  le  phenomene  dont  il  s'agil  dans  cetle  expe- 
rience  ne  depend  au  fond,  ni  de  la  grämte,  ni  d'auawe  auire  force.  Le 
mouvement  qu'on  observe  datis  le  plan  d^ oscilluiion  d'un  pendule  simple 
et  par  lequel  ce  plan  parait  iourner  autour  de  la  veriicale  dans  le  meme  sens 
que  les  eloiles  ei  qui  feraii  ainsi  im  tour  eniier  en  vingt  -  quatre  heitres  si  Von 
etait  au  pdle ,  ei  nc  faii  de  ce  tour  qu'une  fraction  marquee  par  le  sinus  de 
la  latiiude  du  Heu  oü  Von  fail  Cexperience;  ce  mouvement,  dis-je,  est  un 
phenomene  purement  geome'irique  ei  dont  Vexplication  doii  etre  donne 
par  la  simple  geometrie,  comme  Va  fail  M,  Foucault,  et  non  point  par  des 
principes  de  dynamiques,  qui  n^y  enirent  pour  rien/^ 

Also  so  bedeutende  Autoritäten,  wie  Liouville  und  Poinsot, 
behaupten  die  Richtigkeit  des  Sinusgesetzes  und  die  Möglichkeit  seines 
Beweises  ohne  die  Principien  der  Dynamik.  Da  ist  es  um  so  mehr  zu 
bedauern,  dass  sie  nicht  ausführlicher  den  Beweis  gegeben  haben,  qui 
donne  toul  ce  que  peut  donner  le  calcuL 

Dafür  sind  seit  dem  Jahre  1851  und  bis  heute  die  Herren  an  ihre 
Stelle  getreten,  welche  in  Lehrbüchern  auch  diesen  Gegenstand  behandeln. 

Wunderbarerweise  ist  jedoch  der  Beweis,  welcher  sich  in  den  Lehr- 
büchern vorfindet,  durchaus  keine  Ausführung  des  oben  von  Liouville 
und  Poinsot  angedeuteten  Weges.  Es  mag  den  Herren  wohl  etwas 
bedenklich  erschienen  sein,  Drehungen  zu  zerlegen,  besonders  endliche. 
Man  hat  es  deshalb  vorgezogen,  einen  ganz  neuen  Beweis  zu  erfinden. 
Dieser  ist  dann  in  die  meisten  Lehrbücher  übergegangen  und  die  für 
denselben  nöthige  Figur  pi*angt  sogar  in  stattlicher  Ausführung  in  solchen 
Hörsälen,  wo  vorzugsweise  die  Wissenschaft  docirt  werden  soll. 

Und  worin  besteht  der  Beweis?  Es  lohnt  sich  nicht,  darauf  einzu- 
gehen. Wer  nicht  gewöhnt  ist.  Beweise  auf  Autoritätsglauben  hin  anzu- 
nehmen, wer  sich  noch  etwas  Kritik  bewahrt  hat,  wird  bald  die  Schwä- 
chen dieses  sogenannten  Beweises  erkennen,  der  kaum  für  eine  unendlich 
kleine  Zeit  und  höchstens  dafür  allenfalls  giltig  ist,  während  es  bei  dem 
Foucault* sehen  Versuch  gerade  darauf  ankommt,  das  Pendel  möglichst 
lange  in  Schwingung  zu  erhalten,  und  Foucault  auch  alle  Mühe  darauf 
verwandt  hat,  dies  zu  erreichen. 

Nun  hat  zwar  Herr  Lettner  (Crclle's  Journal,  Bd.  52  S.  52) 
eigens  zu  dem  Zwecke  eine  Arbeit  über  den  Foucaul tischen  Pendel- 
versuch geschrieben,  um  die  Verfasser  von  Lehrbüchern  zu  belehren, 
dass  ihr  Beweis  nicht  richtig  sei.  Ferner  ist  mir  Über  denselben  Gegen- 
stand bekannt  eine  Arbeit  des  Herrn  Dumas  (Cr eile* s  Journal,  Bd.  50 
S.  52)  und  endlich,  in  dem  in  Poggendorff's  Annalen,  Bd.  92,  stehen- 
den Auszuge,  eine  Arbeit  von  Hansen,  welche  ursprünglich  in  den  Ver- 


parallel  dem  nach  dem  Aiifhfingepnnkte  gezogenen  Erdradins  an.  Vor- 
stüliende  Annahmen  sind  so  lange  gestattet,  als  das  Verbällnise  aller  hier 
in  Betracht  kommenden  Längen  zd  r  alt)  Nnll  oder,  wie  man  gewöhnlich 
zu  sagen  pflegt,  r  aU  nnendUch  gross  angenommen  werden  darf. 

Das  Pendel  hänge  nun  zanächst  in  der  Gleichgewichtslage. 

Pag.  137  der  Comples  rendiis  vom  Jahve  1851  schildert  Foacaalt 
genan,  auf  welche  Weise  sein  Pendel  in  Bewegung  gesetzt  wird.  Ans 
leicht  ersichtlichen  Gründen  geschieht  dies  nicht  durch  einen  StoBS 
gegen  die  Masse  des  Pendels,  sondern  dadurch,  dass  das  Pendel  mit 
Hilfe  eines  an  der  Masse  desselhen  befestigten  organischen 
Fadens  ans  seiner  Gleichgewichtslage  gezogen  und  nun  der 
Faden  an  einem  mit  der  Erde  unveränderlich  verhundenen 
Pnnkte  befestigt  wird, 
kommen,  hat  jetzt  das  I'e 
Gleichgewichtslage  ve 
Foncnnlt  den   Faden  durch  i 

Werde  dieser  Versuch  zunächst  * 
der  Pole  ausgeführt. 

So  lange  der  Faden  noch  nicht  durchgebrannt  ist,  hahe  der  Schwer- 
pnnkt  der  Masse  des  Pendels  von  der  eigentlichen  Gleichgewichtslage 
des  Pendele   die  Entfernung  e.      In  Bezug  auf  die  £rde  ist   dann   das 
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Pendel  allerdings  in  einer  relativen  Knhelage.  Aber  die  Botation 
der  Erde  soll  doch  ausdrücklich  berücksichtigt  werden.  Dann 
ist  in  Bezug  auf  seine  absolute  Bewegung  im  Räume  das  Pendel  nicht 
in  Ruhe,  sondern,  so  lange  der  Faden  noch  nicht  durchgebrannt  ist, 
bewegt  sich  der  Schwerpunkt  der  Masse  des  Pendels  auf  einem  Kreise 
mit  dem  Radius  e,  das  Pendel  selbst  auf  der  Oberfläche  eines  geraden 
Kegels.  Der  Schwerpunkt  der  Masse  des  Pendels  hat  also  in 
jedem  Augenblick  eine  Geschwindigkeit  ne^  gerichtet  längs 
einer  Tangente  des  Kreises  oder  senkrecht  gegen  die  Ebene 
durch  die  Gleichgewichtslage  und  die  augenblickliche  Stel- 
lung der  Anfangslage. 

Im  Moment  des  Durchbrennens  ist  Alles  ebenso.  Das  Pendel  hat 
also  in  diesem  Augenblicke 

1.  eine  von  der  Gleichgewichtslage  verschiedene  Anfangslage; 

2.  eine  Anfangsgeschwindigkeit  ne,   senkrecht  gerichtet  gegen  die 
Ebene  durch  Gleichgewichtslage  und  Anfangslage; 

3.  es  steht  unter  der  Wirkung  der  anziehenden  Kraft  der  Erde. 
Das  Pendel  wird  also  sicher  ein  Banmpendel,  es  hat  gar  keine 
Schwingungsebene,  die   sich  drehen  könnte,  und   die  vorstehende  ein- 
fache  Betrachtung  lehrt   für   diesen  Fall    in    der  That   lout  ce  que  peut 
donner  le  calcul  et  les  principes  de  dynamiques  rCy  entrent  pour  rien. 

Aber  wenn  das  Pendel  über  einem  Orte  des  Aequators  aufgehängt 
ist,  wo  9  =  0? 

Bei  dem  Foucaul tischen  Pendelversuch  will  man  immer  finden, 
wie  die  wirkliche  Bewegung  des  Pendels  im  Räume  einem 
Beobachter  auf  der  Erde  erscheint.  Das  heisst  doch  nichts  An- 
deres, als:  aus  der  absoluten  Bewegung  des  Pendels  im  Räume 
soll  die  relative  Bewegung  gegen  die  Erde  gefunden  werden. 
Diejenigen,  welche  das  sogenannte  Sinusgesetz  für  richtig  halten,  gehen, 
wenn  man  sich  bei  ihren  Auseinandersetzungen  überhaupt  Etwas  denken 
darf,  aus  von  der  Annahme,  dass  die  absolute  Bewegung  des 
Pendels  im  Räume  die  eines  ebenen  Pendels  sei.  Dass  dies 
falsch,  ist  ohne  Weiteres  klar.  Denn  der  Aufhängepunkt  bewegt  sich 
auf  einem  Kreise  mit  dem  Radius  r-{-/,  wenn  die  Entfernung  des  Auf- 
hängepunktes von  der  Erdoberfläche  gleich  der  Länge  des  Pendels  ge- 
nommen wird.  Trotzdem  könnte  die  relative  Bewegung  gegen  die  .Erde 
die  eines  ebenen  Pendels  werden.  Aber  wie  ist  dies  durch  blosse  Ueber- 
legungeu  ohne  die  mechanischen  Bewcgungsgleichungen  zu  entscheiden? 
Man  könnte  Folgendes  sagen:  Wird  e  gegen  r  vernachlässigt,  so  bewegt 
sich  der  Schwerpunkt  der  Masse  des  Pendels ,  so  lange  der  Faden  noch 
nicht  abgebrannt  ist,  auf  einem  Kreise  mit  dem  Radius  r.  Relativ 
gegen  den  Aufhangepunkt  hat  also  die  Masse  des  Pendels 
eine  rückläufige  Geschwindigkeit  von  der  Grösse  n^r-^-V^^nr 
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Ich  erwähne  noch  kurz,  daas  der  Foucault'sche  Pendelversuch 
eigenthümliche  Modificationen  des  Bin  et*  scheu  Resultates  zeigen  kann, 
die  man  in  den  oben  citirten  Arbeiten,  besonders  bei  Hansen  nach- 
lesen möge. 

Ist  es  denn  nun  so  sehr  schwer,  das  Problem  des  F ou c au  1  tischen 
Pendelversuchs  sachlich  zu  behandeln? 

Nimmt  man  zunächst  ein  im  Räume  festes ,  also  von  der  Bewegung 
der  Erde  unabhängiges  Coordinatensystem,  und  schreibt  für  dieses  die 
Lagrange 'sehen  Bewegungsgleichungen  hin »  so  hat  man  die  Gleich- 
ungen der  absoluten  Bewegung  des  Pendels  im  Räume. 

Nimmt  man  dann  ein  zweites,  mit  der  Erde  fest  verbundenes  Co- 
ordinatensystem,  so  macht  dieses  die  Drehung  der  Erde  mit,  erscheint 
daher  einem  Beobachter  auf  der  Erde  als  unveränderlich.  Nimmt  man 
endlich  die  Formeln  der  Coordinatentransformation ,  so  geben  sie  die 
Werthe  der  ursprünglichen  Coordinaten,  ausgedrückt  durch  die  neuen, 
und  diese  in  dje  Lagrang  ersehen  Bewegungsgleichungen  eingeführt, 
ergeben  die  streng  richtigen  Gleichungen  der  relativen  Be- 
wegung des  Pendels  in  Bezug  auf  die  Erde. 

Wer  aber  in  seinem  Lehrbuche  so  nicht  verfahren  kann  oder  will, 
der  sage  doch  einfach:  Mit  Hilfe  der  höheren  Mathematik  folgt,  dass  das 
Sinusgesetz  näherungsweise  richtig  ist.  Vielleicht  regt  er  dadurch  einen 
strebsamen  Leser  an,  die  eigentliche  Quelle  dieser  Behauptung  kennen 
zu  lernen.  Beweise  aber,  wie  der  leider  so  vielfach  abgedruckte,  erzeu- 
gen nichts  Anderes,  als  das,  was  dem  wahren  Forscher  so  fern  liegt: 
Dünkel  und  üeberhebung,  Verachtung  vor  einer  Wissenschaft,  die  sich 
mühselig  quält,  das  aus  schwierigen  Gleichungen  abzuleiten,  was  man 
mit  einem  paar  Strichen  auffinden  zu  können  glaubt. 


ecTTCetioiuMhrsnben  rerxielitet",  Termag  Kcfereot  aicht  cd  bilUgen.  Ein 
«id«res  Fernrohrlioeal,  ab  <Ua  Jordko-Sicklersclif ,  bt  nichi  Wecbne- 
bcD,  «ich  wird  weder  Abbildung,  DOch  Beschmbnug  ii^nd  einer  M  ess- 
titcfacouitractioD  gebot«a;  rielmebr  »cbeinen  diese  C^tietmctionen 
sl*  bekannt  Toraiugeaetst  sq  aein. 

IMe  fGr  Kippregeln  voigescblagene  Prnfang  und  Bericbtigung  ist 
Baeb  Anaiebt  dei  Unterxeiebneten  dann  nicht  völlig  gvnü^ad,  wenn  man 
dnrch  MeMtUchanfnabmen  deojenigen  höchsten  GenaaigkeitsgrAd  erlangea 
will,  welchen  rie  Aberbaupt  zn  tiefem  vennSgen.  Ein  „Parallellinea]" 
ffir  da*  Viairen  cn  empfehlen,  kann  Referent  nicht  unbedingt  billigen, 
denn  wer  *iek  attf  HeastischarbeiteD  tächtig  eingeäbt  hat,  wird  ^hne  eine 
derartige  Hilfsvorricfatong  meist  scboeller  nod  sicherer  anfnebmen.  Dass 
im  AHgemeiaeo  nicht  Nadelrtiche,  sonders  BaDdmarken  .velcbt-  mit  äach- 
g«*pitzt«m  Bleistifte  gezogen  wurden)  die  Richtungen  zn  beieichnen 
baben,  wenn  die  grÖMte  Sicherheit  erzielt  werden  soll,  büite  bier  doch 
«oU  betont  werden  mflasen,  weQ  darauf  sehr  viel  ankomnii. 

das«  das  Capitel  vom  Hepatisch,  der  Kippre^el  und 
n  gewöbnliehen ,  wie  auch  zu  lacliyn)i'ti'i>ch(<n  Anf- 
«o  omfasst  (in  einem  Werke,  welclios  iloi  ..nieilcren 
7O0  &dl«a  widmet),  keanseichnel  t^chon  den  Stand- 
Herr  VerfaMer  den  Messt ischarbeileit  p-genüber  < 
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lassen.  Am  besten  werden  Letztere  wohl  dann  beseitigt,  wenn  man  beim 
Bearbeiten  von  Längenprofileu  die  Wecbselpnnkte  mit  doppelter  Anbin- 
dnng  nivellirt  und  die  Tafeln  so  einrichtet,  dass  die  Rechnnng  sich  selbst 
controlirt.  Der  hierdurch  entstehende  Mehraufwand  an  Zeit  wird  reich- 
lich belohnt. 

Die  Anleitung  zum  Auftragen  von  Längenprofilen  hätte  wohl  aus- 
führlicher gegeben  werden  sollen »  weil  in  den  Kreisen  der  Ingenieure  in 
dieser  Beziehung  Bräuche  bestehen,  die  nicht  ignorirt  werden  dürfen. 

Das  Nivelliren  der  Flächen  ist  sehr  knapp  behandelt,  empfängt  aber 
später,  bei  der  Tachymetrie,  Ergänzung.  Desto  ausführlicher  werden  die 
Präcisionsnivellements,  die  Genauigkeit  des  Nivellirens  und  die  Ausgleich- 
ung der  Fehler  besprochen,  wobei  ausser  den  Arbeiten  des  Verfassers 
auch  die  von  Bauernfeind,  Hagen,  Helmert,  Hirsch,  Moroco- 
vics,  Plantamour,  Vogler  u.  A.  Benutzung  finden. 

Dem  barometrischen  und  dem  trigonometrischen  Höhen- 
messen sind  die  folgenden  125  Seiten  gewidmet;  sie  bieten  das  Zuge- 
hörige aus  den  Naturwissenschaften ,  verwenden  die  vom  Verfasser  zuerst 
in  den  „Astronomischen  Nachrichten**  veröffentlichte  Refractionstheorie,  wie 
auch  die  Untersuchungen  von  Förster,  Koppe,  Rühlmann,  Schrei- 
ber, Wild  und  mehreren  anderen,  theilweise  schon  früher  genannten 
Forschern.  Das  Federbarometer  (Aneroid)  ist  ausführlich  behandelt;  viele 
Hilfstafeln  für  die  beiden  genannten  Arten  des  Höhenmessens  sind  bei- 
gegeben. 

Bei  Besprechung  der  Distanzmesser  und  der  Tachymetrie 
(zusammen  70  Seiten)  erhalten  manche  „neue  Erfindungen**  eine  scharfe 
Abfertigung.  Die  Instrumente  von  Reichenbach  (Porro),  Stampfer, 
ein  Tachymeter -Theodolit  (von  Si ekler,  nach  Jordan)  und  die  Bus- 
sole werden  ausführlich  untersucht,  hingegen  finden  der  Vielmesser  von 
Jahns,  das  Tachymeter  von  Kreuter  und  das  Tachygraphometer  von 
Wagner  (Tinter)  nur  flüchtige  Erwähnung.  Der  Herr  Verfasser  macht 
diesen  Instrumenten  den  Vorwurf,  „dass  sie  die  kostbare  Feldarbeitszcit 
theilweise  zu  Operationen  verwenden,  welche  bequemer,  sicherer  und 
rascher  im  Zimmer  ausgeführt  werden  können**;  auch  spricht  er,  „ohne 
praktischen  Erfahrungen  vorgreifen  zu  wollen**,  die  Ueberzeugung  aus, 
es  sei  mit  den  genannten  und  ähnlichen  Apparaten  dem  gewöhnlichen, 
geschickt  gehandhabten  Tachymetf;r- Theodolit  „keine  erfolgreiche  Con- 
currenz**  zu  bieten.  Möge  dies  allen  Denen ,  welche  derartige  praktische 
Erfahrungen  mittheilen  können,  eine  Anregung  sein,  Material  zur  Beant- 
wortung dieser  Tachy meterfrage  zu  liefern. 

Was  zum  Vortheile  der  ein  günstiges  Fehlerfortpflanzungsgesetz  auf- 
weisenden Bubsolenzüge  gesagt  ist,  verdient  volle  Beachtung.  Wird 
die  Aussicht  durch  dichtes  Gebüsch  gehemmt  und  kommt  es  auf  grosse 
Genauigkeit  nicht  au,   so  sind  di^se  Züge  sehr  zu  empfehlen,   insbeson- 


keit  derselben.  Ea  haben  hierbei,  neben  den  Arbeiten  anderer  Forscher, 
vorzüglich  diejenigen  Helmert's  Benatzung  gefunden.  Bei  der  Signa- 
lifiirnng  sind  ansser  den  Heliotropen  auch  die  neuerdings  wieder  in  Auf- 
nahme gekommenen  nächtlichen  Lampensignale  besprochen;  bei  den 
WinkelmesBungen  ist  der  Vergleicbnng  der  Methoden  (Kepetition ,  Kich- 
tnngsheobachtnngen ,  Einzelmessung)  Beaclitnng  geschenkt;  die  Compa- 
ratoren  (mit  Fiihlhebel,  FUhlspiegel,  Mikroskop),  die  älteren,  neneren 
und  nenettten  Basismessap parate  werden  ausführlich  erörtert.  Was  die 
Längen  der  Grundlinien  anlangt,  su  meint  der  Herr  Verfasser,  man  sei 
aus  einem  Extrem  ins  andere  gefallen  und  glaubt  denen  von  8 — 10  km 
Länge  (in  mehreren  Absätzen  doppelt  gemessen)  den  Vorzug  einräumen 
zn  müssen. 

Der  Berechnung  der  sphärischen  Dreiecke  und  der  Aus- 
gleichung der  Dreiecksnetze  sind  die  folgenden  HO  Seiten  gewid- 
met, und  da  schon  früher  hervorgehoben  wurde,  mit  welchem  grossen 
Geschick  der  Herr  Verfasser  im  Allgemeinen  viel  Stoff  in  wenig  Kaum 
EU  drängen  versteht,  so  wird  man  bereits  aus  dieser  Umfangsaagabe  er- 
kennen, welche  reiche  Fundgrube  sich  hier  aufthut-  Von  besoaderfin 
Interesse  ist  die  Vergleicfaung  verschiedener  Triangulirungsausgleicbungs- 
methoden,  die  Besprechiing  der  Genauigkeit  und  die  kritische  Betrach- 
tODg  der  wichtigsten  seit  einem  Jahrhundert  ausgeführten  l'rianguUrungeni 
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von  den  grossen  französischen,  russischen,  prenssischen  n.  8.  w.  an  his 
herab  zu  denen  in  Baden ,  Knrhessen  nnd  Hessen  -  Darmstadt.  Bezüglich 
der  Basen  betont  der  Verfasser  (S.  236),  „dass  es  keinen  Werth  hat, 
einzelne  kurze  Grundlinien  mit  Aufbietung  aller  technischen  und  wissen- 
schaftlichen Mittel  scrupulös  auf  Bruch theile  des  Millimeters  zu  messen, 
dass  man  vielmehr  darauf  ausgehen  muss,  jede  Triangulirung  mit  mög- 
lichst vielen  Grundlinien  zu  versehen,  die  aber  nicht  sehr  genau  zu  sein 
brauchen'^  Er  glaubt,  dass  bei  vielen  ausgeführten  Arbeiten  in  dieser 
Beziehung  „ein  Mangel  an  Gleichgewicht  zwischen  den  einzelnen  Mes- 
sungen*' stattfinde. 

Das  nächste  (VI.)  Capitel,  „sphärische  Coordinaten'S  bespricht 
ausführlich  diejenigen  von  Soldner  und  Gauss,  die  geographischen  und 
die  Polarcoordinaten ,  stellt  auch  Vergleichung  ihrer  Vorzüge  an. 

Die  Untersuchungen  Bohnenberger's  bilden  den  Ausgangspunkt 
für  die  nachher  behandelte  „sphäroidische  Geodäsie  mit  Nor- 
malschnitten'^  welche  mit  der  Bestimmung  der  Erddimensionen  aus 
zwei  und  mehr  als  zwei  Breitengradmessungen  abschliesst. 

Der  „geodätischen  Linie"  sind  etwa  20  Seiten  gewidmet.  Der 
Herr  Verfasser  sagt,  es  sei  „unbestreitbar,  dass  in  den  letzten  Jahrzehn- 
ten in  Deutschland  die  abstract  analytischen'  Behandlungen  der  geodä- 
tischen Linie,  ohne  eine  Aussicht  auf  Resultate  zu  eröffnen,  von  der 
Lösung  viel  näher  liegender  Aufgaben  abgelenkt  haben"  und  will  in 
dieser  Hinsicht  ,,für  eine  möglichst  praktische  und  nüchterne  Behandlung" 
eintreten.  Damit  in  Uebereinstimmung  befindet  sich  der  yon  Bremiker 
herrührende  Ausspruch  („Studien  über  höhere  Geodäsie",  1869),  „dass 
durch  manche  Abhandlungen  über  die  geodätische  Linie,  welche  ledig- 
lich für  den  Analytiker  von  Werth  sind,  der  Schwerpunkt  in  der  Geo- 
däsie verrückt  worden  ist,  insofern  sich  die  Speculation  auf  ein  Feld 
geworfen  hat,  welches  mehr  dem  Namen,  als  der  Sache  nach  mit  der 
Geodäsie  zusammenhängt". 

Auf  Grund  der  Originalarbeiten  von  B  es  sei  und  Gauss  folgt  in 
den  beiden  nächsten  Capiteln  die  Behandlung  der  sphäroidischen 
Geodäsie  und  der  couformen  Abbildung  des  Ellipsoids. 

Allgemeine  geodätische  Untersuchungen,  welche  sich  auf  sphä- 
rische und  sphäroidische  Triangulirung,  Vergleichung  verschiedener  Me- 
thoden, auf  das  Geoid,  die  Niveaufiächen ,  die  Lothablenkung  u.  s.  w. 
beziehen ,  füllen  das  vorletzte  Capitel.  Den  Schluss  des  IIL  Theiles  bil- 
det die  Besprechung  der  verschiedenen  Arten  der  Kartenpro jectionen. 

Die  Ausstattung  des  ganzen  Werkes  ist  eine  sehr  lobenswerthe; 
Druckfehler,  Rechenfehler  und  Schreibfehler  sind  in  massiger  Anzahl 
untergelaufen;«  ganz  ohne  Irrthümer  lässt  sich  ein  derartig  inhaltsvolles 
Buch,  von  leicht  verwechselbaren  Zahlen  und  Zeichen  erfüllt,  nicht 
liefern. 


die  ErtinduDg  der  Köhrealibelle  tind  der  darcli  sie  erzeugte  UroechwnDg, 
der  Vater  der  Schichtlinien  (Niveancurven)  und  die  Vorgänger  des  Snel- 
lins  beztlgltch  der  Triangulation. 

Uer  Referent  bebt  znm  ScfaluGSe  noch  hervor,  daes  das  Werk  neben 
vielen  anderen  früher  schon  genannten  guten  Eigenscbaflcn  insbeson- 
dere die  hat:  anf  Genauigkeitsbestimmnngen  nnd  auf  Fehler- 
ausgleichnng  besonderes  Gewicht  zu  legen,  Beispiele  und  Tabellen 
in  grosser  Anzahl  darzubieten,  viele  allgemein  e  Anleitungen  zugeben 
nnd  die  Vergleicbnng  der  Methoden  gehörig  zu  berücksichtigen. 

Die  Aufsuchung  und  Ausgleichung  der  HesBungBlehler,  wie  die 
erreichbare  Genauigkeit  sind  mit  der  Gewissenhaftigkeit  des  strengen 
llieuretikerE ,  zugleich  aber  mit  dem  berechtigten  Leichtsinne  des  erfahre- 
nen Praktikers  behandelt,  was  viel  Lob  verdient.  Auch  graphische 
Ausgleichung  wurde  berücksichtigt  und  das  wird  dankbar  anerkannt  wer- 
den, da  in  der  Praxis  oft  lieber  —  und  auch  oft  mit  weit  grösserem 
Vortheile  —  gezeichnet,  als  gerechnet  wird,  Ebimsolche  Anerkenonng 
haben  die  in  reicher  Fülle  im  ganzen  Werke  auftretenden  Zahlenbeispiele 
und  Tabellen  zu  erwarten.  Nicht  minder  jene  allgemeinen  Anleitungen 
und  Hetracbtungeo ,  welche  der  Herr  Verfasser  in  Bezug  auf  die  An- 
legung, Einleitung  nnd  Durchführung  verschiedener  grösserer  geodati 
Bchpr  Arbeiten   giebt;    sie  erwecken  gewiss  hei  jedem  Le^er  das  Gefühl, 
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in  dem  schlagfertigen  Theoretiker,  welcher  das  Buch  schrieb,  auch  einen 
trefflichen,  an  Erfahrungen  reichen  Praktiker  zu  sehen.  Die  Ver- 
gleichung  der  Methoden  aber  ist  schon  deshalb  zu  rühmen,  weil  sie 
verhindern  hilft,  dass  einzelne  Geodäten- ihre  Ansicht  für  die  alleinselig- 
machende halten,  worauf  eine  Stelle  des  Vorworts  hindeutet. 

So  ist  denn  der  Oesammteindruck,  welchen  der  Referent  hol 
Durchsicht  der  letzten  Lieferungen  des  Jordanischen  Handbuchs  der 
Vermessungskunde  empfing,  ebenso  günstig,  wie  der  von  der  I.Lieferung 
hervorgerufene  und  im  XXIIL  Bande  dieser  Zeitschrift  veröffentlichte: 
das  Werk  ist  ein  solches  ersten  Ranges,  es  kann  sich  getrost 
neben  die  besten  seiner  Art  stellen,  es  bietet  eine  Fülle  neuer  Gesichts- 
punkte und  behandelt  Vieles,  was  bis  jetzt  noch  in  keinem  andern  Lehr- 
buche der  Geodäsie  sich  findet.  Ohne  Zweifel  wird  es,  wie  der  Herr 
Verfasser  hofft,  einen  Beitrag  liefern  „zur  Beschränkung  der  unleugbaren 
Zerfahrenheit  vieler  deutscher  Vermessungen,  wo  noch  häufig  Triangu- 
lirungen  für  Landesvermessungszwecke  und  Gradmessnngsz wecke,  Nivel- 
lirungen,  topographische  und  Katasleraufn ahmen  ohne  die  nöthige,  leicht 
zu  erzielende  gegenseitige  organische  Verbindung  ausgeführt  werden*^ 
Es  ist  den  Studiren  den  der  Mathematik,  Geodäsie  und  Technik  warm 
zu  empfehlen,  ebenso  warm  aber  auch  den  betreffenden  Praktikern, 
selbst  denjenigen  unter  ihnen,  welche  allen  (in  dem  Werke  freilich  oft 
vorkommenden)  Integralzeichen  ehrerbietig  aus  dem  Wege  zu  gehen 
pflegen ,  denn  mit  seltenem  Geschick  hat  es  die  Theorie  der  Praxis  dienst- 
bar gemacht. 

Dresden,  20.  Februar  1879.  A.  Fuhrmann. 


Stadien  zur  Geschichte  der  mathematischen  und  physikalischen  Geographie 
von  Dr.  SiBGMUNDGiiNTHER.  Halle  a.S.  bei  Louis  Nebert.  1877 — 79. 
408  S.  mit  51   in  den  Text  eingedruckten  Holzschnitten. 

Das  Buch,  welches  wir  unseren  Lesern  heute  zu  empfehlen  haben, 
bildet  kein  in  sich  abgeschlossenes  und  abgerundetes  Ganzes.  Es  sind 
vielmehr  sieben  gesonderte  Abbandlungen,  welche  im  Verlaufe  zweier 
Jahre  in  Gestalt  von  sechs  einzelnen  Heften  erschienen  sind,  deren 
zweites  die  zwei  enger  zusammengehörigen  Abhandlungen  II  und  III  ent- 
hielt, während  die  Übrigen  Hefte  je  von  einer  Abhandlung  erfüllt  waren. 
Die  einzelnen  Ueberschriften  sind  folgende: 

I.  Die  Lehre  von  der  Erdrundung  und  Erdbewegung  im  Mittelalter 
bei  den  Occidentalen.     S.  1  —  56. 

II.  Die  Lehre  von  der  Erdrundung  und  Erdbewegung  im  Mittelalter 
bei  den  Arabern.     S.  57  —  93. 

III.  Die  Lehre   von   der  Erdrundung  und  Erdbewegung  im  Mittel- 
Iter  bei  den   Hebräern.     S.  94—128. 
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reiht,  die  als  Philologen  von  Fach  sich  so  eingehend  mit  Mathematik 
beschäftigt  haben,  dass  sie  auf  die  Herausgabe  antiker  Schriften  geo- 
metrischen Inhalts  fast  mit  Zwang  hingewiesen  sind.  Was  für  Heron, 
für  Pappus,  für  Nikomachus,  für  Theon  von  Smjrna  in  den 
letzten  Jahrzehnten  geleistet  worden  ist,  das  beabsichtigt  Herr  Hei berg 
fÜrArchimed  zu  unternehmen.  Seine  Abhandlung  y,Quaestif>nes  Archi- 
medeae^^  stellt  gewissermassen  die  Vorrede  zu  einer  neuen  Textausgabe 
des  Archimed  dar,  von  welcher  auch  schon  eine  Probe  in  Gestalt  der  Sand- 
rechnung in  gereinigtem  Texte  beigegeben  ist.  So  weit  wir  als  Histo- 
riker die  Abhandlung  zu  prüfen  im  Stande  waren,  bringt  der  Verfasser 
zu  seiner  Aufgabe  eine  vollkommene  Verständniss  des  grossen  Syraku- 
sischen  Mathematikers  mit,  unterstützt  durch  eine  fast  vollständige  Kennt- 
niss  der  einschlagenden  Literatur.  Wir  vermissen  nur  drei  Aufsätze, 
welche  Herr  Hei  berg  noch  kennen  lernen  muss,  bevor  er  wirklich  an 
die  Herausgabe  des  Archimed  herangeht:  J.  H.  T.  Müller,  Beiträge 
zur  Terminologie  der  griechischen  Mathematiker.  Leipzig  1860,  bei  B. 
G-.  Teubner;  —  M.  Curtze,  Recension  von  Henning's  Programm 
über  den  unechten  Brief  des  Archimed  in  der  Zeitschr.  Math.  Phys.  XX, 
Hist.-lit.  Abthlg.  89 — 91;  —  F.  Hultsch,  Ueber  den  Himmelsglobus 
des  Archimedes,  Zeitschr.  Math.  Phys.  XXII,  Hist.-lit.  Abthlg.  106— 107. 
Die  genannte  Recension  Curtze's  würde  Herrn  Heiberg  insbesondere 
Über  die  Unmöglichkeit  der  an  sich  recht  scharfsinnigen  Herche raschen 
Hypothese  belehrt,  ihm  auch  weitere  Literaturangaben  zum  Ochsenproblem 
geliefert  haben.  Wir  freuen  uns,  bezüglich  dieses  letzteren  Problems  mit 
Herrn  Heiberg  einverstanden  zu  sein,  indem  auch  wir  dessen  Echtheit 
annehmen.  Ob  dagegen  der  sogenannte  „Zocf//i/5  Archimedius^'  mit  Recht 
angezweifelt  wird ,  lassen  wir  bei  der  Un Wichtigkeit  des  Gegenstandes 
dahingestellt.  Ein  Archimed  konnte  schon  einmal  ein  Spiel  erdenken 
—  hat  doch  Leibnitz  das  Solitairespiel  eingeführt.  Wenn  an  dem  Vor- 
handensein der  xcovixa  avotxHa  des  Archimed  gezweifelt  wird,  so  thei- 
len  wir  wieder  die  Ansichten  des  Verfassers  und  wollen  nur  ganz  kurz 
unsere  Meinung  andeuten,  dass  diese  Elemente  der  Kegelschnitte  von 
Euklid  herrühren,  dem  oroixeiooTif^  auch  für  diesen  Theil  der  Mathe- 
matik, wie  man  zu  oft  übersehen  hat.  Die  Wahlsätze  kann  —  das  geben 
wir  Herrn  Heiberg  gern  zu  —  Archimed  in  der  Form,  wie  sie  aus 
dem  Arabischen  übersetzt  vorliegen ,  nicht  geschrieben  haben ;  doch  dürfte 
mehr  als  nur  Satz  4  und  14  auf  Archimed  zurückzuführen  sein,  Satz  8 
z.  B.  hat  für  uns  ein  ganz  Archimedisches  Gepräge.  Ob  Salinen  Wellen- 
linie bedeuten  kann  (abgeleitet  von  aakog  =  das  Schwanken  des  hohen 
Meeres)?  Wir  stellen  diese  Frage  an  Herrn  Hei  berg  selbst,  der  philo- 
logisch viel  mehr  versteht,  als  wir,  der  aber  bezüglich  dieses  Wortes 
erklärt.  Nichts  damit  anfangen  zu  können.  Cantor. 


HUL-Ut.  Ahtblg,  d.  ZeitMobT.  f.  Math.  n.  Fhyt.  XXIY,  5.  ^^ 


xeiclinet  werden  als  „die  jetzige  Naturletire,  anfgefaast  als  Theil  der 
Mechanik",  Der  grandlegnade  Begriff  ist  der  der  Energie  eines  mate- 
riellen Systems,  und  ein  lianptsäcliliches  Uilfsmittel  znr  Entwickelnng 
der  einzelnen  Lehren  ist  das  des  Hamilton'schen  Hndograpben.  Die 
Upbersetzung  ist,  nach  der  Versicherung  des  Uebcrsetzers ,  im  engsten 
Anschluss  an  das  Original  geschehen,  mit  Ausnahme  einer  einzigen 
Stelle,    die   auf   einer  brieflichen  Mittheilung  Maxwell's  selbst  beruht. 

Was  den  Werth  des  Buches  anlangt,  so  können  wir  sagen:  es  steht 
einzig  da  hinsichtlich  der  Deutlichkeit  und  Klarheit  und  hinsichtlich  des 
sparsamen  Gebrauchs  mathematischer  Hilfsmittel.  So  ist  z.  B,  kein  Ge- 
brauch vom  Differentialquotienten  gemacht,  obwohl  der  Reihe  nach  ab- 
gehandelt werden  neben  einem  einleiteuden  Theile,  der  hauptsächlich 
Definitionen  enthält,  die  Beweguug,  Kraft,  Eigenschaften  des  Massen- 
mittelpunktes, Arbeit  und  Energie,  Pendel  und  Gravitation  und  die 
allgemeine  Schwere. 

Wir  glauben  berechtigt  zu  dem  Urtheil  zu  Hein,  dass  kein  Anfanger 
das  Büchlein  ohne  grossen  Gewinn  studiren  und  kein  Physiker  ohne 
grosses  Vergnügen   durchlesen  wird, 

Freiberg,  den    1.  MSrz   I«79.  Tu.   Kotteiiitzsch. 
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Die  Orandprobleme  der  Mechanik»  eine  kosmologische  Skizze  von  Dr.  pbil. 
P.  Länger.     Halle  a.  S.,  Lonis  Nebert.     1878. 

Das  in  überwiegend  pbilosopbiscber  Form  abgefasste  Scbriftcben  von 
68  Seiten  gr.  8^  bebandelt  in  einem  ersten  Tbeile  auf  54  Seiten  die  am 
meisten  bestrittenen  Punkte  der  Mechanik,  wie  die  Begriffe  von  Kraft 
und  Masse,  das  Parallelogramm  der  Kräfte,  das  Galilei' sehe  Trägheits- 
gesetz und  das  Newton'sche  Gravitationsgesetz.  Der  zweite  Theil  han- 
delt über  die  ästhetischen  Eindrücke  der  Körper. 

Für  das  Schriftchen  selbst  ist  Anfang  und  Ende  charakteristisch. 
Es  beginnt  nämlich  das  Vorwort  mit:  „Die  folgende  Skizze  ist  in  der 
Absicht  entstanden,  die  Grundlagen  der  Mechanik,  insofern  sie  Hypo- 
thesen oder  aus  der  Empirie  entnommene  Wahrheiten  enthalten ,  hinsicht- 
lich ihres  begrifflichen  Werthes  näher  zu  untersuchen/'  Das  charak- 
teristische Ende  ist:  „Es  wäre  nicht  schwer,  alle  im  Vorhergehenden 
entwickelten  Anschauungen  beliebig  weit  und  beliebig  detaillirt  zu  be- 
gründen. Eben  deswegen  sehen  wir  davon  ab ;  es  würde  dieser  Schrift 
alsdann  der  Titel  einer  Skizze  nicht  mehr  zukommen.  In  den  Umrissen 
ist  eine  Weltanschauung  jedenfalls  bestimmt  charakterisirt.  Enthält  sie 
fruchtbare  Ideen ,  so  reicht  die  Skizze  hin,  um  ihnen  Leben  zu  verschaf- 
fen, und  enthält  sie  dieselben  nicht,  dann  wäre  erst  recht  die  Kürze  der 
Darstellung  der  grösste  und  einzige  Vortheil.'^ 

Es  ist  dem  Referenten  unmöglich  gewesen ,  klar  und  deutlich  nament- 
lich im  ersten  Theile  des  Schriftchens  zu  erkennen,  wie  der  Verfasser 
die  anerkannten  Schwierigkeiten  der  Mechanik  vermeiden  will ;  wäre  nicht 
das  Schriftchen  vom  Verfasser  selbst  als  Skizze  bezeichnet  worden,  so 
würde  Referent  ihm  diesen  Namen  mit  besonderem  Nachdruck  gegeben 
haben. 

Freiberg,  den  10.  Februar  1879.  Th.  Köttbritzsch. 
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Einige  von  Archimedes  vorausgesetzte  elementare  Sätze. 

Von 

Dr.  Heiberg 

iu  Kopenhagen. 


Hierzu  Taf.  VI  Fig.  3-10. 


Wo  wir  directer  Quellen  znr  Geschichte  der  Mathematik  entbehren, 
wie  für  den  Zeitranm  zwischen  Euklid  es  und  Archimedes,  sind  Rück- 
schlüsse aas  den  zunächst  späteren  mathematischen  Werken  der  einzige 
Weg,  um  die  Fortschritte  der  Kenntnisse  in  der  Zwischenzeit  zu  erkennen. 
Ich  habe  daher  Quaest.  Archim,  Cap,  IV  ansser  den  von  Archimedes 
aufgestellten  neuen  arithmetischen  Sätzen  diejenigen  gesammelt,  die  von 
ihm  als  bekannt  vorausgesetzt  werden,  aber  bei  Euklid  es  nicht  vor- 
kommen. Es  war  dabei  natürlich  nicht  meine  Meinung,  dass  diese,  zum 
Theil  sehr  unerheblichen  Erweiterungen  der  Euklidischen  Lehrgebäude 
sämmtlich  dem  Zeitalter  des  Archimedes  zuzuschreiben  seien;  zum 
Theil  reichen  sie  gewiss  bis  in  die  Euklidische  Zeit  hinauf,  ob  man 
gleich,  wie  es  öfters  mit  Recht  hervorgehoben  worden  ist,  nur  mit  grösster 
Vorsicht  aus  dem  Bekanntsein  eines  Satzes  auf  das  seiner  Conseqnenzen 
schliessen  dürfe.  Aber  selbst  wenn  man  sicher  annehmen  kann,  dass 
ein  Satz  viel  älter  sei,  ist  es  doch  für  die  Geschichte  der  Wissenschaft 
nicht  ohne  Wichtigkeit,  bestimmt  angeben  zu  können,  bei  welchem  Ver- 
fasser jener  Satz  zuerst  ausdrücklich  vorausgesetzt  werde.  Im  Anschluss 
hieran  will  ich  die  von  Archimedes  als  allgemein  bekannt  benutzten 
plangeometrischen  und  stereometrischen  Sätze  zusammenstellen,*  insofern 
sie  bei  Euklides  nicht  vorkommen.  Die  Erweiterungen,  die  Archi- 
medes selbst  diesen  beiden  Disciplinen  hinzugefügt  hat,  halte  ich  nicht 
für  nöthig  hervorzuheben,  weil  er  sie  in  zwei  besonderen  Werken,  nsgl 
atpalgag  xal  KvXlvögov  und  xvxlov  fiitgriaigj  niedergelegt  hat.  Uebrigens 
kann    die  Möglichkeit   nicht  ausgeschlossen  werden,    dass  Archimedes 


*  Nicht  berücksichtigt  sind  die  Bücher  n$Ql  oxovfiivmv, 

m»t.'JJt  Abihlg.  d.  ZolUohr.  f.  Math.  a.  Thy«.  XXIV,    .  ^^ 


l   1  i—'.  0<«»»\'°  t;.i«4-"* 
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13.  Aehnliche  reguläre  Vielecke,  die  in  Kreise  eingeschrie- 
ben sind,  verbalten  sieb  wie  diese  (Eukl.  XII,  1  —  2). 

Wird  nsgl  xoDvoeiö.  5  p.  266,  46  flgg.  (dtort  xa<  ot  nvxloi  roviov  el^ov 
xov  koyov)  angewandt  (vergl.  Clavius  zu  Enkl.  I  p.  228). 

14.  Zirkelsectoren  verbalten  sieb  bei  gleichen  Winkeln 
wie  die  Quadrate  der  Badien  der  respectiven  Zirkel 
(denn  sie  verbalten  sieb  wie  die  Zirkel). 

Wird  angewandt  nsgl  iiiK,  26  p.  249,  15  flgg.  (Lin.  21 :  af  ydg  in  nSv 
%ivxQiov  xovzov  HjpvTi  xov  Xoyov  dvvdyin  nox' dXXdkag)  und  28  p.  254,  23  flgg. 
15.  Den  Satz,  dass  die  Schenkel  des  Tangenten  winkeis 
gleich  sind,  hat  Euklides  noch  nicht  (Clavius  I  p.  171);  Archi- 
medes aber  benutzt  ihn  xt/xA.  fiixg.  1  p.  204,  11  (if  ydg  PM  r^  PA  Xcti 
iöxlv). 

16.  Jede    Senkrechte    von    einem  Punkte   der    Zirkelperi- 
pherie   auf  den   Durchmesser  ist  die  mittlere  Propor- 
tionale zwischen  den  beiden  Stücken  des  Durchmessers. 
Diesen  in  Eukl.  VI,  13  enthaltenen  Satz  spricht  Archimedes  nsgl 
7u»v.  13  p.  276,  8  mit  folgenden  Worten  aus:  d  Sga  KS  taov  övvaaelxat 
TCO  vno  (xäv)  ZSj    SE'   ijjutxvxAiov   ydg  iaxi  xo  in\  xdg  EZ  xol  a   KS 
xd^ixog  oioa  iiioa  ylvtxat  dvdkoyov  xdv  ES,  SZ;   vgl.  8  p.  270,  6,   wo 
AM^=^AAXAZ  so  begründet  wird:  iv  i^ftixvxA/oo  ydg  to)  negl  xdv  AZ 
ndeixog  ax&ri  a  A  M;  auch  angewandt  10  p.  272  extr.;  274, 8;  14  p.  277, 19. 
Schliesslich  sollen  noch  einige  wenige  und  wenig  bedeutende  Sätze 
aus   der  Stereometrie  beigefügt  werden,   die  ein  Supplement  zu  den 
Eukl.  XI,  3 — 19  vorgetragenen  elementaren  Sätzen  über  Ebenen  bilden. 
17«  Eine    durch  zwei  von    drei    parallelen   Linien   gelegte 
Ebene    wird    entweder  die  dritte   mit  aufnehmen   oder 
ihr  parallel  sein. 
Wird  angewandt  nsgl  KtovonS.  16,  c  p.  279,  44  flgg. 

18.  Eine  Ebene,  die  auf  der  einen  von  zwei  parallelen 
Ebenen  senkrecht  ist,  wird  auch  auf  der  andern  senk- 
recht sein. 

Angewandt  neg\  xovoeid.  18   p.  281 ,  24  (äcxe  xai  noxl  xo  nagakka- 
kov  avx^), 

19.  Eine  Ebene,  die  einer  andern,  auf  einer  dritten  senk- 
recht stehenden  Ebene  parallel  ist,  wird  selbstaufder 
dritten  senkrecht  stehen. 

Wird  Ttegl  amvotiö.  24  p.  289,  12  vorausgesetzt,  wenn  daraus,  dass 
die  Ebene  durch  OT  der  durch  AF  gelegten  parallel  ist,  geschlossen 
wird,  dass  sie  das  Konoid  in  B  berühre;  denn  nach  prop.  17,  b  p.  281 
muss  sie  auf  die  Ebene  ABl'  senkrecht  sein,  was  also  stillschweigend 
daraus  gefolgert  wird,  dass  sie  der  ernfABr  senkrecht  stehenden  Ebene 
durch  Ar  parallel  it>t. 
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lottenburg  den  3.  Juli  1824.  Es  handelt  sich  um  Bücher,  welche  der 
Adressat  durch  Vermittelang  des  Pariser  Verlegers  Duprat  an  Lagrange 
geschickt  hatte,  darunter  „Denina,  Geschichte  Piemonts  und  der  übri- 
gen Staaten  des  Königs  von  Sardinien'^  welches  1800—1805  in  drei 
Bänden  gerade  bei  F.  T.  la  Garde  in  Berlin  erschienen  ist  und  wovon 
offenbar  der  I.  Band  hier  gemeint  ist.  Es  ist  ausserdem  von  Madame 
De  la  Garde  die  Rede,  welcher  Frau  Lagrange  als  Gegengeschenk 
für  einen  Roman  der  Frau  von  Goulis  (Les  mir  es  rivales  ou  la  Calommey 
1800  in  Berlin  und  Paris  erschienen)  einen  modernen  Winterhut,  einen 
sogenannten  Turban,  zuschickt.  La  Garde  scheint  auch  Garten-  oder 
Feldbanliebhabereien  gehabt  zu  haben,  denn  das  Gegengeschenk,  welches 
Lagrange  ihm  zuwendet,  besteht  in  einem  Päckchen  Saamen  chine- 
sischen Hanfes,  dessen  Besitz  Lagrange  selbst  einem  gewissen  Touin 
verdankte.  Wahrscheinlich  ist  damit  AndröThouiu  gemeint,  seit  1774 
königl.  Oberg&rtner  und  Mitglied  der  Pariser  Akademie  der  Wissenschaf- 
ten. Die  einzige  mathematische  Bemerkung  des  Briefes  bezieht  sich  auf 
Moiitucla*s  Geschichtswerk.  Montucla  war  am  18.  December  1799 
in  Versailles  gestorben  und  hatte  das  Manuscript  der  beiden  ersten  Bände 
der  zweiten  Auflage  seiner  Geschichte  der  Mathematik  druckfertig  hinter- 
lassen. Der  erste  Band  war,  als  Lagrange  diesen  Brief  schrieb,  schon 
erschienen,  der  zweite  war  unter  der  Presse.  Lagrange  verspricht  sich 
nicht  viel  von  demselben.  ,|Der  Gegenstand  überstieg,  glaube  ich,  das 
Maass  der  Kräfte  des  Verfassers;  ich  rede  von  der  Abtheilung,  welche 
die  Fortschritte  der  Mathematik  im  letztverflossenen  Jahrhundert  behan- 
delt; denn  was  den  schon  bekannten  Theil  betrifft,  so  lässt  dieser,  wie 
mir  scheint,  recht  wenig  zu  wünschen  Übrig.*^  Noch  mehr  Misstrauen 
setz)  Lagrange  in  Lalande*s  Fähigkeit,  bei  unvollendeten  Abschnitten 
ergänzend  einzutreten,  und  dieses  Misstrauens  hat  sich  Lalande  in  der 
That  recht  sehr  würdig  erwiesen.  Was  Montucla  in  einer  Geschichte 
der  Mathematik  im  XVIII.  Jahrhundert  hätte  leisten  können ,  wissen  wir 
nicht,  da  die  beiden  von  ihm  fertig  gestellten  Bände  nur  bis  zum  Schlüsse 
des  XVII.  Jahrhunderts  reichen,  im  dritten  Bande  aber  das  von  Mon- 
tucla Herrührende  kaum  mehr,  als  eine  erste  Aufzeichnung  genannt 
werden  kann. 

Der  zweite  Brief  ist  an  La  place  gerichtet.  War  es  beim  ersten 
Briefe  möglich,  aus  dem  Inhalt  den  Adressaten  zu  erkennen,  so  ist 
bei  dem  zweiten  die  mangelnde  Datirung  bis  zu  einem  gewissen  Grade 
zu  ergänzen.  Lagrange  dankt  nämlich  fürLaplace's  Abhandlung  über 
Approximationen  und  Fürst  Boncompagni  hat  offenbar  richtig  ver- 
muthet,  es  sei  das  „Memoire  sur  les  approximations  des  formules  qui  sonl 
fonclions  de  tres-grands  nombres''  gemeint,  welche  1785  in  Paris  in  der 
Histoire  de  VAcademie  elc,  annee  1782  gedruckt  erschien.  Die  '  '«'^^ang 
aus  dem  letzten  Jahre,  welche  Lagrange  dagegen  Li 
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Ott's  graphisches  Rechnen.  Bemerkungen  zu  der  Recension,  die  Herr 
Dr.  M.  Cantor  im  XXIV.  Jahrgange  dieser  Zeitschrift,  S.  146  bis 
147  der  histor.- literar.  Abthlg.,  veröfifentlicht  hat«^ 

Es  ist  eine  alte  Sitte,  dass  bei  der  Recension  eines  Buches  vor  allem 
Andern  der  Inhalt  und  Zweck  desselben  angegeben  und  neben  den  etwa 
vorhandenen  Mängeln  auch  die  guten  Seiten  desselben,  und  namentlich 
das,  was  es  Neues  bringt,  gewürdigt  werde. 

Dieser  Usus  scheint  aber  dem  Herrn  M.  Cantor  unbequem  sn  sein, 
denn  nachdem  er  gleich  von  vornherein  erklärt,  dass  ihm  die  drei  vor- 
hergehenden Auflagen  des  betreffenden  Werkchens  völlig  unbekannt  ge- 
blieben sind  (was  nicht  Schuld  des  Autors  ist),  wendet  er  sich  sofort  zu 
den  Mängeln  des  Werkchens,  die  seiner  Ansicht  nach  darin  bestehen, 
dass  der  Autor  über  die  mathematische  Ausbildung  der  Leser,  welche 
von  ihm  belehrt  werden  sollen,  im  Unklaren  war.  Er  bemängelt,  dass 
bei  den  Lesern  die  Kenntniss  der  Regeln  über  den  Gebrauch  der  Loga- 
rithmen, der  Begriff  der  geometrischen  Reihen  und  die  Kenntniss  der 
Gleichung  der  Ebene  nicht  als  bekannt  vorausgesetzt  wird,  während  an- 
dererseits von  der  Guldin'schen  Regel  und  jener  über  die  Zeichenfolgen 
und  Zeichenwechsel  Gebrauch  gemacht  und  sogar  die  logaritbmische  Spi- 
rale und  die  Sinuslinie  benützt  werden. 

Hätte  der  Herr  Recensent  die  Vorrede  zu  den  früheren  Auflagen 
gelesen,  so  würde  er  sich  überzeugt  haben,  dass  der  Autor  nur  jene 
Kenntnisse  voraussetzte,  die  an  Untergjmnasien  oder  Unterrealschulen 
gewonnen  werden  können,  und  dass  daher  das  Rechnen  mit  Logarithmen, 
das  Wesen  der  Progressionen  und  die  analytische  Geometrie  nicht  als 
bekannt  vorausgesetzt  werden  durften.  Der  Gebrauch  der  Guldin*scheu 
Regel  und  jener  über  die  Zahl  der  positiven  und  negativen  Wurzeln 
einer  Gleichung  diente  nur  als  Mittel  zum  Zweck,  weshalb  ihre  Ableitung 
nicht  am  Platze  gewesen  wäre,  während  die  Eigenschaften  der  logarith- 


*  Anmerkung  der  Redaction«  Wir  ersuchen  unsere  Leser,  dieser  Anti- 
kritik ihre  Aufmerksamkeit  zu  widmen.  Sie  werden  daraus  besser,  als  durch  weit- 
läufige Auseinandersetzungen  von  unserer  Seite  entnehmen,  wie  bnehstftbUdi  ge- 
rechtfertigt unsere  AussteUungen  waren. 
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In  dieses  Quadrat  ist  ein  getbeilter  Kreis  eingesetzt,  der  an  Nonien  vor- 
über drehbar  ist ,  wodurch  ein  mit  Ziehkante  versehener,  getbeilter  Durch- 
messer in  jede  beliebige,  nach  Gradmass  gegebene  Neigung  gegen  die 
Coordinatenaxen  (Schiene  und  lange  Rechtecksseite)  gebracht  und  eine 
längs  demselben  gezogene  Gerade  durch  jeden  vorher  bezeichneten  Punkt 
der  Zeichnung  geführt  werden  kann.  Man  hat  also  zunächst  einen  guten 
Winkeltransporteur,  der  frei  ist  von  der  Unbequemlichkeit  und  Unsicher* 
beit  des  Centrirens  des  Scheitelpunktes.  Es  lassen  sich  somit  die  werth- 
Tollen  Verfahren  der  Messtischaufnahmen,  einen  Punkt  zeichnend  als 
Durchschnitt  zweier  Geraden  oder  als  Endpunkt  eines  gemessenen  Strahls 
bekannter  Länge  darzustellen,  leicht  und  genauer,  als  auf  dem  Messtische 
selbst  anwenden.  Darin  beruht  der  Hauptnutzen  des  Tachjgraphen.  Für 
die  Ausfertigung  von  Detailplänen  ist  also  der  schwerfällige  Messtisch 
entbehrlich,  auch  das  mühsame  Anbinden  der  Punkte  durch  Nebencoordi- 
naten  an  Polygonseiten  oder  ähnliche  Hauptrichtungen  fällt  fort;  der 
Theodolit  oder  ein  ähnlicher  Winkelmesser  wird  für  die  Zwecke  der  gra- 
phischen Darstellung  bis  in  die  letzten  Einzelheiten  nützlich  und  zweck- 
mässig verwerthbar.  Es  ist  dem  Verfasser  zu  glauben,  dass  (neben  an- 
deren Vortheilen)  der  Zeitaufwand  bei  der  Theodolitmessung  und  ihrer 
tachygraphischen  Verwerthung  geringer  ist,  als  bei  der  Messtischaufnahme, 
wobei  noch  zu  beachten  bleibt,  dass  die  Arbeiten  auf  dem  Felde  bei  gleichem 
Zeitaufwand  kostspieliger  sind,  als  die  im  Zimmer.  Hingegen  wird  grösse- 
rer Rechts-  und  Zukunftswerth  nicht  durch  die  Anwendung  des  Tachy- 
graphen  erreicht,  sondern  dieser  ist  in  den  unmittelbaren  Zahlen  der 
Theodolitaufnahme  begründet.  Die  Einbürgerung  des  Tachjgraphen  kann 
man  sehr  willkommen  heissen.  Nur  kann  man  fragen,  ob  die  durch  die 
mehrfachen  Theilungen,  Nonien,  Klemmvorrichtungen,  Mikrometerwerke 
n.  8.  w.  bedingte  verwickelte  Einrichtung,  das  grosse  Gewicht  und  der 
hohe  Preis  des  neuen  Instruments  im  richtigen  Verhältniss  zu  den  erreich- 
baren Vortheilen  stehen.  Hauptnutzen  der  zeichnenden  Darstellungen 
ist  die  Ermöglichung  einer  guten  Uebersicht  der  gegenseitigen  Lage  der 
Feldpunkte.  Hierzu  ist  äusserste  Genauigkeit  nicht  nöthig  und  sie  ist 
bei  keiner  Karte  zu  erreichen.  Bestünde  sie  selbst  zu  gewisser  Zeit, 
so  machen  die  beständigen  Aenderungen  des  Papieres  sie  vergänglich. 
Demgemäss  kann  man  wohl  der  Meinung  sein,  eine  einfachere  Vorrich- 
tung mit  massigerem  Preise  (einfacher  Tachygraph  150  fl. ,  vervollstän- 
digter 450  fl.  ö.  W. !)  sei  noch  wünschenswerth. 

Der  Verfasser,  indem  er  die  einzelnen  möglichen  Verwendungen  des 
Instruments  aufzahlt,  will  freilich  auch  aus  der  mit  dessen  Hilfe  her- 
gestellten Zeichnung  andere  Maasse  ableiten ,  Flächen  berechnen  u.  s.  w. 
Das  ist  aber  doch  nur  gerechtfertigt,  wenn  man,  mit  Rücksicht  auf  Zeit- 
erspamiss,  mit  massiger  Annäherung  vorlieb  nimmt.  Was  gezeichnet 
werden   kann,   lässt  sich  immer  genauer  und  häufig  sogar  schneller  unr 


kann  dud  eine  einfachero  Vorrichtung  dienen ,  z.  B.  ein  getheilter  Win- 
kel längs  getheilter,  gewöhnlicher  Zeichen  seh  Jene  verschoben ,  prismstische 
Maassstäbe.  Gut  getrocknetes,  gegen  die  Eiuwirkaugen  der  Feuchtigkeit 
geEt^hütztes  Holz  hat  Vorzüge  vor  dem  Metall  des  Tachygraphen ,  un 
beuten  dürften  gläserne  Lineale  sein.  Deren  Tbeünng  kann  fast  nn- 
begrenzt  fein  gemacht  werden,  mit  einem  sehr  geringen  Aufwand  voa 
Sorgfalt  and  Geschicklichkeit  die  Parallaxe  vermieden  werden. 

Es  iet  theoretisch  verwerflich,  da,  wo  es  nicht  unumgänglich  sein 
sollte,  erst  mit  scharfem  Hinsehen  (es  soll  eine  Lnpe  benutzt  werden) 
mit  sehr  geschickter  und  ruhiger  Hand  eine  Spitze,  deren  Dicke  niemals 
verschwindend  klein  ist,  auf  einen  Punkt  zu  bringen  und  dann  die  Stel- 
lung der  Spitze  gegen  eine  Theilung  abzulesen,  statt  unmittelbar  die 
Lage  des  Punktes  gegen  die  Theilung  mit  dem  Auge  zu  erforschen.  Man 
erlangt  bald  die  Fertigkeit,  die  Parallaxe  (die  heim  Einstellen  der  Spitze 
auch  vorkommen  kann)  zu  vermeiden  und  mit  blossem  Auge  Zehntel- 
millimeter zu  schützen. 

Der  geodätische  Tachygraph  kann  auch  in  anderer  Art  zur  Fläcbeo- 
ermittelting  verwendet  werden.  Durch  Parallelschieben  der  Alhidade  wird 
nach  bekanntem  Verfahren  das  Vieleck  allmälig  in  ein  Dreieck  von  ge- 
wählter Höbe  verwandelt;  ans  dem  Unterschiede  zweier  Ablesungen  wird 
die   Grundlinie   des    fläch  engl  eichen    Dreiecks   gefanden.     Das  Vcrralircu 
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wird  wohl  den  so  bequemen  Gebrauch  der  Polarplanimeter  (und  anderer) 
nicht  verdrängen,  es  ist  entschieden  umständlicher  und  entbehrt  des  bei 
häufig  wiederkehrenden  Geschäften  nicht  gleichgiltigen  Vortheils,  ohne 
weitere  Ueberlegung,  formlich  mechanisch  vollführt  werden  zu  können, 
nöthigt  endlich  zu  einer  (allerdings  sehr  einfachen)  Rechnung,  welche 
beim  Polarplanimeter  erspart  ist.  Zugegeben ,  dass  mit  dem  Tachygraphen 
als  Planimeter  eine  etwas  grössere  Genauigkeit  erzielt  wird.  Ist  aber 
ausnahmsweise  verlangt,  einen  Flächeninhalt  mit  sehr  grosser  Genauigkeit 
an  kennen,  so  ist  die  unmittelbare  Berechnung  aus  den  Ergebnissen  der 
Theodolit-  und  Längenmessungen  doch  unvermeidlich.  Gewöhnlich  sind 
die  Terme  für  die  Berechnung  der  Coordinaten  der  Eckpunkte  ohnehin 
schon  ausgewerthet  und  wenn  nicht,  muss  man  sich  eben  zur  Vornahme 
dieses  Geschäfts  entschliessen.  Selbst  die  Anwendung  der  L* hui Ui er- 
sehen Formel  dürfte  in  einfacheren  Fällen  nützlich  sein.  Allerdings 
haben  leider  viele  praktische  Geometer  eine  ganz  ungerechtfertigte  Scheu 
vor  jeder  Rechnung  und  ziehen  die  mühsameren  und  unsichereren  gra- 
phischen und  mechanischen  Methoden  vor. 

Herr  Schlesinger  bespricht  eingehend  das  (ziemlich  umständliche) 
Geschäft  der  Prüfung  des  Tachygraphen.  Bei  Aufzählung  der  einzelnen 
möglichen  Anwendungen  des  Instruments  sind  interessant  die  zur  Lösung 
der  Potheno tischen  Aufgabe  und  zur  Ermittelung  der  bei  dem  Ge- 
brauche optischer  Distanzmesser  häufig  vorkommenden  Producte  L.Cos^a 
und  L.  Cos  a.  Sin  et. 

Der  Tachygraph  ist  vervollständigt  durch  Anbringung  eines  Läu- 
fers, d.  i.  eines  kleinen,  getheilten,  mit  Stechspitze  versehenen  Lineals, 
das  sich  längs  der  Ziehkante  der  Alhidade  verschieben  lässt,  stets  recht- 
'  winklig  zu  dieser  verbleibend.  Dadurch  ist  die  Auftragung  von  Punkten 
möglich,  die  durch  Nebencoordinateu  an  beliebige  Linien  angebunden 
sind  und  folglich  so  recht  die  ins  Einzelste  gehende  Verzeichnung  der 
mit  dem  Theodolit  gewonnenen  Messergebnisse. 

B,  Der  Tachygraph-Planimeter,  der  durch  mehr  oder  weniger 
Beigaben  zu  einem  Tachygraphen  billigerer  Art  umgestaltet  wird  (90  fl. 
ö.  W.) ,  soll  durch  die  längere  Ziehkante  des  messbar  beweglichen  Winkel- 
schenkels Vielecke  mit  längeren  Seiten  ausmessen  lassen,  ohne  dass  eine 
Zerlegung  der  Figur  nöthig  wird.  Der  Grundgedanke  ist  wieder,  das 
Vieleck  durch  Parallel  abschieben  in  ein  flächen  gleiches  Dreieck  bekannter 
Höhe  und  messbarer  Grundlinie  zu  verwandeln.  Wesentlich  ein  Winkel- 
transporteur mit  langer,  getbeilter  Alhidade,  dessen  Drehmittelpunkt  auf 
einem  Stücke  liegt,  welches  messbar  längs  einem  getheilten  Lineal  ver- 
schoben werden  kann.  Mit  diesem  Instrument  soll  der  Flächeninhalt 
„fast  schneller",  als  mit  Fahrstiftplanimetern  gemessen  werden  können; 
jedenfalls  wird  bei  seiner  Anwendung  die  Zeichnung  besser  geschont.  Er 
kann  mit  zwei  Spitzen  auf  der  Zeichnung  festgestellt  werden^  doch  wud 
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Spielt  eine  doppelscalige  und  nach  dieser  zweiten  Art  berichtigte  Libelle, 
Yor  nnd  nach  dem  Umsetzen  anf  dem  Unterlagscjlinder,  ein,  so  folgt 
daraus  noch  nicht  die  wagrechte  Stellung  der  Unterlagsaxe ,  sondern 
diese  ist  gegen  den  Horizont  um  die  Hälfte  des  spitzen  Winkels  geneigti 
den  die  Tangenten  in  den  Nullpunkten  der  beiden  Theilungen  mitein- 
ander bilden.  Eine  nur  mit  einer  Theilung  versehene  Reyersionslibelle, 
die  nach  der  ersten  Art  berichtigt  ist,  leistet  dieselben  Dienste,  wie  eine 
doppelscalige  oder  wie  eine,  die  um  eine  Spitzenaxe  in  ihrer  Fassung 
drehbar  ist. 

Man  bezeichne  auch  ein  Ende  des  Unterlagscylinders  und  einen 
Trftger  desselben.  Liegt  das  bezeichnete  Cylinderende  im  bezeichneten 
Träger,  so  seien  die  Unterschiede  der  den  Blasenenden*  entsprechenden 
Ablesungen  cf|  und  dt^^  je  nachdem  das  bezeichnete  oder  das  nicht  be- 
zeichnete Libellenende  über  den  bezeichneten  Stellen  liegt,  und  die  den- 
selben Libellenlagen  entsprechenden  Ablesungsunterschiede  seien  d^  und 
if),  wenn  der  Cylinder  in  seinen  Trägem  umgelegt  worden.  Es  ergiebt  sich 

und 

(^1  -^  O  +  (^s — ^i)  =  consUml  {K). 
Die  Neigung  der  Cylinderaxe  in  ihrer  ersten  Lage  gegen  den  Horizont 
wird  (mit  Hilfe  der  Theorie  der  kleinsten  Quadrate)  gefunden  zu 

worin  K'  den  statt  K  wirklich  beobachteten  Werth  der  Summe  der  Diffe- 
renzen der  zwei  Paare  von  Ablesungsunterschieden  bezeichnet  und  C  eine 
Constante,  die  genau  gleich  ^^  ist,  wenn  die  Lagerwinkel  (der  Libel- 
lenträger und  der  Cylinderträger)  gleich  sind,  die  aber  nur  unwesentlich 
ändert,  wenn  jene  Lagerwinkel  geringe  Aenderungen  erfahren. 

Giebt  die  nach  der  ersten  Art  berichtigte  Libelle  keinen  Ausschlag, 
so  ist  die  Axe  des  Unterlagscylinders  nur  dann  wagrecht,  wenn  die 
Halbmesser  der  Unterlagskreise  genau  gleich  sind,  und  hat  andernfalls 
eine  constante  Neigung  gleich 

iC[(d,-d',)  +  (d,-d',)]. 

Endlich  kommt  der  Verfasser  zu  dem  Ergebnisse,  dass  Reversions- 
libellen mit  Spitzenaxe  minder  verlässlich  seien ,  als  jene  mit  zwei  Thei- 
lungen, und  dass  bei  Nivellirinstrnmenten  mit  umlegbarem  Femrohr  die 
feste  Verbindung  einer  einfachen  Libelle  mit  dem  Fernrohr  einer  frei 
umsetzbaren  Libelle  vorzuziehen  sei. 

D.  Studien  über  die  Eigenschaften  des  umlegbaren  Nivel- 
lirfernrohres  und  seiner  Verbindung  mit  der  Nivellirlibelle 
—  eine  weitläufige  Erörterung  bekannter  Lehren,  die  gleichwohl  für  viele 
Leser,  die  ihr  zu  wünschen  sind,  recht  nützlich  sein  mag.  Bohn 
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angewachsen  ist.  In  Anbetracht  des  doppelten  Umstandes,  dass  die 
Schreibart  der  Berichterstatter  alles  Andere  eher  als  leicht  verständlich 
genannt  werden  kann,  dass  aber  die  beigefügten  Beispiele  für  die  Ge- 
schichte der  damals  gerade  von  Stevin  ins  Leben  gerufenen  Decimal- 
bmchrechnnng  von  grösster  Bedeutung  sind,  dürfen  wir  wohl  eines  dieser 
Exempel  hier  etwas  eingehend  besprechen. 

Ein  Haus  von  4500  fl.  Werth  soll  durch  Ratenzahlungen  von  je 
100  fl.  erworben  werden;  wie  wird  der  Vertrag  festzusetzen  sein?  Man 
zerlegt,  da  die  Tafel  nicht  weiter  reicht,  4500  in  seine  beiden  Summan- 
den 3000  und  1500;  dann  sucht  man  zum  Argument  30  in  der  Tafel 
die  zugehörige  Zahl,  als  welche  13404315995  sich  findet  Da  es  sich 
aber  nicht  um  30,  sondern  um  3000  handelt,  so  hat  man  noch  zwei  Nullen 
anzuhängen.  Lässt  man  jetzt  die  letzten  neun  Ziffern  weg,  so  verbleibt 
vor  dem  Striche  1340,  nach  demselben  431599500;  dies  mit  20  multi- 
plicirt,  giebt  jetzt  8631990000;  werden  wieder  neun  Stellen  abgetheilt, 
so  bleibt  resp.  8  und  631990000;  dies  mit  16  multiplicirt,  giebt  10111840000; 
die  gleiche  Operation,  wie  bisher,  ergiebt  10  und  111840000.  Letztere 
Decimalstellen  sind  als  zu  unerheblich  fortzulassen.  Man  weiss  also  jetzt, 
dass  die  Amortisation  von  3000  fl.  durch  Theilzahlungen  von  je  100  fl. 
pro  Jahr  gleichbedeutend  ist  mit  einer  augenblicklichen  Zahlung  von 
1340,810  fl.  Nunmehr  kommt  ebenso  der  zweite  Summand  1500  zur 
Behandlung.  Da  dem  Argument  15  der  Tafelwerth  9555549358  ent- 
spricht, als  Termin  aber  nicht  mehr  30,  sondern  blos  noch  15  Jahre  gel- 
ten, so  ergiebt  eine  der  vorigen  analoge  Rechnung  die  Zahl  955,111. 
Hier  aber  tritt  die  zweite  der  obenerwähnten  Tafeln  in  Kraft:  „Fa/t 
enckele  custinghen  of  termijnen,  te  heialen  naer  een,  ivvee^  drie^  of  meerder 
jaren.'^  In  dieser  finden  wir  zu  30  die  Zahl  162230250  angegeben,  und 
die  Multiplication  des  obigen  955,111  mit  0,162230250  ergiebt  das  Pro- 
duct  155,06.  Damit  ist  der  Calcul  abgeschlossen,  und  in  den  Kauf brief 
konnte  gesetzt  werden:  Der  Käufer  des  Hauses  muss  entweder  45  Jahre 
lang  je  100  fl.  oder  aber  sofort  auf  dem  Brett  (1340,810  +  155,06 
=  1495,870)  Gulden  entrichten.  Im  Original  ist  diese  Zahl  nach  der  noch 
heute  giltigen  Regel  zu  1495,9  abgerundet  angegeben. 

Da  auch  die  übrigen  Rechnungen  des  Rapportes  sich  nicht  wesent- 
lich von  der  soeben  durchgeführten  unterscheiden ,  so  halten  wir  uns  für 
berechtigt,  gleich  zum  zweiten  Theile  der  Festschrift  fortzuschreiten. 
Die  ,^Waerdye  van  Lyf- Renten  Naer  proporlie  van  Los  -  Renten^''  überschrie- 
bene  und  im  Haag  gedruckte  Abhandlung  stammt  aus  der  Feder  des  als 
Mathematiker  und  Politiker  gleich  verehrungswürdigen  Pension{lrs  Jan 
deWit.  Für  die  Rentenrechnung  im  Allgemeinen  hatte  allerdings  auch 
bereits  Stevin  die  massgebenden  Grundsätze  aufgestellt,  allein  für  die 
Emission  staatlich  garantirter  Leibrenten ,  bei  welcher  der  Fiscus  und  die 
Würde  des  Staates  gleichmässig  interessirt  sein  mussten,   fehlte  es  noch 

Hiit-Ut  Abthlg,  d.  Z*iUohT.  t  M«tb.  n.  Phyi.  XXIV,  5.  ^^ 
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daas  in  der  That  der  Name  des  Holländers  zugleich  mit  Grannt  und 
vor  Halley  genannt  zu  werden  verdient  (vergl.  Cantor,  S.  32flgg.  und 
8.  46). 

Ansbach.  Dr.  S.  Gümtheb. 


Jnvarianti  covarianii  e  coniravarianti  delle  funzioni  omogenee. 
Noia  del  P,  Giacomo  Foglini.  Roma,  Tipografia  delle  scienze 
matemaiiche  e  fisiche.     1879.     70  S. 

Die  -vorliegende  Abhandlung  ist  ursprünglich  in  den  Denkschriften 

der  päpstlichen  „j4ccademia  dei  lincei*^  veröffentlicht  und  hierauf  durch  die 

berühmte  Verlagsanstalt  des  Fürsten   Boncompagni  als  selbststftndige 

Schrift  ausgegeben  worden.     Deutschen  Gepflogenheiten  zufolge  erwartet 

man    von  einer  akademischen  Publication,    dass  ihr  Inhalt  nicht  sowohl 

der  Verbreitung,  als  vielmehr  der  Förderung  der  Wissenschaft  zu  dienen 

bestimmt  sei.     Dem  entgegengesetzt  verfolgt  die  Monographie  des  Herrn 

Foglini,  der  in  ähnlicher  Weise  bereits  früher  die  llieorie  der  trilinearen 

Coordinatensysteme  behandelt  hat,   eine   wesentlich   populäre  Richtung; 

ihr   Zweck   ist,    die   Grundzüge   jener  Lehren,    welche  man  unter  dem 

Gesammtnamen   der  modernen  Algebra  zusammenzufassen  sich  gewöhnt 

bat,   in  einfacherer  und  elementarerer  Weise  darzulegen,   als  dies  sonst 

gemeiniglich  geschieht,  und  dieser  seiner  Tendenz  scheint  uns  nun  auch 

der  Herr  Verfasser  vollständig  gerecht  geworden  zu  sein. 

Der  Verfasser    beginnt   mit    der  Definition   homogener  Functionen, 
deren  einzelne  Glieder  er  sich  bereits  mit  den  bezüglichen  Binomialcoeffi- 
cienten  als  Factorcn  versehen  denkt;  ist  q>{A^B^Cy  ...)  diese  Function, 
w^elche  durch  lineare  Transformationen  in  die  Form  g)(i/, -C,  C',  ...)  tiber- 
geführt wird ,  ist  ferner  d  der  Modul  der  Substitution  und  n  eine  belie- 
bige ganze  Zahl,  so  ist  der  invariante  Charakter  einer  Function  bekannt- 
lich durch  die  Relation  q> {^A\  ff^C\  . . .)  =  <J"^(i^,  P,  C, . . .)  bedingt.    Der 
Begriff  einer  unimodularcn  Substitution  und  einer  absoluten  Invariante 
schliesst    sich    ungezwungen   an.     Die    Discriminanten   werden   als   erste 
Beispiele   der  Invarianz   beigezogen.     Die   weitere  Untersuchung  knüpft 
zunächst  ausschliesslich  an  die  binären  Functionen  beliebiger  Grade  an, 
und  diese  Beschränkung  ist  gewiss  um  so  mehr  berechtigt,  als  die  Stel- 
lung dieser   Functionen   innerhab   der  Formentheorie   nach    den  —  hier 
übrigens   nicht  erwähnten  —  Forschungen  von  Clebsch-Gordan  eine 
ebenso    bedeutende,    als    vorläufig    noch   exceptionelle  ist.     Für  diesen 
Specialfall   werden   mehrere   fundamentale  Lehrsätze  aufgestellt  und  mit 
einfachen  Beweisen  versehen.     Mittelst  derselben  ist  dann  die  Invarian- 
tenbildung selbst  ermöglicht     Bei  der  Bildung  der  simultanen  Invariante 
(i^,  ^0  +  ^0  ^2  ■"  ^  ^1  ^i)  zweier  binärer  Formen  zweiten  Grades  wird  der 
geometrischen  Bedeutung   dieses  Ausdruckes  gedacht;   verschwindet  dle- 
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selbe  dem  Auge  des  Meisters  Hamilton  unterbreitet  hatten«  Dass  der- 
gleichen nicht  fUrder  geschehe,  sollen  eben  elementare  Anleitungen  be- 
wirken, wie  wir  deren  eine  —  und  zwar  die  erste  in  Deutschland  — 
soeben  kenneu  lernten. 

S.  5  Z.  6  y.  u.   statt  Scheffer  lies  Scheffler,   S.  27  Z.  14  v.  u.  statt 
e  lies  g, 

Ansbach.  Dr.  S.  Güntuek. 


Die  wichtigsten  Sätze  der  neueren  Statik.  Ein  Versuch  elementarer 
Darstellung  von  Dr.  J.  B.  Gobbbl.  Zürich,  1877.  Verlag  von 
Meyer  &  Zeller. 

Das  kurze,  nur  51  Seiten  gr.  8^  nebst  einer  lithographischen  Figu- 
rentafel umfassende,  übrigens  gut  ausgestattete  Werkchen  ist  dem  Lehrer 
und  Freunde  des  Verfassers,  Herrn  Hermann  Fritz,  Professor  der 
Maschinenkunde  am  eidgenössischen  Polytechnikum  in  Zürich,  gewidmet. 
In  einfacher,  elementarer  Weise  werden  namentlich  mit  Hilfe  der  Theorie 
der  Schrauben  von  Ball  {The  Theory  of  scrervs,  Dublin  1876)  eine  grössere 
Anzahl  Sätze  der  neueren  Statik,  wie  sie  von  Möbius,  Poinsot, 
Chasles  u.  s.  w.  gefunden  worden  sind,  hergeleitet. 

Freiberg  i.  S.,  den  17.  Februar  1879.  Th.  Köttebitzscb. 


Schul -Physik,  bearbeitet  von  Albert  Trappe.     8.  Aufl.     Breslau,  Fer- 
dinand Hirt.     1878. 

Ein  gut  geordnetes,  klar  und  deutlich  abgefasstes  Werkchen  von 
302  Seiten  gr.  8^  mit  ausführlichem  Inhaltsverzeichniss.  Unter  der  grossen 
Anzahl  von  Schulphysikeu  ist  dieses  Werkchen  jedenfalls  eines  der  besten, 
namentlich  verdient  die  zweckmässige  Auswahl  und  Anordnung  des  be- 
handelten Stoffes  und  die  klare  und  deutliche  Darstellung  alles  Lob. 
Besonders  erwähnt  mag  hier  noch  werden,  dass  von  den  neueren  Appa- 
raten die  Gramm^sche  magnet  -  elektrische  Maschine,  der  Typendruck- 
telegraph von  Uugbes  und  das  Bell' sehe  Telephon  gebührend  berück- 
sichtigt worden  sind.  253  in  den  Text  eingedruckte  Abbildungen  erleich- 
tern das  Verstäodniss. 

Freiberg  i.  S.,  den  2.  März  1879.  Te.  Kötteritzsch. 


Opusculum  de  muUiplicatione  ei  divisione  sexagesimalibus  Dio- 
phanio  vcl  Pappo  attribuendum  primum  edidil  ei  noiis  iliusiravii 
C,  Hejiry  Parmensis,     Halis  Saxonum  1879. 

Uebor  einige  Abschnitte  dieses  neu  edirten  Textes  sendet  uns  Herr 
Hultsch  folgende  Bemerkungen  ein. 


die  Einheit  oder  den  Fnss  zn  theileu.     Denn  nach  der  Ansicht  der  Alten 
genügt  das  fQr  die  AnsrechDung  der  Handtafeln')." 


tglta.  Du  ist  gans  unverständlich  und  auch  inaofcni  fabch,  als  von  dritten  Sech- 
xigiiteln  hier  noch  gar  nicht  die  Bede  ist. 

1)  Hierzu  folgt  wieder  eine  Bemerkung,  die  als  ciklärendes  Scholiou  uizo- 
Behen  und  etwu  folgeadermagäec  zu  losen  ist;  ovirns  iiaieovvtes  (statt  ticu- 
doüvrai)  ngv  liOifav  jjzoi  iioväSir  )]ioi  aöSa  fit  ä  a  ß,  äait  t6  y'  Itxtiti  ixf- 
yivca&ai  (statt  ivylvta&m)  tinoadxis  xal  anal  fivpioarö«  i^axtanlio- 
aiö»  (statt  ilsoazo  (idfiov  fiv^tdiiov  flaxiiljüio»)  c^e  fHivaSog. 

3}  xai  fftav  Ut  itoklm  (statt  nolla)  ilÜTTova  (lögia.  Hierauf  folgt  in  der 
Handscbritt  noch  das  Scholion  Xanpavöiitva  vijt  foväSot  dt  itvfiaias  ^eß,  wel- 
ches i.u  lesen  ist  la/iPavoitiviis  (oder  ÖialaiißaroitivTit)  x^t  poväios  tlg  iivfiäiBt 
,€iaqi',  d.  i.  1296,  womit  also  nachträglich  die  Theilung  in  vierte  Sechzigatel 
erklärt  wird. 

3)  Zu  lesen  Trä  fii»  ovv  Utoliiiabp  statt  Tä  ftiv  ovv  Tliole/utiov. 

i)  Heraustellen  i;  Sutiftats  statt  (ij)  Sitti^iaeit. 

5)  Griechisch  «oiov^iVu  iiig  (dies  füge  ich  hinsu)  nugadäatts- 

e)  Zu  lesen  Fmt  Öevriftov  Icntäv  (statt  (tß  Xeizä),  rovrtoiE»  Eaic  ,7j'  (statt 
toi'  ifliii'  IflJB  Tflta). 

7)  Uriechisch  neis  lä;  tov  x^ozt/^oti  xocävos  '\p7i<potpotiae.  womit  stilhtefawei- 
gend  auf  diejenigen  im  Almagest  befindUcben  astronomischen  Tafeln  verwiesen 
wird,  welche  e«  bei  det  Theilung  bis  xut  Secunde  bewenden  lassen,  wie  das  £*• 
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Im  weiteren  Texte  ist  die  Zahl  der  Fehler  vergleichsweise  etwas 
geringer,  aber  immer  noch  gross  genug,  um  ein  Lesen  mit  Verstände iss 
ausserordentlich  zu  erschweren.  In  Kürze  seien  noch  folgende  Verbesse- 
rungen zu  einem  späteren  Abschnitte  erwähnt:  pag.  6  vorletzte  Zeile 
oQtGafiivovg  statt  6(fiC(Xfiivovj  pag  7,  4  und  6  öiaiQ'^tai  und  noiri  statt 
öiaiQslTai  und  no^Bij  ebenda  Z.  10  ivavtimg  statt  ivavxtovg^  Z.  I2.und  13 
lodyiig  statt  elödx'Cgj  Z.  18  vielleicht  nagaßakknai  statt  naQußalXsi  (doch 
kann  auch  der  Fehler  wo  anders  stecken,  da  die  ganze  Periode  Z.  17 — 20 
unklar  und  verwirrt  ist) ,  Z.  23  ij  xo  (statt  ^r^)  ivgilv  und  gleich  darauf 
avvTi&ng  statt  avve^slg  (denn  dass  avvti^&ivai  soviel  bedeutet  als  multi- 
pliciren,  ist  kurz  vorher  Z.  25  ausdrücklich  gesagt  worden),  endlich  Z.  31 
iinoDiiBV  statt  hnofiBv, 

Hoffentlich  gelangt  der  ganze  Tractat  über  die  sexagesimale  Multi- 
plication  und  Division  (denn  das  von  Herrn  Henry  Veröffentlichte  ist  nur 
ein  Bruchstück  des  Ganzen)  recht  bald  zu  einem  lesbaren  Abdruck. 

F.  HULTSCU. 


Synthetische  Geometrie  der  Kugeln  und  linearen  Kugelsysteme.  Mit  einer 
Einleitung  in  die  analytische  Geometrie  der  Kugelsysteme  von 
Dr.  Th.  Kete,  o.  Professor  an  der  Universität  Strassburg.  Leipzig, 
Teubner.     1879. 

Die  synthetische  Geometrie  der  Kreise  und  Kugeln  verdankt  ihren 
Aufschwung  seit  Anfang  dieses  Jahrhunderts,  wie  in  dem  Vorwort  gesagt 
wird,  zunächst  den  französischen  Geometern  Dupuis,  Hachette,  Du- 
pin,  Gaultier,  Poncelet.  Nachdem  Letzterer  (1822)  die  Lehre  von 
den  Kreisbüscheln  und  Aehnlichkeitspunktcn  mehrerer  Kreise  vervoU« 
ständigt  und  mit  der  Polarentheorie  in  Verbindung  gebracht  hatte,  er- 
schienen 1826  im  I.  Bande  des  Grelle' sehen  Journals  die  geometrischen 
Betrachtungen  von  Jacob  Steiner,  in  welchen  zum  ersten  Male  der 
Ausdruck  ,, Potenz**  bei  Kreisen  angewendet  wird.  Er  giebt  die  Absicht 
kund,  ein  Werk  über  das  Schneiden  der  Kreise  in  der  Ebene,  das 
Schneiden  der  Kugeln  im  Räume  und  das  Schneiden  auf  der  Kugelober- 
fläche herauszugeben.  Diesen  von  Steiner  nicht  ausgeführten  Plan 
finden  wir  in  der  vorliegenden  „Synthetischen  Geometrie  der  Kugeln" 
wieder  aufgenommen  und  bis  zur  Lösung  des  von  Steiner  erweiterten 
Apollonischen  Problems:  „Eine  Kugel  zu  construiren,  welche  vier  ge- 
gebene Kugeln  unter  bestimmten  Winkeln  schneidet",  durchgeführt.  Das 
Hauptmittel  zur  Herleitung  der  zur  Construction  nothwendigen  Sätze  ist 
ein  von  Plücker   (1834)   und  William  Thomson   (1845)   entdecktes 


voStov  xavoviov  im  6.  Buche  und,  was  die  Bruchthcile  anbelangt,  das  viavoviov  tmv 
ix  xvyiXo}  iv^Hoav  im  1.  Buche.  Die  Sonnen-,  Mond-  und  Planetentafeln  (Buch  3. 4. 9) 
aiud  bekanntlich  bis  zu  sechsten  Sechzigsteln  ausgerechnet. 
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harmonischen  Engeln  und  Kreisen  über.  Die  Eigenschaften  der  Aehnlich- 
keitspunkte  führen  darauf  zur  Lösung  der  Aufgabe:  „Diejenigen  Kugeln 
zu  construiren,  welche  vier  gegebene  Kugeln  berühren  oder  fünf  gegebene 
Kugeln  unter  gleichen  Winkeln  schneiden**,  und  lassen  erkennen,  dass 
jede  dieser  Aufgaben  16  Lösungen  hat.  In  analoger  Weise  ergeben  sich 
die  Auflösungen  der  entsprechenden  Aufgaben  in  der  Ebene  oder  auf 
der  Kugelfiäche,  die  sich  durch  das  Princip  der  reciproken  Radien  auf 
einander  zurückführen  lassen.  Mit  der  Entwickelung  der  Eigenschaften 
der  Dup in' sehen  Cyclide  beschäftigt  sich  §  15,  der  im  weiteren  Fort- 
gange zu  einer  andern  Construction  des  Berührungsproblems  führt.  Wie- 
derholte Benutzung  des  Princips  der  reciproken  Radien,  mittelst  dessen 
ein  Kugelbüschel  entweder  in  ein  Ebenenbüschel  oder  in  ein  Büschel 
concentrischer  Kugeln  transformirt  werden  kann ,  ergiebt  die  Lösung  der 
allgemeinen  Aufgabe:  „Eine  Kugel  zu  construiren,  welche  vier  gegebene 
Kugeln  unter  bestimmten  Winkeln  schneidet/' 

Den  Schluss  des  Werkes  bildet  eine  Einleitung  in  die  analytische 
Geometrie  der  Kugelsysteme,  zu  deren  projectivischer  Beziehung  durch 
Einführung  von  Kugel coordinaten   ein   leichter  Zugang  gewonnen  wird. 

Mit  Reye's  Kugelgeometrie  ist  einem  wirklichen  Bedürfniss  abgehol- 
fen. Das  bisher  in  deutschen,  französischen  und  englischen  Zeitschriften 
und  Werken  zerstreute  und  den  Meisten  unzugängliche  Material  ist  ge- 
sammelt und  gesichtet,  durch  ein  gemeinsames  Band  verknüpft  und  zur 
Lösung  der  wichtigsten  Kreis-  und  Kugelprobleme,  welche  seit  den  Zeiten 
des  Apollonius  die  Geometer  beschäftigt  haben,  verwendet  worden. 
Die  Darstellung  ist  leicht;  in  den  letzten,  schwierigeren  Paragraphen  von 
weniger  bekanntem  Inhalt  wird  sie  knapper,  als  in  den  ersten,  und  ver- 
langt diesen  gegenüber,  ehe  man  zum  vollen  Verständniss  und  zu  klaren 
Vorstellungen  der  Gebilde  gelangt,  ungleich  grössere  Arbeit.  Im  All- 
gemeinen aber  sind  die  Ableitungen  so  einfach,  dass  sie  nicht  nur  bald 
Gemeingut  der  Mathematiker  sein,  sondern  auch  Eingang  in  unsere 
Schulen  finden  werden.  Besondere  Erwähnung  verdient  der  umstand, 
dass  die  gegebene  Darstellung  mit  Leichtigkeit  auf  elementarem  Wege 
zum  Begriffe  der  imaginären  Punkte,  des  imaginären  Kreises  und  der 
imaginären  Kugel  führt. 

Die  ,, Kugelgeometrie"  wird  fortan  für  jeden  Geometer  ein  unentbehr- 
liches Handbuch  sein  und  nach  dem  Wunsche  des  Verfassers  der  Geo- 
metrie  der   Kugeln    und   Kreise  Freunde  und  Förderer  in   reicher  Zahl 
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467,  508,  541;  XXXVII,  69.    [Vergl.  Bd.  XXIH,  Nr.  465.] 

344.  Formules  fondamentales  de  g^omätrie  tricirculaire  et  tdtrasphärique.   Ed.  Lu- 

cas.   Annali  mat.  Ser.  2,  VIII,  187. 

345.  Observations  algäbriques  sur  les  courbcs  planes.    Hermite.    Grelle  LXXXIV, 

298. 
316.  Note  on  the  theory  of  corres^ondence.    Caylev.   Quart.  Journ.  math.  XV,  32. 

347.  Sopra  una  classe  di  trasformazioni  univoche  involutorie.   Bertini.  Annali  mat. 

Ser.  2,  VIII,  11,  146. 

348.  Ricerche  sulle  trasformazioni  univoche  involutorie  nel  piano.    Bertini.    An- 

nali mat.  Ser.  2,  VUl,  244. 

349.  Thdoreme  genäral  sur  les  courbes  unicursales.  AppeU.  Grün.  Archiv  LX,  126. 

350.  Demonstration  d'un  thdoreme  fondamental  de  la  thäorie  des  figures  homo- 

graphiques  dans  Tespace.    Dewulf.    N.  ann.  math.  XXXViT,  265. 

351.  Sur  queuiues  thdoremes  tondamentaux  dans  la  th^orie  des  courbes  et  des  sur- 

faces  algdbriques,  et  sur  une  loi  gdndrale  d'oü  Ton  peut  les  faire  diiriver. 
De  Jonquiöres.    Annali  mat.  Ser.  2,  VIII,  312. 

352.  On  the  correlation  of  two  planes.  Hirst.  Annali  mat.  Ser.  2,  VHI,  287.    [Vergl. 

Bd.  XXII,  Nr  85  ] 


421.  Couiqnes  doabletueDt  taagent«s  k  uae  ellipae  et  ä.  une  hypeibole  homofocales. 

Uentj.    N.  anu.  matb.  XXXVli,  186. 
432.  Ein  neuer  Satz  voa  den  Eegelscboittea.    Sykora.    Urun.  Archiv  LXI,  444. 

423.  Neue  EigeiiBchaft  der  Kegelschnitte.    Zahradaik.    Gruu.  ArchiT  LXII,  111. 

424.  Conatruction  einCB  Kegelschnittes,     Mamke.     Grün.  Archiv  LXII,  335. 
43fi.  PropositiODS  sur  les  coniqueB.     DoBtor.     Gran.  Archiv  LXI,  171. 

426.  Urt  der  Punkte  coDstanter  Berühr ungssehnen  in  Bezug  auf  einen  Kegelschnitt 

Zahradnik.     Grün.  Archiv  LXJ,  220. 

427.  Lieu  du  pöte  d'une  ligne  droit«  donn^e  par  rapport  aux  coniquet  qui  coupent 

cette  droit«  ä  angle  droit  et  dout  les  axes  ennt  paralleles  ä  dei'T  lignea 
perpendiculaires  entre  elles,     N.  aun.  math.  XXXVII,  408. 

428.  Conique  lieu  de  rencontre  dee  deui  droit«B.    Moret-Blanc.    N.  ann.  math. 

XXXVl,  224. 

429.  Conique  engendr^  au  moven  d'nne  circouförence  et  d'un  poiDt  fixe.     Ber- 

thomieu.    N.  ann.  math.  XXSVll,  46. 

430.  Points  d'internectionB  des  diamHreB  da  2  coniques.     L.  Thuillicr.     N.  ann. 

matt,  XSXVI,  178. 
Vergl.  Cubatur  281.  Determinant«n  in  geometriBcber  Annendung  293.  EllipBe, 
Hyperbel.    Kreis.    Parabel.    Sphärik  584. 
Kett«itbrtcha. 

431.  Deber  aufsteigende  Eettenbrüche.     üzuber.     Grün   Archiv  LX,  285. 

432.  Die  getchloBsene  Form  der  periodischen  Kettenbrache.     K.  E.  Hoffmann. 

Gmn.  Archiv  LXII,  31Ü. 

433.  Sui  le«  fractions  continueB  päriodiqueB.    Appell.    Grün.  Archiv  LXII,  1**3. 

EreU. 

434.  Ueber  die  Steiner'sche  Verallgemeinerung  des  Malfatti'achen  Problems.   Godt. 

CreUe  LXXXIV,  269. 
436.  Badioa  des  Kreiaea,   der  drei  gegebene  Kreise  berührt.     Matthee.     Gruo. 
Archiv  LX,  446. 
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436.  Tronyer  an  point  dans  le  plan  d*an  cercle  par  le  moyen  d^one  relation  entre 

les  aires  de  deux  surfaces  de  rävolution.    N.  ann.  math.  XXXVII,  216. 

437.  Poiseance  d^un  point  donnä  par  rapportäun  cercle.   Delmas.   N.  ann.  math. 

XXXVII,  430   —  Goldenberg  ibid.  516. 

438.  PuiBsance  d^nn  point  donn^  par  rapport  au  cercle  circonscrlt  ä  nn  triangle 

donnd.  Genese  N.  ann.  matn.  XXXVII,  477.  —  Lez  ibid.  478.  —  La- 
cazette  ibid.  518. 

439.  Ueber  den  in  der  Definition  der  Potenzlinie  enthaltenen  Kreis.    Mack.    Gmn. 

Archiv  LXII,  406. 

440.  Sur  le  cercle  des  neuf  points.    H.  Brocard.    N.  ann.  math.  XXXVI,  188. 

441.  Ueber  den  Neunpunktekreis  des  Dreiecks.    W.  Fuhrmann.     Gmn.  Archiv 

LXII,  218. 

442.  Si  r  repr^sente  le  rayon  du  cercle  inscrit  dans  un  triangle  et  p  le  demi-päri- 

mfetre,  on  aj?'>27r*.    Fauqnembergue.    N.  ann.  math.  XXXVII,  475. 

443.  Sur   les  polygoues   incrits  et  circonscrits  ä  la  fois  ä  deux  ceroles.    Weill. 

Journ.  matbäm.  S^r.  3,  IV,  265. 

444.  Geometrical  note  on  triangles  inscribed  in  a  circle  and  circumscribed  about 

a  parabole  with  reference  to  the  nodes  and  foci  of  a  three-bar  curve. 
S.  lloberts.    Quart.  Joum.  math.  XV,  52. 

445.  Propri^t^  de  deux  circonförences,  le  centre  de  Tune  se  troavant  sur  Tautre. 

A.  Morel.    N.  ann.  math.  XXXVII,  333. 

446.  Le  centre  d'un   cercle  O  de  rayon  constaut  se  d^place  dans  son  plan  sur  la 

circonf^rence  d'un  cercle  fixe  0'.  Trouver  Tenveloppe  des  polaires  d'un 
point  fixe  P  par  rapport  au  cercle  0.  Moret-Blanc.  ^.  ann.  math. 
XXXVII,  471. 

447.  Ueber  zwei  Kreise.    Liebrecht.    Grün.  Archiv  LX,  99.    [Vergl.  Bd.  XXIII, 

Nr.  205.] 

448.  Circonfärence  Heu  des  points  communs  a  deux  circonf^rences  variables.    Ter- 

rier.    N.  ann.  math.  XXXVII,  523. 
Vergl.  Schwerpunkt  578. 

Krfinmmngslinien. 

449.  Generation  de  certaines  surfaces  par  leurs  lignes  de  coarbure.    Amigues. 

N.  ann.  math.  XXXVI,  337. 

Lemniieate. 

450.  Sur  les  courbes  du  quatri^me  degrä  aui  ont  3  points  doubles  d*inflexion,  et 

en  particulier  sur  la  lemniscate.   Laguerre.    N.  ann.  math.  XXXVII,  387. 

Logarithmen. 

451.  Entwickelung  von  log{l-hx).    W.  Fuhrmann.    Grün.  Archiv  LXII,  220. 

452.  Demonstration  eiementaire  de  deux  formules  logarithmiques.    P.  Mansion. 

Grün.  Archiv  LX,  105. 
Vergl.  Gammafunctionen. 

H. 

Magnetismas. 

453.  Zur  Theorie  der  magnetischen  Induction.    L.Weber.    Gmn.  Archiv  LXI,  286. 

454.  Simultane  Schwingungen  zweier  Magnete.    Obermann.    Grün.  Archiv  LX,  1. 

Mannichfaltigkeit 

455.  Ein  Beitrag  zur  Mannichfaltigkeitslehre.    G.  Cantor.    Grelle  LXXXIV,  242. 

456.  Ueber  die  Benutzung  einer  vierfachen  Mannichfaltijfkeit  zur  Ableitung  ortho- 

gonaler Flächensysteme.    Mehler.    Grelle  LXXXIV,  219. 

Mazixna  and  Minima. 

457.  Die  Lehre  vom  Grössten  und  Kleinsten  als  Zweig  des  mathematischen  Unter- 

richts an  höheren  Schulen.    Heil  ermann.     Grün.  Archiv  LX.  436. 

458.  Ueber  den  Weg,  den  ein  Punkt  aus  einem  Medium  in  das  angrenzende  in  der 

kürzesten  Zeit  durchläuit     Bartl.    Grün.  Archiv  LXII,  189. 

459.  Ein  Beitrag  zur  Theorie  des  Maximum  und  Minimum.    Gruber.    Grün.  Ar- 

chiv LX,  415. 

460.  Minimum  de  la  soinme  des  deux  hypotänuses  de  triangles  rectangles  situees 

sur  la  mSme  droite,  une  cathece  d'un  des  triangles  ätant  bissectrice  de 
Tangle  droit  de  Tautre.    Beaugey.    N.  ann.  math.  XXXVII,  231. 


AbhandlnngsregiBter.  219 


Kihenmgtgltiohiiiigeii. 
489.  Memoire  aar  rapproximation  des  fonctions  de  tr^s  grands  nombres,  et  Bur  une 

classe  ätenaae  de  däveloppements  ensärie.    Darboux.    Joum.  mathdm. 

Sär.  3,  IV,  6,  877. 
499.  Proof  of  Stirling'B  theorem  l.-2.3...n  =  f'(2n3f)n»e-*.    J.  W.  L.  Glaisher. 

Quart.  Joum.  math.  XV,  67.  —  Cayley  ibid.  63. 
491.  An  approximate  numerical  theorem  involving  e  and  n,    J.  W.  L.  Glaisher. 

Qiiart.  Joum.  math.  XV,  125. 


Oborflädhen. 

492.  Nachträge  zur  Curven-  und  Flächentheorie.    Hoppe.    Grün.  Archiv  LX,  376. 

[Vergl.  Bd.  XX,  Nr.  367.] 

493.  Geometrische  Deutung  der  Fundamentalgrössen  zweiter  Ordnung  der  Flächen- 

theorie.   Hoppe.    Grün.  Archiv  LX,  66. 

494.  Sopra  i  aistemi  tnpli  di  superficie  isoterme  e  ortogonali.    Betti.    Annali  mat. 

Ser.  2,  VIII,  138. 
496  Note  sur  le  contact  g^om^trique  des  courbes  et  dee  surfaces.   Coli  et.   Joum. 
mathto.  Sär.  3,  IV,  315. 

496.  üeber  conjugirte  Tangenten.    Hoza.    Grün.  Archiv  LXI,  218. 

497.  Ueber  das  Rollen  der  Flächen  aufeinander.    Hoppe.    Grün.  Archiv  LX,  169. 

498.  Sur  la  courbure  des  surfaces  r^ciproques.    J.  Franse.    Joum.  math^m.  S^r.  3, 

III,  415. 

499.  On  the  fleflecnodal  planes  of  a  surface.    Cayley.   Quart.  Joum.  math.  XV,  49. 

600.  Ueber  Puuktlinien  auf  krummen  Flächen.    Hoza.    Grün.  Archiv  LX,  371. 

601.  Memoire  sur  les  lignes  de  falte  et  de  thalweg  que  Ton  est  conduit  ä  consi- 

ddrer  en  topographie.    Breton(de  Champ).    Joum.  mathdm.  Sär.  3, 
III,  99. 

602.  Sur  les  systämes  de  droites  qui  sont  normales  ä  une  mSme  surface.    La- 

guerre.    N.  ann.  math.  XXXVII,  181. 

603.  Sur  les  surfaces  rigides.    Mannheim.    Joum.  mathdm.  Sdr.  3,  IV,  67. 

604.  Si  d^Qu  point  sitad  sur  une  surface  algdbrique  de  degrd  m,  on  abaisse  des 

perpendiculaires  sur  un  Systeme  de  plans  fixes,  le  lieu  ^domdtrique  des 
points  de  moyenne  distance  des  pieds  des  perpendiculaires  est  une  sur- 
face algebrique  de  mSme  degrd  m,  Brisse.  N.  ann.  math.  XXXVII,  39. 
606.  On  M.  Mannheim's  researches  on  the  wave  surface.  Niven.  Quart.  Joum. 
math.  XV,  242 

606.  On  some  properties  of  the  wave  surface.    Niven.    Quart.  Joum.  math.  XV, 

257. 

607.  Surface  ddterminde  par  doux  dquations  diffdrentielles  simultandes  du  premier 

ordre.    Courbe.    N.  ann.  math.  XXXVII,  113. 
Vergl.  Abbildung.    Asymptoten.    Cubatur.    Determinanten  in  geometrischer 
Anwendung  296.    Geometrie  (höhere).    Erümmungslinien.   Optik.    Theta- 
functionen. 

Oberflftchen  zweiter  Ordnimg. 

608.  Demonstration  analytiqne  de  quelques  propriät^s  g^n^rales  des  surfaces  du 

second  ordre.    Hioux.    N.  ann.  math.  XXXVI,  308. 

609.  Zwei  Sätze  von  den  Flächen  zweiten  Grades.    Mehmke.    Grün.  Archiv  LXII, 

214. 

610.  Sur  la  d^termination,  en  un  point  d'une  surface  du  second  ordre,  des  axes  de 

rindicatrice  et  des  rayons  de  courbure  principaux.    Laguerre.    Joum. 
mathdm.  Sdr.  3,  IV,  247. 

611.  Propri^te  des  ombüics  d'ane  surface  du  second  ordre.    Jamet.    N.  ann.  math. 

XXXVII,  83. 
512.  Foyers  des  surfaces  du  second  degr^.   Haillecourt.  N.  ann.  math.  XXXVII, 

457. 
613.  Exemple  numärique  de  la  recherche  d*un  plan  diametral  d^une  surface  du 

second  ordre.    MoretBlanc.    N.  ann.  math.  XXXVI,  264. 
514.  Sur  les  normales  aux  surfaces  du  second  ordre.    Laguerre.    N.  ann.  math 

XXXVII,  163. 
615.  Intersections  d'une  surface  du  second  ordze  *  ••■**  ^ 

de  Monge.    Dunoyer.    N.  ann.  smtfa.  J 
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Phuümetrie. 

540.  Rein  geometrische  Proportionslehre.    Hoppe.    Gnm.  Archiv  LXII,  153. 

541.  Trouver   sur  une  droite  nn  point  daqael  on  en  voit  denz  antres  sous  des 

angles  ägaoz.    Terrier.    N.  ann.  math.  XXXVI,  183. 

542.  Planimetrischer  Lehrsatz.    Eugeibrecht    Gnm.  Archiv  LX,  447. 

543.  Beiträge  zur  Theorie  des  Dreiecks.    Hain.    Grün.  Archiv  LX,  2d0. 

544.  Der  Punkt  der  gleichen  Paralleltransvei-salen.    Hain.    Grün.  Archiv  LXI,  177. 

545.  D^terminer  le  point  d*oü  deux  lignes  OA  et  OB  ont  ätä  vnes  sous  les  anglei 

a  et  ß.    Toubin.    N.  ann.  math.  XXXVI,  377. 

546.  Nene  Ableitung  der  pythagoräischen  Lehrsätze.   S^kora.   Grün.  Archiv  LXI, 

447. 

547.  Cercles  inscrits  dans  un  triangle  rectangle  et  dans  les  deux  triangles  en  les- 

guels  il  est  paitag^  par  la  perpendiculaire  menäe  sur  rEjpot^nuse. 
N.  ann.  math.  XXXVIl,  217. 

548.  Th^oräme  sur  le  triangle  rectangle.    N.  ann.  math.  XXXVIl,  217. 

549.  Propriätä  du  tiiansrle.    A.  Morel.    N.  ann.  math.  XXXVIl,  332. 

550.  Sur  la  g^omätrie  des  quinconces.    Ed.  Lucas.    N.  ann.  math.  XXXVI T,  129. 

551.  Ueber  die  Congruenz  zweier  aus  gewissen  Bestimmungsstficken  construirter 

Dreiecke.    F.  Lukas.    Grün.  Archiv  LX,  224. 

552.  Thäor^me  sur  le  quadrilat^e.    Moret-Blanc    N.  ann.  math.  XXX VH,  263. 

553.  Ueber  das  Kreisviereck.    G reiner.    Grün.  Archiv  LX,  178. 

554.  Sur  le  Systeme  articulä  de  M.  Peaucellier.     G.  Thi^baut.    N.  ann.  math. 

XXXVIl,  258. 

555.  Bestimmung  der  Vielecke  durch  die  Winkel  zwischen  Seiten  und  Diagonalen. 

Hoppe.    Grün.  Archiv  LXI,  439. 

556.  Recherche  des  syst^mes  de  deux  polvgones  r^guliers  ^toil^s,  inscrits  dans  le 

mäme  cercle,  qui  sont  tels  que  la  surface  de  Tun  soit  double  de  la  sur- 
face  de  Tautre.  Dostor.  Gion.  Archiv  LXI,  407.  [VergL  Bd.  XXIII, 
Nr.  286.] 

557.  Nombres  relatifs  des  poljgones  räguliers  de  n  et  de  2  n  cötäs  snivant  aue  n 

est  un  nombre  impair  ou  un  nombre  pair.  Dostor.  Gmn.  Archiv  LXH, 
148. 

Potential. 

558.  Ueber  den  Ausdruck  för  das  innere  Potential  eines  homogenen  EUipsoids. 

Wassmuth.    Grün.  Archiv  LXII,  448. 

559.  Solution  of  certain  questions  in  potentiais  and  motion  of  liquids.    Ferrers. 

Quart.  Joum.  math.  XV,  83. 

Frodnete. 

560.  Producte  einiger  Factorenreihen.    DobiAski.    Grün.  Archiv  LXI,  434. 

VergL  Functionen  339,  340.    Trigonometrie  600. 

Frojectlonen. 

561.  Ableitung    der   Centralprojection    aus    einer   cotirten  Orthogonalprojection. 

Grub  er.    Grün.  Archiv  LXII,  259. 
Vergl.  Abbildung  237. 

dnadrator. 

562.  Bemerkung  zur  mechanischen  Quadratur.    Ligowski.    Grün  Archiv  LX,  336. 

563.  Bestimmung  der  Flächeninhalte  der  Curven,  die  durch  die  Gleichung  (  -  ) 

+  yj-j  =  1  gegeben  sind ,  in  welcher  m  eine  ganze  positive  Zahl  be- 
zeichnet.   S.  Spitzer.    Grün.  Archiv  LXI,  329. 

Quatemionen. 
561.  Applications  mäcaniques  du  calcul  des  quatemions.  Laisant.  Joum.  tnathem. 
Sär.  3,  III,  325. 


B^Uieii« 

565.  Beiträge  zur  Theorie  der  Reihen.    M eissei.    Grün.  Archiv  LX,  337. 

566.  Sur  les  sommes  des  puissances  semblables  des  nombres  entiers.    Ed.  Lucas. 

N.  ann.  math.  XXXVI,  18. 


SpUrik. 
683.  On  tbe  renilar  aolida.    Ca;ley.    Quart  Joiim.  ra&th,  XV,  127. 
683.  TriidreB  dont  les  aritea  ou  dont  lea  faces  sont  tangentea  ä.  une  Sphäre.  N.  ann. 
matb.  XXXVU,  21& 

584.  Dnt«T8uchungen  über  daa  Bpliäriscbe  Pagcal'sche  Sechseck  und  das  epIiSriiichc 

Brianchon'Bche  Sechaaeit.    Thieme.    Uran.  Archiv  LX,  43. 

585.  On  ephericül  claaa   cubics  with  double  foci  and  double  cjclic  arcs.     Jcffcry. 

Quart.  Joum.  raath,  XV,  131. 
Vergl.IÄnalytiBche  Ueometrie  dea  Baumea  256.    Parabel  527.    Tetraeder  695. 
Btareometria. 

686.  Neue  Methode  zur  Auflösung  des  Dreikants.    Kleckler.    Grün.  Archiv  LXI, 

837. 

687.  Propri^tia    relatives   des   polyedres  r^gulierB  qui   aont  coniugu^a  entre  eux. 

DoBtor.     GruD.  AroMv  LXII,  285.     [Vergl.  Bd.  XXUl,  Nr.  325.J 

688.  Leg   trois  ephferes   des  polvcdreB  r^guliers  ^toili^B.     Uoetor.     Gruu.  Archiv. 

LXU,  78. 

689.  FropoBitionB  eur  lea  corps  de  r^volution  de  la  g^ouititrie  elementaire.  DoBtor. 

Gruu.  Archiv  LX,  307. 
Vergl.  Sphärii.    Tetraeder.    ZableDtheorie  618. 
SnliititDtioiigii. 
G90.  Einleitung  iu  die  Theorie  der  Subatitutioiien  und  ihre  AuweDdungeD,    Netto. 
Omn.  Archiv  LXll,  S25. 
Vergl.  Formen  326. 

T. 

_  !  math.  XXXVII,  223. 

ikt«B  in  Besug  auf  ein  Tetraeder.  Hain. 
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693.  Bemerkung  über  Symmetrieponkte  des  Tetraeders.    Hain.    Grün.  Archiv  LX, 
304. 

594.  Theoreme  sur  le  tätra^dre.    Jamet.    N.  ann.  matb.  XXXYI,  235. 

595.  Ueber  die  Engeln ,  welche  die  Flächen  eines  Tetrsbeders  berühren.    Klug. 

Grün.  Archiv  LXl,  361. 
Vergl.  Zahlentheorie  618. 

Thetaftuetionen. 

596.  On  the   16  nodal  quartic  surface.    Cayley.    Grelle  LXXXIV,  938.    [Vergl. 

Bd.  XXIII,  Nr.  612—614.] 

597.  Ueber  die  Kammer^sche  Fläche  vierter  Ordnung  mit  16  Knotenpunkten  und 

ihre  Beziehung  zu  den  Thetafunctionen  mit  2  Veränderlichen.  H.  Weber. 
Grelle  ^LXXXIV,  882. 

Trigonometrie. 

598.  Beschreibung  eines  Modells  für  den  ersten  Unterricht  in  der  Goniometrie.  Hoza. 

Grün.  Archiv  LXl,  108. 

599.  Sur  les  däbuts  de  la  trigonom^trie.    Brisse.    N.  ann.  math.  XXXVI^  49. 

600.  A  theorem  in  trigonometry.   J.  W.  L.  Glaisher.    Quart.  Joum.  math.  XV,  151. 

601.  Beitrag  zur  Trigonometrie.    Zahradnik.    Grün.  Archiv  LXII,  830. 
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deutsche   Coss. 


Von 

P.  Trentlein, 

Professor  am  Gyranasiuin  su  Karlsmhe. 


Qnwh  «.  Itfi 


1.  Einleitung.  —  Im  vorigen  Jahre  habe  ich  eine  Studie  aus  der 
Geschichte  der  Mathematik  veröfifentlicht*) ,  in  welcher  ich  versuchte,  den 
Zustand  der  gemeinen  Arithmetik  um  die  Neige  des  fünfzehnten  und  wäh- 
rend des  sechzehnten  Jahrhunderts,  zumal  in  deutschen  Landen,  zu  schildern, 
in  der  Zeit  also,  in  welcher  sie  aufhörte  Eigenthum  einzelner  Weniger 
zu  sein,  wo  sie,  durch  eine  Beihe  günstiger  Verhältnisse  unterstützt,  zu 
immer  weiteren  und  weiteren  Kreisen  des  Volkes  gelangte,  um  bald 
darauf  einen  Theil  des  eisernen  Bestandes  an  geistigem  Besitze  eines  Jeden 
auszumachen.  Zweierlei  wollte  ich  mit  jener  Arbeit  erreichen :  einmal  war 
sie  Selbstzweck,  ich  wollte  den  wirklichen  Znstand  des  Bechnens  zur  an- 
gegebenen Zeit  kennen  lernen  und  lehren ;  ich  wollte  Aufschluss  haben 
und  geben,  von  wo  aus  und  wie  insbesondere  die  wunderbare  Kunst  der 
zehn  Ziffern  sich  ausgebreitet  und  eingebürgert  habe;  dann  aber  sollte  sie 
auch  Vorstudie  sein,  um  für  die  Erscheinungen  eines  anderen  verwandten 
Gebietes  die  unumgängUch  nöthigen  Vorkenntnisse  zu  gewähren,  um  mir 
damit  den  richtigen  Massstab  zu  verschaffen  und  mir  so  die  klare  Einsicht 
in  die  geschichtliche  Entwickelung  zu  ermöglichen. 

Seit  längerer  Zeit  hatte  ich  nämlich  meine  Aufmerksamkeit  der  Ge- 
schichte jenes  anderen  Zweiges  der  Mathematik  zugewendet,  welchen  man 
am  Ausgange  des  Mittelalters  im  Gegensatze  zur  niederen  oder  gemeinen 
Arithmetik  (Ars  minor)  als  die  höhere  Arithmetik  (Ars  major,  Arte  maggiore) 
oder  Algebra,  oder  auch  aus  Gründen ;  die  weiterhin  dargelegt  werden 
sollen,  als  die  Coss  bezeichnete.  Wie  jene,  so  bietet  auch  diese,  der  In- 
begriff einer  Beihe  von  zum  Aufstellen  und  Lösen  von  Gleichungen  dien- 
lichen Hülfsmitteln  und  Vorschriften ,  der  Bäthsel  genug,  sowohl  was  ihre 
Entstehung,  als  auch  was  ihr  nach  Ort  und  Zeit  sporadisches  Auftreten 
und  ihre  Entwickelung  betrifft.  Mich  zog  vor  Allem  die  deutsche  Coss 
aU;  und  was  ich  bis  jetzt  über  deren  Schicksale  erkundet;  das  erzählen  die 
folgenden  Blätter.  Von  den  Zeiten,  welche  der  Erfindung  des  Bücher- 
druckes vorangingen  und  aus  welchen  uns  leider  nur  zu  wenige  Zeugnisse 


*)  „Das  Rechnen  im  16.  Jahrhundert'*  in  der  Zeitschrift  für  Mathematik  und 
Physik,  hrsg.  von  Schlömilch,  Kahl  und  Cantor,  Supplementbeft  zur  histor.- 
literar.  Abtheilung  des  XXII.  Jahrgangs.  (Auch  unter  dem  besonderen  Titel :  Ab- 
handlungen zur  Geschichte  der  Mathematik,  I.  Heft,  Lpzg.  1877,  S.  1—100.) 

1* 
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Ziehung  zu  einer  solchen  mit  allgemeinen  zusammengesetzten  Zahlenausdrücken 
nach  den  bestimmten  formalen  Gesetzen  der  Addition,  Subtraktion ,  Mul- 
tiplikation, Division ;  Potenzirung^  Badicirung  operirt,  d.  h.  gerechnet  hat/* 
In  mehrfacher  Beziehung  ihm  überlegen  zeigen  sich  die  Inder,  deren 
älteste  uns  bekannte  mathematische  Werke  aus  dem  5.  Jahrhundert  n.  Chr. 
stammen;  „ja,  wenn  man  unter  Algebra  die  Anwendung  arithmetischer 
Operationen  auf  zusammengesetzte'  Grössen  aller  Art;  mögen  sie  rationale 
oder  irrationale  Zahl-  oder  BaumgrÖssen  sein,  versteht;  so  sind  die  ge- 
lehrten Brahmanen  Hindustans  die  wahren  Erfinder  der  Algebra/*  Aber 
weder  ihrem  Einfiuss  noch  auch  dem  Diophant's  ist  die  Ausbreitung  der 
Algebra  zuzuschreiben;  die  geschichtliche  Entwickelung  macht  vielmehr  die 
Araber  zu  Vermittlern  bei  der  Verpflanzung  dieses  Zweiges  der  Mathematik 
nach  Europa. 

Ihnen  war  schon  frühe  die  Kenntniss  der  Algebra  zugekommen :  schon 
im  Anfange  des  9.  Jahrhunderts  vßrfasste  der  aus  Kharizm  im  heutigen 
Chiwa  stammende,  daher  auch  mit  dem  Zunamen  Alkharezmi  benannte 
Mohammed  ben  Musa  in  Folge  der  Aufmunterung  des  Kalifen  AI  Mamun 
ein  populäres  Werk  über  Algebra,  welches  bei  seinen  Landsleuten  dauerndes 
Ansehen  genoss  und  auch  Jahrhunderte  später  in  Europa  vielfach  benutzt 
wurde,  ja  seinem  Verfasser  den  Buhm  einbrachte  der  ursprüngliche  Er- 
finder der  Algebra  zu  sein.  „AI  gebr  w*  cd  mukahalah^^  benutzt  er  wieder- 
holt als  Bezeichnung  für  den  ganzen  von  ihm  behandelten  Zweig  der 
Mathematik,  ohne  selbst  die  Erklärung  dieser  Ausdrücke  zu  geben;  doch 
lässt  sich  leicht  der  Sinn  derselben  feststellen,  da  er  auch  gewisse  auf  die 
Behandlung  von  Gleichungen  bezügliche  Operationen  darunter  verstanden 
wissen  will:  cU  gebr  (von  gahar  =  restaurare,  restüuere  «=*  herstellen,  ein- 
richten —  daher  auch  heute  noch  in  Spanien  der  Wundarzt  Algebrista 
heisst)  bedeutet  das  Versetzen  eines  negativen  Gliedes  einer  Gleichung  auf 
deren  andere  Seite,  und  oZ  mukäbiüa  (von  Jcdbala  =  opponere,  comparare  = 
gegenüberstellen ,  vergleichen)  bedeutet  die  Vereinigung  gleichartiger  Glieder 
beider  Seiten  mit  einander.  So  ist  es  im  Wesentlichen  die  Behandlung 
der  Gleichungen  ersten  und  zweiten  Grades ,  welche  Alkharezmi  gibt ,  aber 
auch  die  Lehre  von  der  Durchführung  der  Bechnungsarten  mit  Ausdrücken, 
welche  die  Unbekannte ,  deren  Quadrat  oder  deren  Quadratwurzel  enthalten. 
Und  in  fast  unveränderter  Weise  haben  dann  die  Araber  die  Algebra  auch 
in  den  folgenden  Jahrhunderten  behandelt,  so  dass  ein  im  16.  Jahrhundert 
verfasstes  und  noch  heutzutage  in  Vorderasien,  besonders  auch  in  Indien 
gebräuchliches  und  daselbst  in  hohem  Ansehen  stehendes  Werkchen  des 
Beha-eddin  kaum  die  Stufe  überschritten  hat,  auf  welcher  wir  die  alge- 
braischen Lehren  schon  bei  den  ersten  Schriftstellern  der  Araber  finden. 

Aber  gleichwohl  kann  ihr  Verdienst  um  die  Ausbreitung  mathematischen 
WiaaeiiB  nicht  hoch  genug  angeschlagen  werden :  ihr  wissenschaftlicher  Sinn 
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und  censiis  (=  quid<iuid  fortunarum  quis  habet),  so  dass  sie  die  von  den 
Arabern  nach  zwei  Bechnungsoperationen  benannte  Wissenschaft  nun  auch 
nach  den  beiden  ersten  Potenzen  der  unbekannten  mit  dem  Namen  Ars 
rei  et  census  belegten.  Aus  der  Stelle,  wo  Regiomontan  diese  Bezeichnung 
gebraucht,  ist  zugleich  auch  zu  ersehen,  dass  zu  seiner  Zeit  dieser  Zweig 
der  Wissenschaft  ausser  ihm,  der  auf  der  Höhe  mathematischer  Bildung 
stand;  nur  Wenigen  genügend  bekannt  war;  aber  die  Thatsache,  dass 
man  sich  mehrfach  damit  beschäftigte;  ist  nicht  abzuleugnen.  Verschiedenes 
lässt  sich  dafür  als  Beweis  beibringen.  Einmal  spricht  Regiomontan 
selbst  freilich  mit  Unglauben  von  Solchen,  welche  sich  ^rühmen,  eine  aus- 
gebildetere algebraische  Kunst  zu  besitzen ;  dann  aber  hat  Gerhardt  in  den 
letzten  Jahren  Manuscripte  aufgefunden,^  welche  darthun,  dass  man  sich 
um  die  Mitte  des  15.  Jahrhunderts  damit  abgab,  einerseits  die  vorhandenen 
Quellen  sich  nutzbar  zu  machen  durch  Uebersetzungen ,  anderseits  auch 
schon  in  mehr  selbständigen  Ausarbeitungen  die  Ergebnisse  solcher  Studien 
niederzulegen.  Gedruckte  Werke  freilich ,  aus  welchen  wir  uns  Kunde  von 
derartigen  Bestrebungen  verschaffen  könnten,  bringt  erst  das  Ende  des 
Jahrhunderts  hervor.  Am  frühesten  noch  begegnen  wir  solchen  Spuren  in 
einem  in  mancher  Beziehung  höchst  interessanten  Büchlein  ;;Behende  vnd 
hübsche  Bechenung  auf  allen  kauffmannschaft'*;  welches  Joh.  Widman 
von  Eger  i.  J.  1489  zu  Leipzig  erscheinen  Hess.  Eingehenderes  für  später 
versparend  hebe  ich  nur  hervor,  dass  auch  er  sofort  in  den  ersten  Zeilen 
seiner  Widmung  darauf  hinweist,  wie  ,;die  aide  meyster  der  kunst  der 
Bechnüg  Irenn  nach  körnende  schwere  Regeln  tzuuomemen  vn  muesam 
tzuuerfuren  gelassen  haben  Alsz  do  sejnn  die  Regel  Algobre  ader  Gösse 
genant^^,  dass  also  auch  zu  seiner  Zeit  an  eine  ausgebreitetere  Bekanntschaft 
der  Algebra  noch  nicht  gedacht  werden  *darf.  Aber  auch  der  eben  ge- 
brauchte Name  der  letzteren  verdient  Hervorhebung,  um  seine  Erklärung 
hier  sofort  beizufügen. 

Als  nämlich  in  Italien  im  14.  Jahrhundert  die  Landessprache  die  bis 
dahin  übliche  lateinische  verdrängte,  wurden  auch  die  vorhin  angegebenen 
Benennungen  italianisirt :  res  ging  nun  über  in  cosa  oder  cossay  census  in 
ccnsOy  und  ausser  den  beiden  gebräuchlichen  Namen  erhielt  so  unsere 
Wissenschaft  nun  noch  einen  dritten ;  den  der  arte  oder  regöla  della  cosa. 
Und  bei  dem  vielfachen  Besuche  Italiens  durch  Ausländer  verbreitete  sich 
dann  diese  Benennung  auch  nach  den  übrigen  Ländern  Europas,  zunächst 
in  barbarisch  latinisirten  Formen  als  ars  cossica,  ars  cosae  oder  cossa^ 
dann  auch  aus  diesen  abgeleitet  in  den  gleichklingenden  Wörtern,  welche 
der  bezüglichen  Landessprache  angepasst  wurden*).  „Von  danen  kompt 
das  es  von  den  Teutschen  die  Coss  genent  wirf  (Rudolff). 

*)  So  handelt  La  Roche  in  seiner  „Ixirismethique  noui^Uement  composee*^  vom 
Jahre  1620  im  6.  AbschDitt  (fol.  42^  „c2e  la  regle  de  la  choae  et  de  la  quantite** 
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haltung  dan  von  wegen  das  sie  schwer  zu  verstan  vn  müsam  zu  verfüren  | 
bei  vnsem  zeite  so  gentzlich  geschwigen  |  das  auch  die  namen  solcher  regln 
bei  wenige  erkent  werden  .  .  .  /^  und  am  Schlüsse  seines  Buches:  ,;DweyI 
es  nun  gen  tal  geet  |  hat  mich  für  gut  angesehen  |  damit  dise  kunst  nit 
gar  in  vergessen  kerne  |  sie  durch  müglichen  vleisz  zu  erö&en  .  .  .  Wo 
nit  den  jetzige  |  yermejn  ich  doch  den  nachkomenden  mit  solchen  ge- 
dient/' —  Biese  thut  sich  etwas  darauf  zu  gute,  dass  er  seinen  Beispielen 
auch  stets  die  Probe  beifügt;  ^,Darzu  hab  ich  sie  alle  rechtfertigett  vnnd 
am  leichtestenn  in  tag  gebenn  mit  anhangenden  probenn^  Der  si  alle  Zeit 
vormittenn  (=  vermieden)  habenn,  sonder  heimlich  auch  vorborgen  Die 
fragstuck  gesatzt,  welche  sie  ane  Zweyfel  für  ejnen  grosenn  schätz  der 
Zal  gehaltenn  habenn/'  —  In  gleicher  Weise  äussert  sich  auch  Stifel  (1545): 
„Sufficiant  ista  pro  indicio  Algehrae  G^rmanicae^  ad  ohsequium  iUis  praesti- 
tum,  qui  putant  Älgebram  non  possc  consequi  äbsque  cognUione  Lingua^ 
latinae,  putantqtie  eam  esse  difficiUarem  quam  sU  regula  Fcdsi  etc.  Deinde 
ex  Jniiusmodi  operationibus  optime  ostendi  potest,  qua  ratione  tot  cälculandi 
regulae  ad  nos  deuolutae  sifU,  ScUicet  fuerunt  iUusores  ingeniorum,  qui  de- 
lectati  opinione  hominum  existimantium  ^  ipsos  esse  singula/ri  industria  inue- 
niendi  regulas  praeditos,  et  hi  occtdtata  earum  fönte  j  tales  riwulos  ad  nos 
deduxerunt,  Mire  enim  quosdam  (iis  simüisj  uri  et  indignari  sensi,  quod 
Chrlstophorus  prodiderit  Älgebram  tanta  fide,*^*)  Und  ein  Jahrzehnt  später 
finden  wir  bei  Stifel  nochmals  ein  Anklingen  an'  die  beregte  Tonart;  er 
vertheidigt  Budolfif  gegen  den  Vorwurf,  mit  Unrecht  sein  Lehrbuch  der 
Coss  veröffentlicht  zu  haben  und  ruft  dabei  aus :,,,..  wem  hat  er  damit 
schaden  gethan?  Niemands  |  den  dem  Nejd  |  der  vns  nicht  gönet  den 
lust  I  so  wir  dran  haben.  Oder  vileicht  der  Hoffart  {  die  gern  allein  wolt 
für  köstlich  gesehen  sein  .  .  .  gar  heymlich  vnd  thewr  ist  die  Coss  ge- 
halten worden  |  bey  denen  die  sie  gekundt  haben  |  ehe  Christoff  Budolff 
tiie  vns  hat  mitgeteylet  |  .  .  .  Aber  wie  ich  disen  flucher  hab  geke^et  | 
ists  jm  zu  thun  gewesen  darumb  |  das  Christoff  Budolff  die  Coss  so  ge- 
mein hat  gemacht  |  vnd  bewisen  |  das  sie  nicht  so  schwer  sey  zu  lernen 
wie  etzlich  fUrgeben.  Das  ists  orth  |  da  das  lamb  dem  Wolff  das  wasser 
hatte  trüb  gemacht."**) 

Unter  solchen  Verhältnissen,  wie  sie  durch  die  angeführten  Aussprüche 
von  Zeitgenossen  charakterisirt  sind,  darf  es  nicht  Wunder  nehmen,  dass 
das  Wissen  von  algebraischen  Dingen  nicht  verbreiteter  war;  es  konnte 
dies  nicht  sein,  da  ja  der  Einzelne  auf  sich  angewiesen,  ein  Erlernen 
durch  Andere  fast  gänzlich  ausgeschlossen  war.  Grossen  Dank  verdienen 
demnach  die  Männer,  welche  Ehrgeiz  und  persönlichen  Eigennutz  bei  Seite 


♦)  Arithmetica  integra,  fol.  272'. 
**)  Stifers  Ausgabe  von  Chr.  BudolfiTs  Coss  v.  J.  1664. 
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liegt  vor  mir  ein  im  Jahre  1518  erschienenes  Büchlein  von  Henricus 
Grammateus  (=  Heinrich  Schreiber  von  Erfurt*),  welches  wohl  als 
das  erste  Lehrbuch  der  deutschen  Algebra  bezeichnet  werden  kann  und 
seine  Entstehung  der  Anregung  durch  die  Wiener  Hochschule  verdankt**). 
Dasselbe  führt  sich  ein  unter  dem  Titel:  „Ejn  new  künstlich  behend  vnd 
gewiss  Bechenbüchlin  |  vff  alle  Kaufimannschafft.  Nach  Oemejnen  Begeln 
de  tre.  Welschen  practic.  Begeln  falsi.  Etlichen  Begeln  Cosse  .  .  .  Buch- 
halten  .  .  Visier  Buthen  zu  machen/'  Ein  Zeitgenosse  (Biese,  vgl.  Beriet 
S.  10)  urtheilt  über  dessen  Verfasser,  dass  er  ein  „wol  erfamer  wolge- 
larter  Magister  vnd  Mathematicus  gewesen  .  .  Der  in  lateinischer  Zun- 
gen  erfarenn,  die  Bucher  Euclidis  vnd  andere  Zur  sach  dienendtt  gelesenn.** 
Sein  nur  94  Blätter  in  klein  Octav  umfassendes  Büchlein  wollte  er  „den 
vnwissende  vi^  sondern  libhabem  der  kunst  |  an  den  tag  bringen  |  damit 
nit  alleyn  die  kunst  |  sonder  auch  der  nutz  darausz  vemomen  vnd  empfange 
würde'*;  es  behandelt  (auf  34  Blättern)  das  gewöhnliche  Zahlenrechnen  mit 
Ziffern  und  auf  Linien,  schliesst  (auf  weiteren  29  Blättern)  daran  an  „die 
Begula  Falsi  mit  sampt  etlichen  Begeln  Cosse*'  (wobei  auch  die  Bechnungs- 
arten  mit  ganzen  und  gebrochenen  algebraischen  Quantitäten)  und  erläutert 
deren  Gebrauch  durch  Behandlung  von  26  Aufgaben,  deren  15  erste  jeweils 
sowohl  „durch  regulam  falsi"  als  auch  „durch  Coss'^  gelöst  werden,  wäh- 
rend die  11  übrigen  nicht  zur  „ersten  BegelCoss"  gehörenden  ***)  nur  „durch 
Coss'^  ihre  Lösung  finden;  die  weiterhin  nachfolgende  „Arithmetica  applicirt 
oder  gezogen  {  vff  die  edel  kunst  Musica,'*  sowie  die  Anweisung  zum  „Buch- 
halten durch  Zomal  Kaps  vnd  Schuldtbuch"  und  zur  „Künstlich  zuberey- 
tung  der  Visierruten  durch  den  Quadrat  vnd  Triangel**  haben  wir  hier  nicht 
weiter  zu  beachten.  So  hat  Grammateus  in  Kürze  zwar,  aber  immerhin 
verhältnissmässig  deutlich  die  Coss  behandelt  und  verdient  besondere  Her- 
vorhebung auch  wegen  der  häufigeren  Benutzung  der  -j-  ^^^  —  Zeichen 
und  wegen  der  schon  etwas  ausgedehnteren  Anwendung  allgemeiner  Zahl- 
bezeichnung; doch  wollte  er,  wie  er  selbst  sagtf),  noch  eine  ausführlichere 


*]  Nach  Beriet:  Biese's  Coss  a.  a.  0.  S.  10. 

**)  Grammateus  war  ein  Schüler  von  Tanstetter  (1480—1630);  dieser  selbst 
ein  Schüler  von  Stöberl  (Stiborius;  (?)  — 1616  etwa),  welcher  von  einem  Nürn- 
berger Mathematiker  Aquinns  Dacus  unterrichtet  war.  Letzterer  ist  dieselbe 
Person  wie  der  im  Texte  erwähnte  Aquinas.  [Nach  Gerhardt,  Monatsber.  d.  Berl. 
Akad.  far  1867.  S.  46.] 

***)  Ueber  den  Sinn  dieses  Ausdrucks  vgl.  unten. 
t)  In  der  Widmung  seines  Büchleins  an  „Johansen  Tscherte  |  einem  des  Senats 
zu  Wien  vnd  Hospitalmeyster  daselbst*'  heisst  es:  Wo  ich  das  [nämlich  die  Ge- 
wogenheit und  den  Schutz  seines  Gönners]  spüren  würde  |  Bin  ich  geursacht  an- 
der kunst  der  Arithmetic  und  Geometrei  (als  die  vbrigen  regeln  Cosse)  welche  dann 
nit  alle  in  diesem  Buch  sein  beschrieben  |  darinen  wund'barliche  verborgne  ding 
begrifie  {  auch  von  wag  vnd  gewichte  |  in  den  truck  zu  geben 


tc 


—  lö- 
teten Kenntniss  der  Coss  aufhelfen  wollte,  geht  aus  seinen  Worten  hervor, 
wenn  er  von  seiner  Arbeit  sagt,  dass  er  sie  ;,vfifs  allerleichtest  vnd  grünt- 
liehst  wol  Zu  begreyfen  gefertigt^'  und  wenn  er  hofift,  dass  durch  dieselbe 
„den  die  sprechen  durffenn,  sej  Zu  schwer  Zu  begreyffen  .  .  .  das  maul 
soll  den  selbigen,  se  sie  es  lesenn  Zu  gestopffet  werden/^  Freilich  enthält 
diese  Biese'sche  Coss  nicht  einmal  das  Rechnen  mit  den  Symbolen  für  die 
verschiedenen  Potenzen  der  Unbekannten  und  nichts  über  das  Rechnen  mit 
Wurzelgrössen ,  sondern  nur  die  Anleitung  zur  Auflösung  von  Gleichungen 
des  ersten  und  zweiten  Grades  und  eine  Reihe  von  Beispielen  für  gewisse 
Fälle  dieser  Gleichungen.  Gleichwohl  ist  sie,  wie  wir  unten  im  Einzelnen 
nachweisen  werden,  von  hoher  Bedeutung,  freilich  nur  für  uns  Spätgeborene, 
die  wir  die  Entwickelungsgeschichte  der  Algebra  studiren,  und  nicht  für 
Riese's  Zeitgenossen;  denn  sein  Werk  blieb  Manuscript  und  unbekannt, 
bis  es  Beriet  i.  J.  1855  in  der  Kirchen-  und  Schulbibliothek  zu  Marien- 
berg wieder  auffand  und  der  Hauptsache  nach  zum  Abdruck  brachte. 

Eine  ganz  hervorragende  Bedeutung  muss  dagegen  der  Coss  von 
ChristofRudolff  (aus  Jauer  in  Schlesien)  zugeschrieben  werden  *).  Ueber 
die  Lebensverhältnisse  dieses  nachmals  viel  citirten  Mannes  ist  uns  ausser 
dem,  dass  er  in  Wien  lebte,  weiter  Nichts  überliefert**);  sein  Werk  wurde 
in  Strassburg  gedruckt,  erschien  im  Januar  1525***)  und  erzielte  bald 
einen  durchschlagenden  Erfolg.  „In  zwen  Teyl  geteylt  beschleust  der  erst 
acht  Algorithmos,  mit  etlichen  andern  vorleufflen  so  zu  Erklerung  der 
Cosz  Nottürfftig  sind.  Der  ander  zeygt  an  die  Regeln  der  Cosz,  je  eine  in 
sonderheyt  erkleret^  mit  vil  vnd  mancherley  schönen  Ezempeln.^' 

Ueber  seine  Quelle  spricht  sich  Rudolff  selbst  aus  in  folgenden  Wor- 
ten: „Ich  hab  von  meister  Heinrichen  |  so  grammateus  genannt  |  der  Cosz 


*)  Der  Titel  dieses  seltenen  Buches  ist:  ,^ehend  vnnd  Hübsch  Rechnung 
durch  die  kunstreichen  regeln  Algebre  |  so  gemeiniklich  die  Coss  genent  werden. 
Darinen  alles  so  treulich  an  Tag  geben  |  das  auch  allein  ausz  vleissigem  Lesen  on 
allen  mündtliche  vnterricht  mag  begriffen  werden.  Hiitdangesetzt  die  meinug 
aller  dere  |  so  bisher  vil  vngegründten  regeln  angehangen.  Einem  jeden  lieb- 
haber  diser  kunst  lustig  vnd  ergetzlich  Zusamen  bracht  durch  Christoffen  Ru- 
dolff von  Jawer.'* 

•*)  Woher  Rud.  Wolf  (Gesch.  d.  Astronomie  S.  340)  die  Angabe  hat,  dass 
Rudolff  1499  geboren  wurde,  weiss  ich  nicht;  Wolf  sagt  auch  (ib.),  dass  Rudolff 
etwa  1546  zu  Wien  starb. 

***)  Mehrfach  findet  sich  das  Jahr  1524  angegeben,  was  aber  nur  darauf  be- 
ruhen kann,  dass  Stifel  in  seiner  Bearbeitung  von  RudolfTs  Coss  jenes  Jahr  an- 
führt. Rudolff  selbst  fixirt  1525  und  zwar  schon  in  seinem  im  Jahre  darauf  zu 
Wien  erschienenen  Büchlein  „Künstliche  Rechenung  u.  s.  w/*  Uebrigens  steht  auch 
am  Ende  von  RudolfTs  Coss  selbst  zu  lesen:  ,yArgentorat%  Vuolfkta  Cephaleus 
(=»  Wolffen  Eoppfl)  Joanni  Jung,  studio  et  industria  Christophori  Budolf  Silesiiy 
excudebat.  Manus  extrema  operi  data,  mense  Januario.  Anno  8upra  sesquimiüe' 
8%mo  uicesimoquinto.^' 
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dabei  sprach  er  sich  dahin  aus,  auch  „den  hinderstelligen  theil  seines  ofPt 
gemelten  Buchs  die  Cosz  inhaltend  |  widerumb  heriUrzuziehen  .  .  .  vnd  auch 
mit  sichtigklicher  demonstration  |  einem  yeden  verstendig  |  auch  mit  vorhin  vn- 
erhörten  künsten  gespickt  |  auf  ein  newes  mittheilen''  zu  wollen,  wie  er  ja 
auch  schon  in  seinem  ersten  Buche*)  versprochen  hatte,  später  „in  kürtz 
diso  regeln  Algebre  |  in  latein  ...  in  druck  zu  geben'*  und  dann  die  Be- 
weise beizufügen;  dass  er  dieses  sein  Vorhaben  ausgeführt;  ist  höchst  un- 
wahrscheinlich, da  nirgends  dessen  Erwähnung  geschieht,  Neues  oder  Eigen - 
tbümliches  würden  wir  wohl  auch  kaum  erhalten  haben. 

Viel  mehr  zu  bedauern  ist,  dass  Petrus  Apianus  (=»  Bienewitz),  „der 
Astronomei  an  der  hohen  Schule  zu  Ingolstadt  Ordinarius'^  seinen  Vorsatz 
nicht  ausgeführt  hat,  ein  Lehrbuch  der  Coss  zu  veröffentlichen.  Dass  er 
dies  wollte,  ja  dass  er  ein  solches  vielleicht  schon  ausgearbeitet  hatte, 
geht  aus  einer  Stelle  der  Vorrede  zu  seinem  Bechenbüchlein  vom  Jahre 
1532  hervor,  wo  er  sagt:  „Die  Regulas  Cosse  mit  sampt  dem  Centiloquio  | 
darine  der  kern  ligt  |  werd  ich  in  kürtzer  'zeit  (wil  Oot)  auch  in  druck 
geben'^  Nach  der  Leistung  zu  urtheilen,  welche  uns  in  eben  diesem 
Rechenbüchlein  vorliegt  und  welche  in  mehrfacher  Beziehung  unter  gleich- 
zeitigen Leistungen  Anderer  hervorragt,  wie  ich  dies  anderwärts  **)  be- 
sprochen habe,  wäre  seine  Coss  eine  vorzügliche  Handhabe  geworden  zur 
Beurtheilung  seiner  Auffassung  der  Algebra  und  damit  der  Geschichte  der 
letzteren.    Sollte  seine  Ausarbeitung  sich  vielleicht  noch  auffinden  lassen?! 

Mit  Erwähnung  des  letzten  Cossisten  sind  wir  schon  in  das  vierte 
Jahrzehnt  des  16.  Jahrhunderts  gelangt,  und  wenn  auch  innerhalb  dieses 
Jahrzehntes  und  selbst  in  der  ersten  Hälfte  des  folgenden  wohl  noch  die 
eine  oder  andere  Bearbeitung  der  Regeln  der  Coss  veröffiontlicht  worden, 
so  kann  ich  dieselben  doch  füglich  übergehen,  da  sie  Neues  oder  Erwäh- 
nenswerthes  nicht  zu  Tage  gefördert  haben.  Ich  kann  mich  deshalb  sofort 
zu  einem  Manne  wenden  ^  welcher  um  die  Mitte  des  16.  Jahrhunderts  mit 
seinen  schriftstellerischen  Leistungen  hervortrat  und  geradezu  als  der  Haupt- 
vertreter der  gesammten  deutseben  Mathematik  jenes  Jahrhunderts  und  als 
der  wichtigste  unter  den  Cossisten  bezeichnet  werden  kann,  zu  Michael 
Stifel  aus  Esslingen  (1487 — 1Ö67).  Wie  Luther  war  er  ursprünglich 
Augustinermönch,  trat  dann  zum  Protestantismus  über  und  wurde  Pfarrer 
in  Annaberg,  musste  diese  Stelle  aber  verlassen,  weil  der  jüngste  Tag,  den 
er  aus  Eigenschaften  gewisser  der  hl.  Schrift  entnommener  Zahlen  auf  den 
1 6.  October  1 533  prophezeit  hatte ,  nicht  eintreten  wollte  und  darob  grosser 
Aufruhr  entstand;  folgeweise  dann  noch  auf  zwei  Pfarreien  thätig,  wurde 
er  endlich  1559  Professor  der  Mathematik  an  der  Universität  Jena.    Schon 


*)  In  der  WidmuDg  an  den  „Bischoff  zu  Prizen.'* 
**)  Vgl.  mein  „Rechnen  im  16.  Jahrhundert**,  Seite  15,  22,  38,  66  u.  sonst. 

Sappl.  e.  hitt.-lit.  Abth.  d.  Zeitiohr.  f.  Math.  n.  Pbys.  2 
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Cosz  Gebessert  vnd  sebr  gemehrt*'  im  Jabre  1553  berausgab  (gegen  1000 
Seiten  in  gross  8^),  „damit  die  getrewe  arbeyt  dises  Frommen  Cbristoffs 
Radolffs  nicbt  vndergebe*'.  Denn  es  war  dieselbe  schon  so  selten  gewor- 
den, dass  Stifel  bat  ,, hören  klagen  |  das  dis  Buch  der  Cosz  nyendert  mehr 
furhanden  sej  {  so  sie  doch  das  selbig  gern  wolten  bezalen  dreifach  |  oder 
auch  vierfach/*  Gleichzeitig  übernahm  Stifel  damit  eine  Ehrenrettung  Ru- 
dolffs;  denn  wie  er  erzählt,  hatte  er  „höret  auff  ein  zeit  jm  grewlich  vnd 
vncbristlich  fluchen  |  das  er  die  Cosz  hatte  geschriben  |  vnd  das  beste  (wie 
der  flucher  sagt)  bette  verschwigen  |  nemlich  die  Demonstrationes  sejmer 
Regeln.  Vn  bette  seine  Exempla  (wie  er  saget)  ausz  der  Librey  zu  Wien 
gestolen/*  Gegen  solch  ungerechte  Vorwürfe  vertheidigte  nun  Stifel  den, 
aus  dessen  Buch  er  selbst  „die  selbige  |  Kunst  ohn  allen  mündtlichen  vnder- 
richt  I  verstanden  vnd  gelernet**;  Rudolff  habe  eben  gehandelt  im  Sinne  des 
Spruches  Salomonis  „Ein  Narr  schüttet  seynen  geyst  gar  ausz  aber  ein 
weyser  helt  an  sich*',  und  „do  Christoff  Rudolff  wolt  ein  gut  buch  schrey- 
ben  (wie  geschehen)  stund  es  bei  jhm  dreyn  zu  setzen  was  jhn  glüstet.** 
üebrigens  gesteht  Stifel  (fol.  171^),  dass  er  selbst  früher  „vermeynet  Chri- 
stoff Rudolff  bette  von  den  Demonstrationes  nichts  gewusst*';  „aber  Johann 
Newdorffer  der  Meyster  viler  berümbter  Schrifften  |  vnd  Rechemeyster  zu 
Nürnberg  {  hat  mir  hereyn  in  Preussen  geschickt  |  desz  Christoffs  Rudolffs 
demonstrationes  |  Wie  er  sye  selbs  mit  seyner  eygnen  band  geschriben  | 
doch  mit  wenig  Worten  |  den  die  Figuren  waren  an  jhnen  selbs  klar.** 

Stifel  lässt  nun  in  seiner  Ausgabe  die  Schrift  Rudolffs  vollständig 
abdrucken,  fügt  aber  jedem  einzelnen  Kapitel  noch  je  einen  oder  selbst 
mehrere  Anhänge  bei,  in  welchen  er  deren  Inhalt  entweder  verdeutlicht 
durch  ausführliche  Besprechung  und  Exemplificirung  oder  wo  er  denselben 
durch  eigene  Zusätze  reichhaltiger  macht.  Unter  den  letzteren  sind  beson- 
ders bervorzuheben  seine  Vereinfachung  des  „Algorithmus  der  surdischen 
Zahlen*',  seine  Erläuterungen  zum  berühmten  zehnten  Buche  des  Euklid, 
seine  Wurzelausziehung  aus  algebraischen  Ausdrücken,  seine  Zusammen- 
fassung der  8  Equacionen  Rudolffs  in  eine  Regel  and  endlich  sein  Bericht 
über  die  Lösung  cubischer  Gleichungen  und  damit  sein  Hinweis  auf  das 
Studium  italienischer  Mathematiker. 

Mit  Stifel  hatte  die  deutsche  Algebra  des  16.  Jahrhunderts  ihren  Höhe- 
punkt erreicht;  er  hatte  in  seiner  ArUkmetica  integra  in  mustergültiger 
Weise  einen  £[anon  der  gesammten  Arithmetik  und  Algebra  seiner  Zeit 
fertig  gestellt,  nach  welchem  die  mit  und  nach  ihm  Lebenden  in  höchst  be- 
quemer Art  sich  unterrichten  und  aus  welchem  Schriftsteller  leicbt  nach  Form 
und  Inhalt  Passendes  entnehmen  und  in  ihre  eigenen  Werke  verflechten 
konnten.  Ja  viele  derer,  welche  in  deutschen  und  fremden  Landen  die 
wundersame  Kunst  der  Coss  studirten,  vielleicht  ohne  Stifel  auch  nur  dem 
Namen   nach   genannt   zu   hören ,    sie    hörten   und   lasen    trotzdem    in   den 

2* 


Rede  sein  kQnnte.  Wie  wir  Ecbon  sahen,  bestand  die  Leistung  der 
Zwischenzeit  im  Wesentlichen  in  der  Ausbreitung  der  in  Stifel'a  Work  nie- 
dergelegten Sätze  nnd  Methoden.  Was  Scbeubel  und  Feietier  begonnen, 
das  führten,  um  nur  wenige  Namen  zu  nennen,  Ramus  und  Salignac  ond 
deren  Nachfolger  weiter  für  Frankreich  nnd  Deutschland,  der  in  die  Fremde 
verschlagene  Deutsche  Menher  z.  B.  für  die  Gegend  der  heutigen  Nieder- 
lande, der  bekannte  Nnnez  *)  für  seine  spanische  Heimath  nnd  deren  An- 


*)  Bamus  (l^l^—l^Ti),  dessen  Hauptverdtenate  auf  ajiderem  Gebiete  liegen. 
verweilt«  einige  Zeit  (1569)  in 'DeutBchland  und  vsrfasste  (ob  vor  oder  nach  jener 
Zeit  ist  mir  unbekannt)  auch  eine  Algebra  in  zwei  Büchern,  wie  Kästner  berichtet 
(II,  73(1  und  I,  l.'iS;.  —  Bernardus  Salignacua  war  ein  wahrscheinlich  aus 
religiösen  Gründen  ausgewanderter  Franzose,  aus  Bordeaux  gebürtig,  welcher 
Mitvorstacd  der  dem  Grafen  zu  Waldeck  gebärenden  Schule  zu  Corbach  war  und 
als  solcher  daselbst  auch  den  mathematischen  Studien  Kaum  gönnte ;  unter  Bei- 
hdlfe  eines  gewissen  Baltb.  Gerlach,  welchen  er  sehr  rühmt,  verfaaate  er  ein 
kurzes  Lehrbuch  der  Algebra  (Semardi  Salignaci  BuTdegalensis  Älgebrae  libri  duo. 
Francofurti  löSO),  in  welchem  er  den  methodischen  Grundsätzen  seines  Vorbildes 
Kamns  folgte  and  worin  er  anch  die  Hauptsache  von  dessen  Algebra  anfnahnt 
{„—  e  cuius  Algebra  pleraque  in  hanc  meam  transtuli  ~").  —  Talentin  Men- 
her schreibt  selbst  aus  dem  Jahre  1566,  dass  er  „nu  ain  lange  zeit  allhiezn  An- 
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nexe;  und  damit  die  Wechselwirkung  zwischen  Deutschland  und  Italien 
nicht  fehle,  sorgte  in  der  angegebenen  Weise  Clavius. 

Mit  dem  17.  Jahrhundert  aber  und  theil weise  schon  vorher  verschiebt 
sich  allmählig  der  Schwerpunkt  des  mathematischen  Interesses  in  Deutsch- 
land. Die  mehr  und  mehr  theologische  Richtung  der  Zeit  wendet  sich  mit 
Vorliebe  jenen  mystischen  Speculationen  zu,  welche  schon  Stifel  so  eifrig 
gepflegt  hatte,  ja  welche  sogar  der  Ausgangspunkt  seiner  arithmetischen 
Studien  gewesen  sind  und  als  deren  Ergebniss  wir  das  merkwürdige  Buch 
zu  betrachten  haben^  das  er  i.  J.  1553  als  Anhang  zu  seiner  Ausgabe  vom 
RudolflTs  Coss  unter  dem  Titel  „Ein  sehr  Wunderbarliche  wortrechnug 
Sampt  einer  mercklichen  Erklerung  etlicher  Zalen  Danielis  vnd  der  Offen- 
barung Sanct  Johannis*^  erscheinen  Hess,  ein  Buch,  von  welchem  er  selbst 
in  einer  Zuschrift  an  seinen  Freund  Ottendorffer  sagt:  „Denn  wo  jr  euch 
des  (d.  i.  der  Sorge  für  Veröffentlichung)  würdet  wegem  j  und  mir  hiemit  | 
nicht  wöltet  zu  willen  werden  |  sag  ich  euch  |  das  mich  mein  leben  lang 
rewen  solte  |  alle  erbeyt  von  mir  |  an  diese  Cosz  gewandt."  Hiermit  ist  der 
Grundton  der  folgenden  Zeit  angegeben;  man  wendet  sich*  auf  dem  theo- 
retischen Gebiete  mit  Vorliebe  demjenigen  Theile  der  Arithmetik  zu,  von 
welchem  man  hauptsächlich  Beihülfe  und  Förderung  erwartete,  der  Lehre 
von  den  Eigenschaften  der  Zahlen,  von  der  Bildungsweise  und  den  Gesetzen 
der  Polygonal-  und  Pyramidalzahlen  u.  s.  w. 

Haben  wir  damit  den  einen  Weg  bezeichnet,  welcher  vom  Studium 
und  demgemäss  von  der  Ausbildung  der  Algebra  als  Selbstzweck  hinweg- 
führte,  so  wurde  allgemach  nicht  minder  noch  ein  anderer  begangen,    der 


torff  (=  Anvers,  Antwerpen),  die  Jugent,  deBzgleichen  andere  Liebhaber  der 
freyen  Kunst  des  Rechnens  vnd  Bachhaltes,  auch  in  der  Mathematica,  meine  ver- 
hoffens  nit  ohne  fnicht,  geinstruiert  vnd  gefurdert'*  und  so  veranlasst  veröffent- 
lichte er  i.  J.  155Ö  „Practicque  povr  brievement  apprendre  ä  Ciffrer,  et  tenir  Liure 
de  CompteSt  avec  laBegle  de  Coss,  et  Geometrie^^ \  in  klarer  Darstellung  und  (dem 
Beispiele  StifeFs  und  RudolfiTs  folgend,  deren  Namen  er  auch  erwähnt)  mit  Vor- 
führung vieler  aus  deren  Schriften  entnommener  Exempel  lehrt  er  die  Algebra 
und  deren  Verwerthung  filr  die  Fhigen  der  Geometrie.  —  Pedro  Nun ez  (1492  — 
1577),  Professor  der  Mathematik  an  der  Universität  zu  Coimbra  und  Cosmograph 
des  Königs  von  Portugal,  schrieb  zuerst  in  portugiesischer  Sprache  ein  Werk  über 
Algebra,  übersetzte  es  dann  selbst  ins  Spanische  und  veröffentlichte  (1567)  es  zu 
Anvers  unter  dem  Titel:  ^^Libro  de  Algebra  en  Ärithmettca  y  Geometria'^,  Er  be- 
ginnt sofort  damit,  dass  der  „fin  de  la  Algebra^*'  bestehe  in  den  „seis  conjugado- 
nes,  porque  son  tres  ooiyugaciones  simples,  y  tres  campiiestas'^  und  er  behandelt 
dann  diese  zugleich  mit  vielen  auch  geometrischen  Uebungsaufgaben  im  Wesent- 
lichen nach  dem  grossen  Werke  des  Frey  Lucas  de  Burgo,  verfehlt  aber  auch 
nicht  (fol.  324  ff.)  der  Leistungen  und  der  Streitigkeiten  des  Hieronymo  Cardano 
und  des  Nicoiao  Tartalla  Erwähnung  zu  thun  und  ist  insbesondere  beflissen,  die 
Lösung  der  cubiachen  Gleichungen  zu  geben,  wofür  er  auch  (fol.  334')  die  be- 
kannten Verse  „Quando  chel  cubo  con  le  cose  apresso  . .  .**  mittheilt. 
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deutschen  Mathematik  des  siebenzehnten  Jahrhunderts,  die  Bevorzugung 
und  die  weitere  Ausbildung  des  praktischen  Rechnens  nämlich,  war  so 
wenig  als  das  Streben  nach  Zal^endeuterei  geeignet,  eine  kräftige  Weiter- 
bildung der  deutschen  Coss  zu  befördern;  gleichwohl  ist  auch  hierbei  einiger 
Männer  Erwähnung  zu  thun,  welche  über  die  Leistungen  ihrer  Vorgänger 
hinausgingen.  So  werden  wir  die  Untersuchungen  zu  besprechen  haben, 
welche  der  Zeitgenosse  und  Bekannte  Kepler's ,  der  Mitei^nder  der  Decimal- 
brüche  und  der  Logarithmen;  Jost  Bilrgi  (1552 — 1632),  anstellte  über 
die  Anzahl  und  die  Aufsuchung  der  Wurzeln  von  auf  den  Kreis  bezüg- 
lichen höheren  Gleichungen ;  ebenso  werden  wir  auch  des  sonnst  unbekannten 
Johann  Junge  „Erfindung*^  besprechen,  d.  h.  seine  Art,  durch  Probiren 
zu  erkennen,  ob  eine  Zahl  Wurzel  einer  Gleichung  sei  oder  nicht,  und 
ebenso  auch  die  Verbesserung,  welche  Nicolans  Beymers  daran  an- 
brachte, derselbe,  welcher,  dem  Cardanus  folgend,  nach  Stifel  wieder  zuerst 
(1601)  in  einer  deutschen  Algebra  die  Klassifikation  der  biquadratischen 
(und  cubischen)  Gleichungen  gab,  deren  Lösungsart  aber  nicht  veröffent- 
lichte; wenige  Jahre  nach  ihm  (1604)  hat  erst  Faulhaber  diese  Lücke  aus- 
gefüllt. 

Die  letzten  Paragraphen  Hessen  es  klar  genug  hervortreten  ^  dass  die 
deutsche  Coss  im  Grunde  genommen  seit  Stifel  zum  Stillstande  gekommen 
war  und  dass  und  warum  die  Zeiten  auch  des  begonnenen  siebenzehnten 
Jahrhunderts  hierin  nahezu  keine  Aenderung  brachten.  Der  Fortschritt  der 
Algebra  knüpft  sich  um  diese  Zeit  und  für  die  folgenden  Jahrzehnte  an 
die  Namen  berühmt  gewordener  Ausländer:  Vieta  führt  in  gewaltig  be- 
deutungsvoller Weise  die  allgemeinen  Zahlzeichen  ein  und  macht  von  der 
neuen  Form  der  Algebra  ausgedehntere  Anwendung  auf  die  Fragen  der 
Geometrie;  Girard  deckt  den  Zusammenhang  auf  zwischen  der  Anzahl  und 
der  Grösse  der  Wurzeln  einer-  und  zwischen  dem  Grade,  bezw.  den  Coeffi- 
cienten  einer  Gleichung  anderseits;  Harriot  zeigt  die  Entstehung  einer  Glei- 
chung aus  der  Multiplikation  einfacher  Faktoren  und  schreitet  wie  Oughtred 
vor  in  der  Kunst  der  Auflösung  von  Zahlengleichungen.  Ueberall  regt 
sich  da  neues  Leben  und  es  beginnt  eine  neue  Wissenschaft  heranzuwachsen ; 
aber  es  ist  dies  zunächst  nicht  mehr  die  deutsche  Coss,  und  hierin  liegt 
es  begründet,  dass  wir  der  unserer  Darstellung  vom  Wesen  und  der  Ent- 
wickelung  der  deutschen  Coss  vorauszuschickenden  Uebersicht  hier  ein  Ziel 
set^n. 

6.  Gliederung.  —  In  dem  vorangehenden  Ueberblicke  wollte  ich  dem 
Leser  in  geordneter  Zeitfolge  die  wichtigsten  Persönlichkeiten  vorführen, 
durch  deren  Leistungen  die  Wissenschaft  der  Coss  theils  gefördert,  theils 
mehr  nutzbar  gemacht  und  zu  allgemeinerer  Kenntniss  gebracht  worden 
ist.  Wenn  ich  dabei  auch  schon  der  verschiedenen  Zweige  gedachte,  durch 
deren  Herauswachsen  sich  aUmfthlich  das  Ganze  der  Coss  ausbildete,    so 
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Benennungen  und  verschiedenartigen  Bezeichnungen,  welche  sie  zur  Dar- 
stellung der  manch  faltigen  Formen  der  cossischen  unbekannten  und  zur 
Andeutung  der  Bechengeschftfte  verwendet  haben  und  wie  in  dieser  kurzen 
Kennzeichnung  für  Ohr  und  Auge  ein  freilich  ziemlich  langsamer  Fort- 
schritt zu  erkennen  ist.  Weiterhin  wird  eine  Darstellung  des  „Algorithmus 
der  Coss*^  ihre  Stelle  finden  müssen,  d.  h.  die  Angabe,  wie  und  in  wel- 
cher Ausdehnung  die  Rechnungsarten  der  gemeinen  Arithmetik  an  den 
„zalen  der  coss  und  ihren  Charakteren'*  durchgeführt  wurden;  denn  gerade 
dieser  Abschnitt  der  Coss  ist  das  damalige  Aequivalent  unserer  heutigen 
Buchstabenrechnung  und  nur  seine  genaue  Beachtung  vermag  den  richtigen 
Standpunkt  zu  gewähren,  von  welchem  aus  ein  Verständniss  für  die  ge- 
schichtliche Entwickelung  der  letzteren  gewonnen  werden  kann.  Unter 
den  verschiedenen  Rechnungsarten  nimmt  aber -die  uns  heute  unter  dem 
Namen  des  Radicirens  geläufige  in  der  damaligen  Zeit  eine  hervorragende 
Stellung  ein,  obwohl  freilich  nicht  in  der  späteren  Allgemeinheit,  dameist 
nur  Wurzelgrössen  des  2.,  3.  und  4.  Grades  zur  Behandlung  kommen ;  aber 
eben  das  Operiren  mit  solchen  Irrationalen  oder  mit  „surdischen  Grössen*', 
wie  ihr  gewöhnlicher  Name  lautet,  nimmt  bei  den  Cossisten  fast  regel- 
mässig einen  besonderen  Abschnitt  ein,  und  das  Gleiche  gebührt  deshalb 
der  Behandlung  dieses  Gegenstandes  auch  in  meiner  Darstellung.  Und 
wenn  letztere,  stets  die  Förderung  des  Verständnisses  geschichtlicher  Ent- 
wickelung im  Auge  habend,  dieses  ihr  Ziel  einigermassen  erreichen  will, 
so  wird  sie  der  Frage  nach  den  Quellen,  aus  welchen  unsere  Cossisten 
schöpften,  nicht  aus  dem  Wege  gehen  dürfen,  einer  Frage ^  welche  bis  jetzt 
nur  im  Vorübergehen  angeregt,  aber^  so  weit  ich  weiss,  noch  nicht  ein- 
gehend behandelt;  viel  weniger  abschliessend  beantwortet  wurde. 

Dem  eben  Dargelegten  entsprechend  werde  ich  nun  den  Stofif,  welchem 
meine  Abhandlung  geyridmet  ist;  gliedern,  und  diese  in  die  folgenden  fünf 
Abschnitte  theilen: 

I.  Von  den  cossischen  Benennungen  und  Zeichen; 
II.  Von  dem  Algorithmus  der  Coss; 

UI.  Von  den  surdischen  (irrationalen)  Grössen; 

IV.  Von  den  Regeln  der  Coss  (Auflösung  der  Gleichungen); 
V.  Von  den  Quellen  der  deutschen  Coss. 


I.  Von  den  cossischen  Benennungen  und  Zeichen. 

6.  Wohl  nirgends  mehr  als  in  der  Mathematik  ist  der  geistige  Gehalt  so 
innig  verknüpft  mit  der  Form,  unter  welcher  er  sich  darbietet,  so  dass 
eine  Vervollkommnung  der  letzteren  sehr  gut  auch  eine  solche  des  ersteren 
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schon  bei  Widman  (1489)  finden  und  dass  dieser  nur  im  Vorbeigehen 
davon  wie  von  einer  hinlänglich  bekannten  Sache  rede,  dass  sie  also  im 
fünfzehnten  Jahrhundert  schon  bei  den  Deutschen  im  Gebrauch  gewesen 
seien.  Ich  meinerseits  finde  eine  Bestätigung  hieftir,  Drobisch's  Ansicht 
entgegen;  auch  bei  Peurbach  (f  1461):  wo  dieser  die  Regula  Falsi  erklärt^ 
verlangt  er^  dass  man  eine  gewisse  Zahl  „cum  signo  denotante  ipsum  (nu- 
merum)  fuisse  additum  uel  dimimätim",  oder  an  einer  andern  Stelle,  dass 
man  sie  anschreiben  solle  „cum  mgno  additionis  uel  diminutionis*^ ,  wobei 
freilich  Peurbach  selbst  die  Zeichen  nicht  gebraucht;  mir  scheint  es  einem 
Zwange  gleichzukommen  ^  wenn  man  hierin  den  Gedanken  an  den  Gebrauch 
der  Zeichen  -f-  und  —  nicht  annehmen  wollte.  Eine  Bestätigung  hiefür 
gibt  das  aus  der  Mitte  des  15.  Jahrhunderts  stammende  und  von  Gerhardt 
aufgefundene  Wiener  Manuscript,  welches  durchgehends  jene  Zeichen  be- 
nutzt and  die  bei  ihrer  Verwendung  zum  Addiren  und  Subtrahiren  dien- 
lichen Regeln  bereits  in  schematisch  übersichtlicher  Form  enthält,  lieber 
die  Zeit  der  Einführung  dieser  Zeichen  und  über  den  Mann,  welchem 
diese  wesentliche  Vereinfachung  zu  danken  ist,  lässt  sich  aber  bis  jetzt 
nichts  Bestimmtes  sagen;  vielleicht  dass  noch  weitere  dem  15.  Jahrhundert 
und  früheren  Zeiten  angehörigen  Manuscripte  aufgefunden  werden,  welche 
hierüber  Aufschluss  zu  geben  vermögen.  Dagegen  hat  es  nicht  an  Hypo- 
thesen gefehlt,  die  Gestalt  dieser  Zeichen  zu  erklären;  am  einfachsten  ist 
die  Annahme,  sie  als  weitere  Abkürzungen  der  schon  für  Plus  und  Minus 
(p  und  m,  oder  t/;  und  (^)  verwandten  Abkürzungen  anzusehen. 

Gleichwie  wir  soeben  von  den  Vorzeichen  erkannten ,  dass  sie  charakte- 
ristisch sind  für  die  deutsche  Coss,  dass  aber  rücksichtlicb  der  Zeit  ihrer 
Einführung  genaue  Angaben  unmöglich  sind ,  in  ganz  derselben  Weise  gilt 
dies  für  die  Zeichen  der  Unbekannten,  theilweise  auch  fttit  deren 
Namen,  wie  sie  bei  unseren  Cossisten  gebräuchlich  sind. 

Das  Bedürfniss  nach  solchen  abkürzenden  Bezeichnungen  für  das  Ohr 
wie  für  das  Auge  hatte  sich  wohl  schon  seit  den  frühesten  Zeiten  der  Be- 
bchäftigung  mit  Algebra  geltend  gemacht.  Schon  die  Inder  haben  (vgl. 
Colebrooke  S.  1 1)  für  die  Unbekannte  den  stehenden  Ausdruck  yavat  —  tavat 
(=  qnanium  —  tantum^  quot  —  tot^  soviel  —  als)  und  für  deren  zweite, 
dritte,  ....  neunte  Potenz  die  folgenden  Namen:  varga,  ghana,  varga- 
varga ,  varga  -  ghana  -  ghata*) ,  varga  -  ghana  (oder  ghana  -  varga) ,  varga- 
varga  -  gJuina  -  ghata ,  varga  -  varga  -  varga,  ghana  -ghana,  so  dass  also 
die  Namen  der  höheren  Potenzen  durch  Potenzining  der  niedrigeren  ge- 
wonnen werden;  beim  Schreiben  wurden  aber  nur  die  Anfangsbuchstaben 
der  betreffenden   Namen   (also  va,  gha,  va-va,   .    .   .)   dem   Zeichen   ya 


*)  Nach  Colebrooke  (S.  5,  Anm.  6)  bat  ^laia  deo  Sinn  von  „Produkt*. 


ßecbaungen  ausführlich  in  Worten  durchgeführt,  indem  sie  dabei  jede  ab- 
solute Zahl  mit  dem  Namen  ntifnerus,  die  Unbekannte  und  deren  Quadrat 
mit  den  Namen  radix  und  census  belegten ;  später  aber  gingen  auch  sie 
zu  Abkürzungen  tlber,  und  so  finden  wir  bei  Lucas  Pacioli  am  Ende  des 
15.  Jahrhunderts  eine  Liste  der  Namen  und  Zeichen  der  29  ersten  Potenzen 
der  Unbekannten,  deren  Anfang  ich  hier  beiTUgen  will: 


cosa 
censo 

cetiso  de  censo 
jirinto  relato 
censo  de  cuho 
secundo  reUito 
eensodecensQ  de  t 


*)  Höhere  Potenzen  a)s  die  sechste  finUea  sieb  nicht  bei  Diophant. 
'*)  Wöpcke  im  Journal  asialiqiie  5.  ser.  tome  IV.  1854.  \>.  31i. 


-    31    - 

Dass  diese  Bezeichnung  auch  während  des  sechzehnten  Jahrhunderts  von 
den  Italienern  beibehalten  wurde,  beweist  uns  z.  B.  Cardanus  (app.  IV,  p.  14). 
Bei  den  Deutschen  dagegen  finden  sich  yon  früh  ab  theil weise  anders 
gestaltete  Namen  und  Zeichen  für  die  gleichen  Begriffe.  So  meldet  uns 
Rudolff,  dass  „die  alten  vnser  vorfam  (angesehen  das  {  so  zalen  jn  gleicher 
Proportion  aufwachsen  {  wie  naturlich  vnd  gleichförmigklich  eine  gebeere 
die  andere  {  Also  das  die  drit  nach  der  vnitet  ist  ein  quadrat  \  fürbas 
allmal  eine  darzwischen  |  die  nehist  aber  ein  quadrat  etc.  Item  die  vierde 
zal  ein  Cubic.  Damach  allweg  nach  zwejen  darzwischen  wiederumb  ein 
Cubic  etc.)  haben  nach  ernstlichem  vleiss  erfunden  die  Coss  |  das  ist  die 
rechnung  von  einem  Ding  |  vnd  die  zalen  nach  natürlicher  Ordnung  ge- 
nennet Dragma  |  Badix  |  Zensus  .  .  .  haben  auch  je  eine  Yon  kürtz  wegen 
mit  einem  Charakter:  genomen  von  anfang  des  worts  oder  namens  ver- 
zeychnet^*,  und  Biese  fügt  dem  bei,  dass  diese  „Zeichen  oder  Benennung 
im  gemeinen  brauch  teglich  gehandelt  werdenn*^ ;  und  beide  stellen  folgende 
Liste  derselben  auf: 

,     Dragma  q> 

Radix  (oder  Coss)  x^  (:g  bei  Widman) 

Zensus  g 

Cubus  cC 

Zensus  de  Zensu  (Zensdezens)  gj 

Sursolidum  (bei  Stifel:  surdesoUdum)  */?  (g) 

Zensicubus  gcC 

Bissursolidum  (Bsursolidum)  big  (9g) 

Zensus  Zensui  de  Zensu  (Zenszensdezens)  ^ 

Cubus  de  Cubo  ccC 

Obwohl  diese  Liste  von  den  beiden  genannten  Cossisten  und  auch 
nach  ihnen  noch  —  von  Apian,  Menher  u.  A.  —  gewöhnlich  nur  bis  zum 
Cubusdecubo  sich  fortgeführt  zeigt,  ist'  doch  daraus  zu  ersehen,  dass  im 
Allgemeinen  die  Bezeichnung  mit  dem  oben  hervorgehobenen  Princip  der 
indischen  übereinstimmt,  die  höheren  Potenzen  nämlich  durch  Potenziren 
der  niedrigeren  zu  gewinnen.  Hiermit  war  es  gegeben,  die  sämmtlichen 
Potenzen,  deren  Exponenten  Primzahlen  sind,  mit  besonderen  Namen  und 
Zeichen  zu  versehen. 

Was  nun  das  Zeichen  für  die  einfache  unbekannte  selbst  betrifft,  für 
die  Badix  oder  Coss  oder,  wie  Biese  sich  charakteristisch  ausdrückt;  für 
;,die  wurtzel  oder  das  dingk  welches  geschwengert  etzliche  Zal  zu  tragen", 
so  ist  leicht  zu  erkennen,  dass  jenes  Zeichen  einfach  eine  Abkürzung  des 
Wortes  radix  ist,  also  ein  kleines  lateinisches  r  mit  einem  eben  die  Ab- 
kürzung bezeichnenden  angehängten  Schnörkelzuge,  und  wenn  noch  ein 
Zweifel  hieran  bestehen  sollte^  so  wird  derselbe  gehoben  durch  einen 
Einblick    in    Apian's    Bechenbuch    (fol.  Z.   3):    dieser   lässt   geradezu    ein 


an,  in  welcbe  nur  der  die  Entstehung  Kennende  nocb  ein  r  hineinzudeuten 
vermochte. 

Das  einem  ß  ähnliche  Zeichen  für  sursdidfim,  d.  i.  „für  ein  taube  Zal 
die  kein  genieinschafft  weder  mit,  dem  quaclrat  Noch  eubo  hat",  hat  mit 
jenem  griecbisehen  Buchstttben  durchaus  nichts  zu  thun;  es  ist  die  Zu- 
sammenstellung eines  langen  und  kurzen  lateinischen  s  (^/i'),  welche  dann 
beim  Schreiben  in  einen  einzigen  Zug  überging  und  demgeniäss  gedruckt 
wurde,  während  in  deutscher  Schrift  das'ß  dafür  eintrat.  Als  man  weiterhin 
zur  siebenten  Potenz  der  Unbekannten  gelangte,  welcbe  „kein  auszzihung 
des  quadrat  noch  cubi  hat ,  sonder  die  im  seihest  gesetzt  ist"  (Riese), 
bildete  man  den  Namen  des  zweifachen  siirsolidtim  oder  „hrsmirsolidum- 
und  bezeichnete  diesen  Begriff  durch  hiß  oder  bß  (wohl  auch  $g),  welches 
Zeichen  bei  Manchen  allmählig  die  Vorstellung  erweckte,  als  sei  es,  dem 
einfachen  ß  als  gleichsam  einem  a/3  entsprechend,  durch  Zusammenstellung 
des  Rang  buch  stabens  b  mit  fi  entstanden,  so  dass  es  in  Folge  davon  dann 
auch  als  ^'^^u''^'"''""''  gelesen  wurde.  Dass  man  die  Reibe  auch  weiter 
fortsetzte  als  bis  zur  neunten  Potenz  der  Unbekannten,  und  wie,  werden 
wir  bald  sehen. 

•)  Zeitschrift  für  Mathematik  und  Physik,  U.  Jahrgang  t.  J.  1S5I,  S,  36Ä, , 
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7.  Die  älteren  Cossisten  füliren  die  in  der  letzten  Liste  aufgestellten 
Namen  und  Zeichen  ohne  weitere  Erläuterung  eiU;  höchstens  daäs  sie  davon 
reden,  wie  ,,vnser  vorfaren  die  zalen  nach  natürlicher  Ordnung  genenet", 
oder  wie  ;;die  alten  weisen  {  welche  dan  zu  allen  zelten  sich  haben  ernstlich 
gefliessen  |  wie  sie  möchten  erfinden  einen  kurtzen  weg  zu  vnderrichten  jre 
befolhen  discipeln  oder  jünger  {  in  der  hochberümbten  kunst  Arithmetica. 
Demnach  ist  durch  sie  in  tag  bracht  die  rechnung  gesprochen  von  einem 
ding  I  oder  de  re  |  vnd  haben  in  einer  ieglichen  rechnung  anfang  gesetzt  { 
es  sei  ein  radix  vnd  darnach  geprocedirt  od'  fürtgangen  nach  laut  der 
auffgab^'  (Grammateus). 

Im  Unterschiede  hiervon  stellt  es  sich  als  ein  Vorzug  StifeFs  heraus, 
dass  er  seine  Darstellung  der  Algebra  mit  der  Angabe  der  Bedeutung 
jener  Zeichen  beginnt,  dass  er  den  Lernenden  nicht  erst  aus  den  Bei- 
spielen den  Sinn  und  den  innem  Zusammenhang  jener  Symbole  errathen 
lässt.  Die  ursprüngliche  Entstehung  des  Namens  „Wurzel'^  klarlegend 
geht  er  davon  aus,  dass  „bei  einer  mit  der  Einheit  beginnenden  geome- 
trischen Progression  als  Wurzel  bezeichnet  wird  diejenige  Zahl,  welche  der 
Einheit  unmittelbar  folgt  und  zwar  desshalb,  weil  alle  folgenden  Glieder 
jener  Progression  aus  dieser  wie  aus  einer  Wurzel  hervorwachsen''  {Ar. 
int.  fol.  310}    6^  erklärt  dann,   dass  die  den  Gliedern  einer  geometrischen 

Beihe   entsprechend   benannten  und  durch  1,  lo^,  Ij,  Ict;  I33* 

angedeuteten  Zahlen  „Cossische  Zahlen''  heissen,  dass  diese  ,, keine  be- 
stimmte Zahl  bedeuten,  noch  auch  irgend  welches  bestimmte  Yerhältniss 
festsetzen"  (ib.  fol.  235^,  und  dass  sie  nur  so  lange  „unbekannt  sind,  bis 
sie  durch  Auf6ndung  einer  Gleichung  gelöst  werden*'.  Weiter  führt  er 
aus,  dass  die  Beihe  der  cossischen  Zahlen  sich  ins  Unendliche  erstrecke, 
wobei  jeder  einzelnen  eine  Rangzahl  („exponens^)  zukomme  und  dass  aus 
eben  diesen  „Exponenten"  die  zugehörigen  „Cossischen  Zeichen"  sich  be- 
stimmen lassen:  man  habe  nur,  falls  der  Exponent  zusammengesetzt  ist, 
diesen  in  seine  Primfaktoren  zu  zerlegen  („resölue  in  partes  suas  aliquotas 
incompositas")  und  für  jeden  solchen  Faktor  das  ihm  zugehörige  Zeichen 
zu  setzen  (so  findet  er  z.  B.  als  „das  cossische  zeichen  an  der  drej  hun- 
dertesten  zal  der  Cossischen  progresz"  das  folgende:  SJcC66)5  ^^^^^  aber  der 
Exponent  nicht  zusammengesetzt ,  müsse  man  ausser  2^  ^  3 »  cC  die  folgenden 
Zeichen  gebrauchen:  /?,  hß,  cß,  dßy  eßy  ....  Man  sieht,  wie  Stifel 
hier  von  der  falschen  Vorstellung  über  die  Entstehung  des  hß  ausgehend 
oder  wenigstens  unter  Anpassung  an  dieselbe  die  übrigen  Zeichen  gebildet 
hat.  Dagegen  macht  Stifel  einen  unleugbaren  Schritt  zur  Vereinfachung, 
indem  er  die  sonst  stets  durch  ein  besonderes  Zeichen  angedeuteten  abso- 
luten Zahlen  eben  nur  nach  ihrem  Ziffemwerthe  ausdrückt,  ohne  ihnen  ein 
begleitendes  Zeichen  beizufügen. 

Erwähnung  verdient  es  noch ,  dass  Stifel  in  seiner  deutschen  Ausgabe 

SuppL  s.  hist.-lit.  Abtb.  d.  Ztiobr.  f.  Math.  n.  FhjB.  3 


Gewiss  ist  diese  Art  der  Bezeichnung  derjenigen  vorzuziehen,  welche 
acht  Jahre  zuvor  in  seiner  „Deutschen  Arithmetica.  Inhalteud.  Die  Hausz- 
rechnung,  Deutsche  Coss.  Eirchrechnung "  (1545)  zur  Verwendung  ge- 
bracht hatte.  In  dem  Bestreben  Mmlicb ,  die  Coss  auch  dem  gesammten 
deatschen  Publikum  zugfinglich  zumachen,  fUbrte  er  deutsche  Benennimgen 
ein,  bei  denen  es  uns  freilich  gewaltig  um  die  Ohren  summt:  „Der  Algo- 
rithmus meiner  deutschen  Coss  braucht  zum  ersten  schlecht  vnd  ledige 
zaie  I  wie  der  gemein  Algorithmus  |  als  da  sind  12  3  4  5  etc.  Zum 
andern  braucht  er  die  selbi^n  zalen  vuder  disem  nameu  |  Snma.  Vnd 
Wirt  dieser  uam  Snma  |  also  verzeichnet  {  Sam:  Als  hie  |  1  Sum:  2  sum 
etc.  ...  So  ich  aber  2  sum  :  Multiplicir  mit  3  sum  :  so  komea  mir 
6  sum  :  sum  :  Das  mag  ich  also  lesen  j  6  summe  summarum  |  wie  man 
den  im  Deutsche  offt  findet  |  suma  sumarum  ....  Soll  ich  multipUciren 
6  sum  :  sum  :  sum  :  mit  12  sum  :  sum  :  sum  :  So  sprich  ich  |  12  mal  6. 
macht  72  sum  :  sum  :  sum  :  sum  :  sum  ;  sum  .  .  ."U 

8.  Ausser  der  zu  Anfang  des  vorletzten  Paragi'apben  dargestellten  und 
weitaus  gebrSuchlichsten  Art  die  eossiscben  Zahlen  zu  nennen  und  zu 
schreiben  gab  es  aber  in  Deutschland  noch  andere,  welche  mehr  darauf 
Bdcksicht  nahmen,  die  Rangstufe  der  betreffenden  Zahl  kenntlich  zu  machen. 
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Den  Versuch  StifeFs  haben  wir  soeben  kennen  gelernt.  Aber  auch  Gram^ 
mateus  schon,  der  Vorläufer  BudolfPs,  spricht  sich  aus  wie  folgt:  „Wan 
zalen  (wie  1,  2,  4,  8,  16,  32,  .  .  .)  sein  nach  einander  geschriben  nach 
Haltung  einer  proportion  |  so  verzeichne  ein  iegliche  quantitet  mit  der  zal 
jrer  Ordnung  als  inn  proportione  dupla  |  setz  vber  2  die  zal  1  {  vber  4 
schreib  2  |  auch  mach  auff  8  welche  ist  die  dritt  quantitet  3 


N. 

1 

2 

8 

4 

5 

6 

7 

1 

2 

4 

8 

16 

32 

64 

128 

Damach  sein  solche  ordentlich  zal  nach  der  proportz  gesetzt  auszzusprechen  | 
als  2  ist  die  erst  quantitet  |  4  die  ander  quantitet  |  vnd  die  drit  quantitet. 
Also  fürbass  8  etc."  Und  wird  als  „anfang  gesetzt  |  es  sei  ein  radix  .  .  . 
so  komen  mancherlei  namen   der  quantitet  |  als  |  census  |  cubus  |  census 

de  cen  etc Vnd  vil  andere  namen  sich  noch  geben  |  von  welchen 

ich  alhie  nit  weiter  wil  meidung  thun  |  sunder  meine  meynung  ftlr  mich 
nemen  .  .  .  endtlich  sein  disz  die  namen  welche  man  braucht  in  gegen- 
wertiger rechnung  {  als  numerus  also  geschriben  |  N.  la  •  pri  •  2a  •  se  • 
3  a  •  ter  •  4  a  •  quar  •  5  a  •  quin  •6a-  sex  .  .  •  .'*  Demnach  stellt  sich  bei 
Grammateus  in  der  Form  9 ter  +  30 se  —  6pri  +  48 N  dar,  was 

wir  heute  durch  9a;^  +  30a;^  —  6  a;    +48      bezeichnen. 

In  einer  hiervon  etwas  verschiedenen,  doch  gewiss  minder  guten 
Weise  hat  später  Scheubel  (1551)  den  Bang  der  einzelnen  Benennungen 
auch  durch  die  Bezeichnung  ausgedrückt.  Nachdem  er  nämlich  die  ge- 
wöhnlichen cossischen  Namen  und  Zeichen  angegeben  hat,  bemerkt  er, 
dass  dieselben  sich  ins  Unendliche  erstrecken;  woraus  ftlr  die  Benennung 
ein  Hindemiss  erwachse^  dass  er  also  hierfür  die  ja  auch  ins  Unendliche 
verlaufende  Beihe  der  natürlichen  Zahlen  verwerthen  wolle:  so  behält  er 
für  Numerus  das  Zeichen  tp  und  für  Badix  das  Zeichen  ra,  bei;  benennt 
dann  aber  weiterhin  j,  weil  durch  einmalige  Multiplikation  von  ra,  mit 
ra,  entstanden,  2^^  Frima  QuantUas ,  und  entsprechend  et,  .  .  .  BJs^  .  .  . 
TJs  ('=  Tersursolidum) ,  ...  als  Secunda,  .  •  ,  Sexta y  .  .  .,  Decima  Quan- 
titas  .  .  .  und  gebraucht;  für  dieselben  durchgängig  die  abkürzenden  Zeichen: 

pri.y  se.,  ter.,  quar.,  quin.,  sex. <f  .  .  .  .,  dec, 

So  entgeht  er  zwar  dem  Vorwurfe,  welcher  später,  z.  B.  von  Clavius, 
gegen  diese  Bezeichnung  erhoben  wird,  dass  nämlich  bei  etwaiger  Ver- 
wendung von  gewöhnlichen  Zahlzeichen  zu  diesem  Zwecke  leicht  eine  Con- 
fusion  eintreten  könne  zwischen  ihnen  und  sonst  in  der  Bechnung  vor- 
kommenden Zahlen;  aber  gleichwohl  hat  die  Folgezeit  diese  Bezeichnung 
nicht  angenommen,  sondern  ist  längere  Zeit  noch  bei  der  von  den  ältesten 
Cossisten  gebrauchten  stehen  geblieben. 

Bei  Bamus  und  dessen  in  Deutschland  lehrendem  Schüler  Salignac 
macht   sich   wieder  eine   andere  Art  der  Benennung  tind  der  Bezeichnung 

3* 


-    37    — 

darstellt,  und  er  benennt  dabei  die  übergeschriebenen  Zeichen  als  ;,  Characte- 
risttci*^  oder  „Ikponentes'' ,  Der  die  Arbeiten  von  Heymers  benützende 
Faulhaber  kehrt  aber  wieder  zu  der  Stifel'schen  Bezeichnung  zurück,  ge- 
braucht übrigens  wie  Beymers  das  Zeichen  -i-  statt  des  Minuszeichens. 


n.  Vom  Algorithmus  der  Coss. 

9.  Im  einleitenden  IJel)erblicke  habe  ich  schon  erwähnt,  dass  die  im  vorigen 
Abschnitt  angegebenen  Namen  und  Zeichen  fttr  die  Unbekannten  und  deren 
Potenzen  nur  erfunden  wurden ,  um  innerhalb  der  Gleichungen ,  welche  zur 
Ermittelung  des  Werthes  der  unbekannten  dienen ;  verwendet  zu  werden. 
Da  aber  jede  Umformung  solcher  Gleichungen,  wie  sie  ja  behufs  Anwendung 
der  „Begeln  der  Coss'^  nöthig  wurde,  stets  schon  ein  Bechnen  mit  Aus- 
drücken war,  in  welchen  die  verschiedensten  Zusammenstellungen  eben 
jener  Symbole  vorkamen  ^  so  entwickelte  sich  neben  den  Begeln  der  Coss 
auch  der  „Algorithmus  der  Coss**;  d.  h.  die  zusammenhängende  Darstellung 
der  Lehre,  wie  die  Bechnungsarten  der  gewöhnlichen  Arithmetik  auch  an 
den  „zalen  der  coss  vnd  iren  Charakteren**  durchzuführen  seien.  Das  Näm- 
liche meint  Budolff,  wenn  er  sagt,  dass  der  „ algorithmus  der  Coss  zu 
latein  genent  würt  {  da  additis  et  diminutis  integrorum  vnd  in  Brüchen: 
dz  ist  von  zugesetzten  vnd  abgezogenen  zalen**. 

Naturgemäss  geht  der  mehrfach  genannte  Algorithmus,  dessen  eigent- 
liche Bestimmung  Grammateus  z.  B.  durch  die  Beifügung  „dienend  den 
regeln  Cosse*'  andeutet ,  der  Angabe  dieser  letzteren  selbst ,  also  der  eigent- 
lichen Lösung  der  Gleichungen  voraus:  so  ist  dies  in  der  That  bei  Gram- 
mateus, Budolff,  Stifel,  Menher,  Scheubel  u.  A.  Und  meist  werden  nur 
unsere  heutigen  vier  Grundrechnungsarten  abgehandelt,  seltener  wie  von 
Stifel  auch  das  Ausziehen  der  Wurzeln. 

10.  Dass  beim  Addirenund  Subtrahiren  nur  je  die  „zalen  gleicher 
benenung**,  „die  quantitet  eines  namens*'  vereinigt  werden  können,  findet 
sich  stets  in  gleicher  Weise  ausgesprochen;  die  Angabe,  wie  dieses  zu  ge- 
schehen habe ,  macht  regelmässig  ein  Beachten  der  Vorzeichen  noihwendig. 
Hierbei  werden  gewöhnlich  die  einzelnen  möglichen  Fälle  der  Zusammen- 
stellung unterschieden,  und  zwar  entweder  so,  dass  tabellarisch  die  Ver- 
haltungsmassregeln  angegeben  werden,  wie  z.  B.  von  Budolff,  welcher 
dem  Beispiele  des  aus  der  Mitte  des  15.  Jahrhunderts  stammenden  Wiener 
Manuscripts  folgend  vorschreibt: 

Wan  du  [  _]  >  mit  <  _  ?  addir  vnd  schreib  <  _ 

—  1   Subtrahir  ein  zal  vö 


wilt      I  +1  mit  |~| 


d  andern  |  schreib  zum  übrige  ds  seiohe  der  gröasem. 


nutneri  Signum).  Sed  B  (^  Subtradio)  pon'd  S  (^  Swpcrioris  numeri  Signum). 

Bequem  für  den  prakUschen  Gebrauch  lehrt  er  auch  betreffs  der  Sab- 
traktioD  kurz  die  Vorschrift:  „Soll  ich  snbtrahiren  ....  setz  die  ange- 
zeigte zal  flugs  hernach  mit  disem  vorteyl.  wo  ich  -j-  hab  |  da  setze 
jch  — ,  vnd  wo  jch  —  hab  |  da  setz  ich  +•  so  ist  das  subtrahiren  ge- 
schehen." 

Entsprechend  der  allgemeinen  Sitt«  der  damaligen  Zeit*)  ist  natürlich 
von  einer  Begründung  der  Richtigkeit  solcher  Kecheu Vorschriften  niemals 
die  Rede. 

11.  In  Bezug  auf  die  Multiplikation  unterscheidet  man  auch  dem  Aus- 
drucke nach  erat  am  die  Mitte  des  16.  Jahrhunderts  scharf  „Signum, 
numerus,  character"  des  einzelnen  Gliedes  (Scheubel)  und  hebt  derauach 
hervor,  dass  „wohl  zu  mercken  ist  |  wie  der  selbig  AI gorith mos  j  in  gan- 
tzen  Cossiscben  zalen  |  in  sich  schleuszt  drey  Algorithmos.  Erstlich  den 
gemeynen  Algorithmum  von  gemeynen  zalen.  Zum  andern  \  den  Algo- 
ritbmum  von  Cossiachen  zcjchen.  Zum  dritten  den  Algorithmum  diser 
zweyen  zeychen  -f-  und  —  ■"  (Stifel).  Dasa  man  aber  bei  Multiplikation 
von  mehrgliedrigen  Ausdrucken  „alle  mal  ein  ieglicbe  vnder  quantitet  in 

*]  Vgl  meio  ,  ßechacn  im  16.  Jahrhundert",  S.  9  u.  boqeL 
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allen  obem  multipliciren  muss'S  gibt  in  deutlichen  Worten  schon  Gram- 
mateus  an.  Als  Zeichenregel  wird  überall,  jedoch  in  verschiedener  Breite 
des  Ausdruckes ;  unsere  heutige  den  Indern  schon  geläufige  angegeben,  am 
kürzesten  bei  Stifel:  „Eadem  signa  ponunt  Signum  additorum:  diuersauero 
Signa  ponunt  Signum  suhtradorum" ',  dass  Scheubel  hierbei  schon  die  Aus- 
drücke Signum  affirmatiuum  und  priuatiuum  u£l  negatiuum  gebrauchte, 
darf  wohl  besonders  erwähnt  werden. 

Von  einer  irgendwie  auch  nur  plausibeln  Erläuterung  des  Grundes 
solcher  Zeichenregel  ist  natürlich  nirgends  die  Bede,  und  Clavius  sagt 
geradezu,  nachdem  er  die  Gleichwerthigkeit  von  ( —  a)  •  ( — d)  mit  (+  a)  •  (+  «) 
hervorgehoben:  „debüiias  ingenii  humani  accusanda,  quod  capere  non  potest, 
quo  paäo  id  uerum  esse  possU." 

Yerhältnissmässig  am  schwierigsten  war  es  damals,  wo  jede  der  Po- 
tenzen der  Unbekannten  meist  ihr  besonderes  Symbol  hatte ;  in  Kürze  den 
Namen  des .  Produktes  und  das  zugehörige  cossische  Zeichen  anzugeben. 
Mehrfach  findet  sich  zu  diesem  Zwecke,  der  Einmaleinstabelle  entsprechend 
gebildet,  eine  vier-  oder  dreieckige  Tafel  mit  doppeltem  Eingänge,  aus 
welcher  das  Gewünschte  unmittelbar  zu  entnehmen  war,  so  bei  Grammateus, 
Rudolff;  da  aber  nach  des  letzteren  Ausdruck  „die  tafel  schwer  ist  ins 
him  zu  bringe  |  noch  schwerer  zu  behalten*^,  so  war  es  auch  bei  den- 
jenigen ,  welche  nicht  wie  Grammateus  oder  Scheubel  die  Beihe  der  natür- 
lichen Zahlen  zur  Kennzeichnung  der  Bangstufe  benützten,  allgemeiner 
Brauch,  die  Beihe  der  ganzen  Zahlen  anzuschreiben  und  darunter  je  die 
entsprechenden  cossischen  Zeichen :  „wan  du  dan  multiplicirst  zusamen  zwo 
quantitet  |  so  entspringet  ein  quantitet  |  über  welcher  steet  die  zal  welche 
sich  erzeygt  |  wan  du  solche  obgesatzte  zal  der  zweyer  quantitet  zusamen 
zu  multipliciren  addirst^',  sagt  Grammateus,  und  Budolff  kürzer  schreibt 
vor:  „um  zu  wissen  den  nam  eines  products  {  addier  die  zalen  so  gefunde 
werde  über  den  zweien  quantitetn  weih  du  mit  einander  multiplicirst^^ 
Stifel  aber,  welcher  die  übergeschriebene  Zahl  den  „Exponenten*^  der  cos- 
sischen Zahl  nennt,  kann  in  ganz  modemer  Weise  als  Multiplikations-  und 
Divisionsregel  aufstellen:  „Ikponentes  signorum,  in  muUiplicatione  adde,  in 
diuisione  suhtrahe,  tunc  fit  exponens  signi  fiendi"  (Arühm,  int,  föl.  236^). 

Zur  Erläuterung  der  Schreibweise  füge  ich  die  folgenden  Exempel  bei : 

Grammateas :  Stifel : 

6pri.  +    8N 

Durch  6  J   +    Ö  ae  —    6 

5  pri.  —    7  N.  2  j    —    4 


30  se.    -f-  40  pri.  12  jj  +  16  cC  —  12  j 

-  42  pri.  —  56  N.  —  24  3  —  32  ae  +  24 

30  se.    —    2pri.  —  56N.  12  gj  +  16  cC  —  36  j  —  32  ae  +  24 


»umer&mm"  bei  Stifel),  welcher  übrigens  leicht  abzuhandeln  war:  denn 
„allhie  iat  durch  alle  species  zu  thuu  {  nie  in  gemeynen  brUchen  gelert 
ist".  Wie  aber  hierbei  verfahren  wurde,  habe  ich  in  meiner  Abhandlung 
über  „das  Rechnen  im  16.  Jahrhundert"  (8.  78 — 83)  auslUhrlich  darge- 
stellt, so  dass  ich  mich  hier  kurz  fassen  kann,  wohl  am  besten,  indem 
ich  einige  Beispiele  vor  Augen  führe. 
Addition  und  Subtraktion. 


(Grammateus) : 


(Rudolff) : 
(Scheubel) : 


36  qnin 
lag  —  2 

i8N  _ 

7  pri  12 
meri  diiiisi 
fabrung : 


6  quar  '    " 
19  H 


uttiplicir  durch  das  creutz'-'vnd  steht": 


12 


Rest 


148- 


lA 


48W 
^—  3~pri  ' 
in  Septem  primas  elc.  .  .  .]   in  folgender    Aas- 


12je-t-24 
.  [gesprochen :  dvodequinquaginta  nu- 
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576  ra,  —  ^%Opri 


336  j?ri 

48  JV 


12  ra  —  ^pri        Ipri 


bl^ra  —  144  j?n 
,    48  iV       ^  ^,  576  ra.  — .  480  j>ri 


84  5C.  —  21  fer. 


(Salignac) : 


84  se.  - 

6  ^g'        10  5 
2>(y 


21  'ter 


?5 


ad 


3^ 
5^ 


^    6f(7+  105       ,6c+  10 

toius  est    -    -■. vd  — r^-, — 

15  gc  15  { 


löge 


Si  notas  ante  additionem  reducas,  addUio  sie  erü: 

6c        10 


2^ii      ,  2h jf 


5i 


ad 


b^l 


-ir  od  7n 


totus  est 


6c  +  10 
152 


5* 


5 


161 


Multiplikation  und  Division. 

8  ter 


Grammateus:   l^**  mit 


6  se 


fifibt  — oder  reducirt  firibt  es 

10  quart  ^       60  •  6a  ^«""^"^«'  K*""  ^"^  qq  g^^ 


oder 


Rudolff: 


1  3e  durch 


5  sec 

l2g 


+  UStehtalso  l^X?^?+-^20foe..-200^ 
100^   ic»i^ut«öu    ^  ..-\      2QQ       '**'"  22e+300 


Scheubel : 


Zc>- zu  theilen  „m" — : ist  fflejch 

12  ra  '  9jm 

45  ter  +  60 j?ri    .  ^^24j>n+32iV  45^er+60j?ri 

Sbpri         ""^  36  pH         ^      24i>ri  +  32  iV  ' 

Bei  solchen  Rechnungen  stellte  sich  oft  genug,  sei  es  um  das  ge- 
wonnene Resultat  oder  um  gegebene  Grössen  zu  vereinfachen^  die  Auf- 
gabe ein,  ^,zu  reducirn  brüch  in  kleynsten  namen".  Diese  lösen  die 
Meisten  ohne  weitere  Erklärung;  Grammateus  aber  gibt  die  Vorschrift: 
^fSetz  die  zwen  namen  vber  einander  {  das  ist  den  namen  den  mann  teylt  | 
vnd  das  dardurch  dan  solchs  würt  getejlt  |  vnd  bring  einen  ieglichen  na- 
men einer  quantitet  in  den  nechste  vor  jm",  und  Stifel  unterscheidet  eine 

/           27/? +  24  et             27i+24\ 
reduäio  ad  terminos  signorum    Iz,  B.  —  -{irzp f^^^  — ^9 )     ^^^ 

/                                             27  i  +  24 
eine  reductio  ad  terminos  wumerorum  (  z.  B.  das  eben  gewonnene  — ^-^ 

facit  ^)  . 


Er  erinnert  dabei  an  die  Wichtigkeit  der  Zahlen,  welche  später  Bi- 
nom inalcoerficienten  genannt  wurden  und  fOgt  auch  bei  „die  tafet  sollicher 
zalen  die  man  brauchet  zn  sollicbe  extrshiren  von  allerley  wurtzeln",  nämlich: 


80  weyt  iat  yetzt  gnng. 

15.  War  irgend  eine  der  ßechnungearten  durchgeführt,  so  verlangte  die 
YOm  gewöhnlichen  Buchnen  her  erworbene  und  festgewurzelte  Qewohnbeit, 
die  Blchtigkeit  des  Resultates  zu  prüfen.  80  findet  sieb  denn  auch  meist 
eine  Anleitung  zur  Anstellung  der  Probe.  Die  Ümkebrung  der  Rechnungsart  ' 
war  hier  naheliegend  und  wnrde  auch  empfohlen;  allgemeiner  aber  findet 
sieb  der  Rath  und  Befolgung  des  Rathes  „  den  radix  in  etlicb  9  zu  resol- 
niren",  d.  h.  an  Stelle  der  Unbekannten  oder  unbestimmten  irgend  wel- 
chen Zahlenwertb  zu  setzen  und  die  in  der  Aufgabe  gegebenen  „zalen  in 
iro  numeros  zu  resoluiren:  multiplicir  (beiw.  addir  n.  a.  w.)  dann  ein  re- 
solutzen  mit  der  andern  |  kompt  dann  die  resolution  der  mteristen  zal  { 
so  hast  du  recht  gemultiplicirt"  (Rudolff). 

Um  solche  Probe  mit  grosserer  Bequemlichkeit  jedesmal  durchfuhren 
zu  können,  bilden  sieb  mehrere  der  Coseisten  ein  fOr  allemal  eine  hiefllr 
geeignete  tabellarische  Zusammenstellung,  wie  etwa  die  folgende: 


2 

4 

8 

16 

32 

64    ]   128 

i 

4 

Vt 

A. 

rfr 

34 

iH 

m 

■avr 

7 

49 

343 

2401 

16807 

AuB  dieser  entnehmen  sie  dann  znm  Zwecke  der  Probe  die  verschiedenen 
Potenzen,  setzen  dieselben  in  die  Beetsndtheile  der  bei  der  Aufgabe  zur 
Betrachtung  gekommenen  Werthe  ein  und  Beben,  ob  so  dasselbe  Besultat 
sich  ergibt,  wie  wenn  sie  diese  Einsetzung  in  dem  Ergebnisse  der  Auf- 
gabe einsetzen. 
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15.  Jahrhunderts  ein  besonderes  Zeichen  für  die  Quadratwurzel  gebraucht 
wird,  beweist  das  mehrfach  erwähnte  Wiener  Manuscript.  In  diesem 
schreibt  die  unten  noch  anzuführende  neunte  und  zehnte  Regel  vor,  man 
solle  beim  Quadriren  einer  Quadratwurzel  den  vor  der  betreffenden  Zahl 
stehenden  ,,Punkt*^  einfach  weglassen.  Damals  diente  also  ein  einer  Zahl 
vorgesetzter  Punkt  als  Quadratwurzelzeichen  ^  welches  beim  Schreiben  dann 
wohl  in  einen  Punkt  mit  angehängtem  Strichlein  überging.  Während 
dann  Biese  nur  das  einfache  Zeichen  Y  für  die  zweite  Wurzel  gebraucht, 
bemerken  wir,  dass  Rudolff  „vermerckt  von  kürtz  wegen  radix  qua- 
drata  mit  solchem  Charakter  y.  Als  ^4  •  bedeutet  radicem  quadratam 
ausz  4  •  ist  2,"  „radix  cubica  würt  bedeut  durch  solchen  Charakter  CM^'*,  und 
,,radicis  radix  |  das  ist:  radix  quadrata  ausz  der  geuirten  wurtzl  würt  ver- 
merkt durch  solchen  Charakter  (^";  dagegen  benützt  Budolff  für  die  zu- 
weilen erwähnten  höheren  Wurzeln,  wie  für  „Radix  cubica  ausz  der  radix 
von  radice  {  oder  radicis  radix  von  radice  cubica  *',  keine  besonderen 
Zeichen. 

Rudolff  macht  unter  den  Radicanden  „dreierlei  vnterscheidt.  Die  ersten 
werden  gesprochen  racionaln  |  sein  wolgeschickte  zalen  |  hat  je  eine  in 
sunderheit  radicem.  als  in  quadratis  4  vnd  9.  in  cubicis  8  vnd  27  etc. 
Die  andern  werden  genent  comunicanten  |  sein  mittermessig  zalen. 
haben  nit  radicem  sunder  wan  sie  in  der  proporcion  am  kleinsten  ge- 
macht sein:  werde  sie  racional.  als  8  vn  18  kleiner  gemacht  |  geben  4 
vnd  9.  Die  dritten  heissen  irracionaln  {  sein  gantz  vngeschickte  zalen. 
haben  nit  radicem  {  werden  auch  nit  racional  wen  sie  in  der  proporcion 
am  kleinste  gemacht  sein  |  als  14  vnd  12.'^ 

Wie  nun  mit  den  Wurzeln  aus  solchen  Radicanden  die  verschiedenen 
Rechnungsarten  durchzuführen  seien ;  lehrt  Rudolff  im  Einzelnen ,  indem  er 
zuerst  den  ,;  algorithmum  zum  latein  genent  de  surdis  quadratorum  ^*  be- 
handelt. Wie  nämlich  schon  Leonardo  Fibonacci  (1202)  das  Wort  surdus, 
vermuthlich  die  üebersetzung  der  arabischen  Uebersetzung  des  griechischen 
Kunstwortes  icXoyog  oder  S^^fjxog  gebraucht,  so  benützen  dieses  auch  seine 
Landsleute  der  folgenden  Zeit  und  so  auch  unser  Rudolff.  ,;Numerus  surdus 
heysset  nämlich  ein  zal  ausz  welcher  nicht  möglich  ist  radicem  zu  extra- 
hiren  vn  doch  nicht  dest  weniger  solliche  radix  verzeychnet  wirt."  Das 
Addiren  und  Subtrahiren  der  Quadratwurzeln  lehrt  er  wie  die  Jahrhun- 
derte  vor  ihm   in  einer  Weise ,   welche  wir  heute  kurz  durch  die  Formel: 

j/a  +  yb  =  Va  -j-  6  +  ^^40  6  andeuten  können;  er  aber  muss  deren 
Lihalt  ausführlich  in  Worten  darstellen:  „Thu  zusamen  die  quadrat  |  das 
collect  behalt  |  darnach  multiplicir  ein  quadrat  mit  dem  andern  |  das  darausz 
komen  ist  |  multiplicir  mit  4  •  Radicem  quadratam  disz  letsten  products  | 
thu  zum  erst  behaltnen  colleet  |  Badiz  quadrata  diser  som  erfüllet  deyn 
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rithmum  zu  latein  genennt  de  binomiis  et  residuis*^  indem  er  Euklid  fol- 
gend unter  Binomium  ein  „zwinämig  zal    |    fUrend  mit  ir  das  zeichen   -\- 

Als  5  -f-  yi  ^^y  unter  Besiduum  aber  „auch  ein  zwinSmig  zal  gebunden  mit 

dem  zeichen  —  Als  5  —  yl  "  versteht.  Solche  durch  die  Rechnungsarten 
zu  verbinden,  bedarf  es  zunächst  der  Eenntniss  der  Regeln  von  den  Zeichen, 
welche  ich  oben  (S.  38)  mitgetheilt  habe:  im  Einzelnen  ist  beim  Addiren 
und  Subtrahiren  zu  beachten,  dass  „die  absoluten  zalen  zu  einander  vnd 
darnach  die  denominirten  zalen^'  fdr  sich  addirt  werden,  beim  Dividiren 
aber  ,,mustu  mercke  auff  dreierley  vdterscheidt  der  teiler.  Nemlich  ob  der 
teuer  ist  ein  eintzige  denominirte  zal  oder  ein  eintziges  absolut  oder  ob  er 
ist  ein  binomium  oder  residuum."  Im  letzten  Falle  soll  man  „die  zal  so 
geteilt  werde  sol  vn  auch  den  teiler^^  mit  dem  Residuum  bezw.  Binonium 
multipliciren,  wodurch  der  Theiler  zu  einem  ,^absolutischen"  werde  (nach 
Eucl.  VU,  17),  d.  h.  es  sei  die  Formel  anzuwenden: 


X 


^  _  X '  (j/a + y^) 


Va  +  j/h  a  —  h 

Alle  diese  Vorschriften  werden  jedoch  von  Rudolff  durchaus  ohne  Be- 
weise mitgetheilt,  höchstens  einmal  mit  einem  Hinweise  auf  Euklid  begleitet. 
Dem  beim  Zahlenrechnen  gebräuchlichen  Verfahren  entsprechend  *)  gibt  er 
aber  zum  Schlüsse  stets  eine  „Gemein  prob  über  alle  species**  und  es  be- 
steht diese  darin,  die  Wurzeln  wirklich  auszurechnen  und  so  die  Richtig- 
keit des  erlangten  Resultates  zu  bestätigen;  obwohl  nun  aber  „in  comuni- 
canten  vnd  irraconaln  nit  möglich  ist  |  dz  man  die  wurtzl  volkumlich  ausz- 
ziehe  |  jedoch  mag  die  radix  so  gnaw  gesucht  werden  |  das  sie  allen  zweifl 
hinwegneme'S 

Ich  hob  hervor ,  dass  Rudolff  jeder  der  von  ihm  betrachteten  drei  Arten 
von  surdischen  Grössen  eine  besondere  Behandlung  zu  Theil  werden  lässt; 
doch  hat  er  selbst  die  Bemerkung  gemacht  (Fol.  F^),  „das  nit  hoch  von 
nöte  wer  gewesen  |  die  species  jedes  algorithmi  in  sunderheit  zu  erklären^S 
er  fUhlte  also  wohl  die  Gleichartigkeit  des  Inhaltes,  offenbar  aber  fehlte 
ihm  die  Form,  derselben  vermittelst  einer  allgemeineren  Bezeichnung  Aus- 
druck zu  geben. 

Es  sollte  noch  lange  dauern,  bis  diese  gewonnen  war;  doch  Stufe  um 
Stufe  sieht  man  in  den  folgenden  Zeiten  die  Annäherung  sich  vollziehen. 
Und  gerade  um  diesen  stufen  weisen  Fortschritt  beurtheilen  zu  können, 
wäre  uns  Apian's  Darstellung  der  Coss  von  grosser  Wichtigkeit;  denn 
der  Gehalt  seines  Rechenbuches  überhaupt,  insbesondere  sein  neues  Ver- 
fahren, die  fünfte  und  höhere  Wurzeln  auszuziehen**),  geben  uns  die  Be- 


*)  VgL  mein  „Rechnen  im  16.  Jahrhundert*',  S.  57. 
**)  Vgl.  mein  „Rechnen  im  16.  Jahrhundert**,  S.  77  f. 
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der  Irrationalgrössen  sich  angenommen  hatte,  nachdem  sie  beinahe  18  Jahr- 
hunderte brach  gelegen.  Pacioli  gibt  so  wenig  als  Euklid  selbst  Aufschluss 
über  den  Weg,  auf  welchem  letzterer  zu  seinen  13  Arten  der  Irrationalen 
gekommen  war;  dagegen  führt  uns  Stifel  ein  in  den  Gedankengang  des 
griechischen  Geometers  und  zeigt,  wie  derselbe  durch  geometrische  For- 
derungen zu  seinen  merkwürdigen  Eintheilungen  gekommen.  Pacioli  folgt 
treulich  den  Spuren  Euklid's  und  führt  in  arithmetischer  Form  dessen  Er- 
gebnisse vor ,  sich  strenge  an  das  haltend ,  was  der  Meister  gelehrt ;  Stifel 
aber  erhebt  sich  frei  über  Euklid  und  vervollständigt  dessen  Aufzählungen, 
wo  sie  Lücken  zeigen.  Pacioli's  Darstellung  bleibt  dem  Inhalte  nach  stehen 
auf  der  Stufe  Euklid' s;  Stifel  aber  giesst,  seine  eigene  vorgeschrittene 
Kenntniss  und  allgemeinere  Auffassung  verwerthend,  jenen  Inhalt  in  neue 
Form  und  vereinfacht  die  Behandlung. 

Er  unterscheidet  sofort  zwei  Gattungen  von  irrationalen  Ausdrücken: 
Hauptarten  (species  prindpales)  und  Nebenarten  (species  minus  principaks). 
Zu  den  ersteren  rechnet  er  fünf  verschiedene  Arten:  1)  die  einfachen 
Irrationalen  oder  die  Medialen  (Numeri  irraUanales  simplices.  Mediales), 
deren  es  eine  unendliche  Menge  verschiedener  gibt,  wie  die  quadratisch 
Medialen,  die  cubisch,  die  zensizensisch  ....  Medialen;  diese  bezeichnet  er 
in  der  vorhin  angegebenen  Weise;  2)  die  zusammengesetzten  Irra- 
tionalen (N.  L  composüi),  welche  entweder  eine  Summe  von  zwei  Me- 
dialen derselben  Art  sind  und  dann  Bimediale  heissen  (wie  f^g^l8  -|-  Vih^) 
oder  eine  Summe  aus  einer  Bationalen  und  einer  Medialen  oder  aus  zwei 
Medialen  verschiedener  Art  und  dann  Binomiale  heissen  (wie  6  -{-  y^l2 
oder  J^j  12  +  J^ctl2,  das  erstere  z.  B.  lateinisch  gelesen  als  „Sex  plus 
radice  zensiea  de  12^^)'^  die  zusammengesetzten  Radicale  (N,  i.  radi- 
edles  compo»iti)y  d.  i.  Quadratwurzeln  aus  zusammengesetzten  Irrationalen, 
welche  Stifel  in  folgender  Weise  bezeichnet:  Kj  •  K3I2  -f-  ^j8  oder  jKg  •  6 
-|-^3l2;  4)  die  gleichsam  zusammengesetzten  Irrationalen  (N, 
i.  tanquam  composüi)^  welche  den  unter  No.  2  aufgezählten  entsprechen, 
jedoch  durch  das  Subtraktionszeichen  zusammengefügt  sind,  also  ebenfalls 
in  zwei  Unterarten  getheilt  werden  können:  in  bimediale  Besiduale 
und  in  binomiale  Residuale;  5)  die  gleichsam  zusammengesetz- 
ten Radicale  (N,  i,  r,  tanquam  compositi)^  wie  z.  B.  ^j  •  6  —  Yi  12  u.  s.  w. 

Zu  den  Nebenarten  der  Irrationalen  rechnet  er  aus  mehreren  Gliedern 
zusammengesetzte    Ausdrücke,    wie    J^323  -j-  J^jl2  +  J/j8   oder  Yn^OO  -[- 

yplOQO  -j-  FKIO  -f  yhß2,   weiche   man  als  Trimediale, ,    Quadri- 

nomiale  u.  s.  w.  bezeichnen  könnte.     Eben  dahin  gehören  auch  Formen  wie 


die,  welche  wir  heute  durch  r  ^6  +  2  —  V^^  +  ^12  bezeichnen  würden, 
und  die  ich  nur  anführe,  um  StifeFs  Bezeichnung  deutlich  zu  machen;  er 
schreibt  dies  in  folgmider  VS  ''      ''-6  +  2 Vvl'V(l^  +  yi\  12. 


und  multiplicire  die  einzelnen  Glieder  mit  6;  die  entstehende  Reihe 

6     fjr(,139968     Kc£U8     J^c£  108     Vcil^ü     Ki<£11337408      18 
enthält  dann  die  gegebenen  und  gesuchten  Grössen. 

So  —  schreibt  Stifel  vor  —  bilde  man  stets  eine  mit  1  beginnende 
geometrische  Beihe,  deren  Gliederzahl  die  der  einzuschaltenden  Grössen 
um  2  abertreffe  und  deren  Quotient  gleich  dem  der  gegebenen  Grössen  sei, 
dann  setze  man  den  Gliedern  der  Keibe,  falls  1,  2,  3,.  .  .  Grössen  einzu- 
schalten sind,  bezüglich  das  Zeichen  Cj,  ^c(,  fj3,  /'jc( ,  .  .  .  vor,  fahre 
wo  möglich  die  angedeuteten  Wur^elausdrUcke  auf  einfachere  znrUck  und 
multiplicire  dann  Eämmtlicfae  Glieder  der  ßeihe  durch  die  erste  der  gege- 
benen Grössen. 

Die  praktische  Verwendbarkeit  seiner  Vorschrift  zeigt  Stifel  an  der 
berühmten  Aufgabe  von  der  WDrfel Verdoppelung  „quam  (quaestio- 
nent)  uideo  a  quibusdam  anxie  et  laboriosc  esse  tracialam ,  tnoffnis  de  ea 
re  uoluminilm!:  consoiptis".  Es  sei  die  Seite  des  Würfels  ^  6,  so  bilde 
man  deren  Doppeltes  ^  12  und  schiebe  zwei  geometrische  Mittel  („diias 
alias  lineas  gvoc  proporlionalüer  medicnt  inlcr  eas"j  zwischen  6  und 
12  ein  G         ^'t^  432  ^({864  12, 

bilde  deren  C'uben:      216  432  864  1726, 


—    53    — 

HO  8üi  der  zweite  offenbar  das  Doppelte  von  216,   folglich  sei  ^cC432  die 
Seitenlänge  des  gesuchten  Wärfels. 

Auffallender  Weise  gibt  nun  Stifel  selbst  eine  durch  Lineal  und  Zirkel 
auszuführende    geometrische     Contruktion 
der  Seitenlänge.    Er  trägt  auf  zwei  Senk-  .,- 

rechten  von  deren  Schnittpunkt  aus  AB=6  ^V'' 

und    ^(7=12    auf,      macht    folgeweise  //^ 

ÄD  =  ^AC,  ÄE=^AD,ÄF=iÄE,        // 
FJ  =  iFE  und  beschreibt  aus  J  mit  JC      ^Ij  ,, 


■  •  • 


als   Kadius  den  Halbkreis   CLK,  so   be- 
hauptet  er,    es    sei  dann  AK  das  erste,  \ 

AL  das  zweite  Mittel  zwischen  6  und  12. 
Indem  er   zufügt   „e^  ea  causa  (uidelicet 

causa  prohat ionis)  dcsa-ipsi  semicirculum  supra  lineam  L  B,  viddicet  LGKB*% 
zeigt  er,  dass  ihm  seine  Construktion  nicht  als  Näherungsconstruktion  er- 
schien.    In  der  That  aber  ist  sie  nichts  Anderes:  wird  nämlich  AB  =  a, 

13a 
also  AC==2a  gesetzt,  so  wird  JC  =  JK  =s  — -,  folglich 

o 

AK=^  =  ^  .  1/125    •=  1,25 . a, 

4  4 

und  es  wird        AL  =  ^'  y\Ö  =  |  .  ^1000  =  1,5811  ,  . .  a. 

Dagegen  sollte  als  erstes  geo-  _       ^    ^ 

metrisches  Mittel  JLä:  =  a  •  ^2  =      •  Y^^  =  1,2599  . .  .  a 

4 

und  es  sollte  als  zweites  geo-  a     « 

metrisches  Mittel  AL  =  a    Yi  ^  5-  •  /IÖ24=  1,5874.. .  .a 

sein,  80  dass  der  Fehler  für  AK  etwa  1,  für  ^X  etwa  ^  Procent  beträgt. 

19.  Die  Rechnung  mit  zusammengesetzten  Irrationalen  gründet  sich  natur- 
gemäss  auf  den  Algorithmus  der  Medialen  und  auf  den  der  Vorzeichen  — 
wie  wir  heute  sagen  —  oder  auf  den  Algorithmus  signorum  additorum  et 
subtradorum,  wie  sich  Stifel  ausdrückt.  Wir  sahen,  dass  auch  Rudolff 
diesen  Abschnitt  zwar  kurz  aber  ziemlich  vollständig  behandelt  hatte ;  Stifel 
erläutert  die  Verfahrungs weisen  durch  manchfaltige  Beispiele,  spricht  übri- 
gens in  Betreff  der  Proben  auf  die  Richtigkeit  die  Ansicht  aus  {Ar.  int. 
fol.  133^,  man  solle  bezüglich  gleichlautende  Beispiele  mit  rationalen  Zah- 
len wählen,  diese  letzteren  dann  als  Wurzelgrössen  darstellen  und  nach 
nochmaliger  Durchrechnung  von  der  Richtigkeit  des  Ergebnisses  sich  über- 
zeugen. 

Besondere  Hervorhebung  verdient  StifeFs  Art,  aus  Bimedialen  oder 
Binomialen  die  Quadratwurzel  auszuziehen.  Während  des  ganzen  Mittel- 
alters hatte  man  dies  für  bescodeis  wichtig  gehalten,  und  begreiflich:  die 
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sehen  vnd  resuidischen  zalen/^    In  unsere  heutige  Zeichensprache  übersetzt 

sagt  sich  nämlich  Stifel,  dass,  wenn  y A  -f-  B  gefunden  werden  soll  und 
etwa  gleich  x  -\-  y  gesetzt  wird  und  mindestens  B  und  x  oder  y  Quadrat- 
wurzelgrössen  sind,  dass  dann:  -4  -}-  -^  =  ^^  +  y*  +  2ay,  und  dass  dabei 
;;allweg  die  zwei  quadrata  komen  zusamen  in  den  grossem  tejl^^  d.  h.  dass 

-4.  =»  a;^  +  y^        und         B  =  2xy. 
Dann  aber  müsse  Ä^  —  JB^  ==  {x^  +  y^)    —  (2a:y)    =  {x^  —  y^)* 
oder  es  müsse        ]/A^  —  B^  :=  x^  —  y^ 
sein ,  was  mit  Ä  «=  a?^  -f"  ^^ 

verbunden  zu  der  „Cossischen  vergleychung"  Ä  +  V^}  —  B^  =  2x^  führe, 

ebenso  auch  zu  der  anderen  .  .  .  .  .  Ä  —  j/A^  —  B^  =s  2y^\ 
„was  mir  nu  hie  zu  thun  sey  {  lehret  mich  die  Cosz  ....  wer  die  Cosz 
kan  I  wird  finden  vn  klarlich  sehen  |  wie  es  gerad  vn  eben  sind  die  stuck 
welche  vns  lehret  die  Begel  Christophori  |  Also  das  es  keinen  zweyfel 
haben  mag  {  den  das  disz  sey  der  grund  der  selbigen  regel.*^  Für  das 
Beispiel  V^  -  147  -{-  ^j  1728  etwa  ^^magstu  die  selbige  regel  nu  leychtlich 
in  gedechtnisz  behalte  bey  disen  zweyen  cossischen  vergleychungen 

2j  T-  141  gleych  147. 

2ä  +141  gleych  147". 
Stifel  hatte  aber  auch  schon  früher,  vor  seiner  Bearbeitung  von  Ru- 
dolff's  Coss,  jene  Anleitung  zur  Quadratwurzel- Ausziehung  mitgetheilt  und 
dabei  eine  Begründung  derselben  vorgetragen.  In  seiner  Ariihfnetica  in- 
tegra  nämlich  (fol.  129^)  sagt  er  sich,  wenn  wiederum  die  Binomiale 
^  +  jB  das  Quadrat  eines  Ausdruckes  {x  +  y)  sei,  dass  sie  dann  die  Form 
(a;^  +  y'^)  +  2a:y  haben  müsse,  dass  deshalb  A-^-  B  beziehungsweise  die 
Form  (p(?  -{-  t/^)  und  2xy  haben,  dass  also,  um  x  und  y  aufzufinden,  A 
in  zwei  Theile  zerlegt  werden  müsse  (nämlich  x^  und  j^^),  zwischen  welchen 

—  s=  xy  die  mittlere  Proportionale  sei:   „respexi  ad  pariicuias  talis  com- 

positionis^  sciens  eas  esse  oportere  etiam  resohUionis  partictdas  easque  2>osse 
sie  proportionaUter  ponij  ut  dimidmn  partis  minoris  de  hinofnio  (aut  residuo) 
semper  sU  mcd'umi proportionäk  inter partes  duas particulae  maioris^  de  hinomiOy 
mit  residuo.  Vidi  igitur  nihü  esse  opus,  nisl  regula  tali,  qua  quilibet  nu- 
merus rationalis  aut  medialis  posset  diuidi  in  duas  partes  ^  inter  quas  copi- 
stUui  possit  numerus  aliquis  propositus,  .  .  .  Quia  autem  admbdum  facile 
esty  huiusmodi  regulas  formare,  per  Algehram  (quac  fertUissima  est  regula- 
rum  formandarum)  contuli  me  ad  iUam,  atqiie  iUius  usu  composui  regulam, 

quam  hoc  capite  posui,"    Mit  Hülfe  der  Algebra  löste  also  Stifel  jene  Be- 

B        B 

Stimmung ,  indem  er  eben  aus  der  Proportion :    x'  :  —  =  —  :  (-4  —  x'^)  die 

(B\ '       ^         ^ 
_  ) ;   80  fand  er  für  jene  zwei 

Theile  von  A  die  Werthe 
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mit  irgend  einer  cossischen  Benennung,  und  dies  auch  dann,  wenn  nach 
Einsetzung   des   Werthes   für  1  7£  rationale  Zahlen   gefunden  werden.     So 

z.  B.  Ka  20  26  oder  ^J  20  j  ^  Kj  20  oe  oder  ^ j  — ^ ,  welche  Werthe  Stifel 

bezüglich  liest  als  „Eadix  quadraia  de  uiginti  radicibus^  oder  „Radix  qua- 
drata  de  uiginti  3  i)lus  radice  quadrata  de  uiginti  radicihus"  oder  „Ritdix 
qundrata  de  uiginti  radicihus  diuisis  per  radicem  quadratam  de  septenario^. 

Da  nun  jede  solche  cossische  Irrationale  ein  doppeltes  Zeichen  besitze, 
nämlich  das  eine,  das  sog.  Wurzelzeichen,  links,  und  das  andere,  das  sog. 
cossische,  rechts,  so  folge  daraus,  dass  der  Algorithmus  der  cossischen 
Irrationalen  aus  einem  dreifachen  Algorithmus  sich  zusammensetze :  aus  dem 
gewöhnlichen  der  Zahlen,  aus  dem  der  Irrationalen  und  aus  dem  der  cossi- 
schen Zahlen.  Dem  entsprechend  müsse  man  auch  sehr  auf  die  Zeichen 
achten;  und  hier  ist  es,  wo  Stifel  die  oben  schon  citirten  Worte  aus- 
spricht: „Neque  enim  ego  tcdia  legendo  didici,  scd  sola  öbseruaiionc  verum 
intellcxi  et  sigfiorum  heneficio  (quae  in  hunc  usum  mihi  adauxi)  memoriae 
commendaui,  ita  ut  in  omnihus  cäleiUationibus  meis,  signa  mihi  uhique  $ini 
regidae.  ^ 

Stifel  zeigt  dann  an  einzelnen  Beispielen,  wie  mit  cossischen  Irratio- 
nalen die  vier  Grundrechnungsarten  durchzuführen  seien.  So  ergibt  die 
Addition  von  Y^  36  le  zu  Vi  12g  den  Werth  =  J/j  12j  +  Kg  36  2e  ,  die 
Subtraktion  von  Kg  8  2^  von  ^3  lÖ  2^  den  Werth  =  Kg  2  2^;  um  Kg  8  2^  ^^^ 
Kcf  I63  zu  multipliciren ,  führt  er  beide  Grössen  in  dasseU)e  Wurzelzeichen 
über  und  schreibt  hierzu  die  Anordnung : 

8  3e\        ^163 


Vi "KcC 

und  bildet  nach  dem  durch  die  Striche  angedeuteten  Schema*)  aus  den  ge- 
gebenen Grössen  die  folgenden  yydibl2di  und  K5cC256jg,  deren  Produkt 
sich  findet  =  Kg  cC  131072  6/?.  Zur  Probe  auf  die  Richtigkeit  des  Ver- 
fahrens wählt  hier  z.  B.  Stifel  2  als  Werth  von  ae»  ^^"nxL  ist  8  2e  =  16, 
1/3  8  2e  =  4  ;  ebenso  ist  16  3  =  64  ,  ^  cC  16  j  =  4  ,  folglich  das  Produkt 
beider  =  4  •  4  =  16  ;  anderseits  ist  \hß  =  128  ,  131072  hß  =  16777216 
und  Vici  dieser  Zahl  ist  ebenfalls  =  16. 

Zum  Zwecke  der  Division  wird  in  entsprechender  Weise  verfahren 
und  dabei  darauf  hingewiesen,  dass  „signa  radiealia  in  muUiplicatione  et 
diuisione  sunt  indeclinahUia^  sed  signa  cossica  dedinantur" . 


♦)  Vgl.  mein  Rechnen  im  16.  Jahrb.,  S.  80. 
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,, Machmet  in  dem  puech  algebra  un  almalcobula  hat  gepruchet  diso 
wort  census,  radix,  numerus.  Census  ist  ayn  jede  zal  die  in  sich  selb 
multiplicirt  wirt,  das  ist  numerus  quadratus.  Eadix  ist  die  wurtz  der  zal 
oder  des  zins.  Numerus  ist  aiu  zal  für  sich  selb  gemercket,  nit  alz  sie 
ain  zins  oder  ain  wurtz  ist.  Aus  den  dingen  merckt  er  6  ding;  das  erst 
wann  der  census  sich  gelichet  den  wurtzen,  daz  ander  so  der  census  sich 
gelichet  der  zal,  daz  drit  so  sich  dje  zal  gelichet  den  würzen,  das  4  so 
sich  der  census  vnd  die  wurtzen  gelichent  der  zal  .  .  .  daz  fünft  ist  so 
sich  der  zensus  vnd  die  zal  gelichent  den  wurtzen,  das  sechst  so  sich  die 
wurtzen  vnd  die  zal  gelichent  dem  census."  —  Es  werden  hier  also ,  wenn 
wir  von  unserer  heutigen  Bezeichnung  Gebrauch  machen,  die  folgenden 
Gleichungsformen  zusammengestellt : 

ax^  =  J)Xj      ax^ '=  b ,      aa;  =  &  ,      ax^-|-6a;  =  c,      ax^  -{-  c  =  hx  ^ 

ax^  =  6a;  +  c  , 

d.  h.    die  Gleichungen  des  ersten  und  zweiten  Grades,   denen  wir  im  Fol- 
genden der  Hauptsache  nach  stets  wieder  begegnen  werden. 

Von  einem  angefügten  Beispiele  (nämlich  x  +  y^i^  —  x  =  2)  abge- 
sehen gibt  die  erwähnte  Handschrift  weiter  Nichts  ^  lässt  uns  aber  jeden- 
falls die  interessante  und  wichtige  Thatsache  entnehmen,  dass  die  ersten 
Anfänge  deutscher  Algebra  sich  recht  wohl  an  die  Leistungen  der  Araber 
anlehnen  konnten. 

23.  In  letzterer  Beziehung  nicht  so  unmittelbar  lehrreich,  für  die  folgende 
Entwickelung  aber  von  grosser  Wichtigkeit  ist  ein  anderes  Manuscript, 
welches  ebenfalls*)  Gerhardt  in  Wien  auffand  (Nr.  5277)  und  welches, 
Gerhardt  zufolge,  für  die  Mitte  des  15.  Jahrhunderts  anzusetzen,  aus  dem 
Nachlasse  von  Stöberl  (Stiborius)  stammt,  der  im  J.  1497  aus  Ingolstadt 
nach  Wien  berufen  wurde  und  daselbst  als  Professor  der  Mathematik 
i.  J.  1515  starb.  Jenes  Manuscript  hat  die  Aufschrift:  JRegule  Cose  vcl 
Algobre  und  „enthält  im  Anfang  eine  übersichtliche  Zusammenstellung  der 
Regeln  über  die  algebraische  Addition,  Subtraktion  und  Multiplikation. 
Von  der  letzteren  geht  es  weiter  zu  den  Potenzen  und  deren  Bezeichnung, 
so  dass  die  Regeln  der  Division  ganz  fehlen.  Darauf  folgen  die  Regeln 
über  das  Rechnen  mit  algebraischen  Summen ^  wobei  für  jede  Operation 
mehrere  Beispiele  beigebracht  sind,  deren  Resultate  durch  eine  ^Probatio* 
als  richtig  dargethan  werden.  Nächst  dem  kommt  Bruchrechnung  und 
Itegula  de  tri.  Hieran  schliessen  sich:  Regule  cquationum  Introdudorie  in 
mnnm  que  delnceps  scquuntur  dogmata'^  (d.  i.  Beispiele).  Die  erste  der- 
selben  ist  z.  B.   folgendermassen   ausgesprochen:   ;,.  .  .  itrima  est  (juando- 


*)  Nach  Gerhardt:   Monatsber.  d.  K.  PreoBS.  Akademie  zu  Berlin.    Aub  dem 
Jahre  1870.    S.  143  ff. 


caiiir,  et  remanent  adhic  inier  se  aeijualia." 

Es  drfingen  sich  hier  verschiedene  BemerkuQgeu  auf.  Wns  zunächst 
die  Form  der  Regeln  und  auch  des  Schemas  von  Beispielen  betrifft,  so 
macht  es  sich  deutlich  genug  bemerklich,  wie  man  noch  in  der  „rhelo- 
riecben  Algebra"  befangen  war.  Das  Gleichheitszeichen  ?..  B.  kommt  ja 
erst  um  die  Mitte  des  IT.  Jahrhunderts  zu  allgemeinerem  Gebrauche,  und 
so  wird  hier,  aber  auch  bei  allen  den  Cossisten,  welche  wir  noch  zu  be- 
trachten haben ,  das  Gleichsein  von  Grössen  oder  der  dieselben  vertretenden 
Zeichen  stets  ausführlich  in  Worten  geschrieben :  „wan  der  zensus  sich  ge- 
lichet  den  wurtzen"  —  „es  werden  zwey  Zeichen  oder  zwu  benenung 
einander  vorgjeicht"  —  !;3jj  sei  gleich  24  ig"  —  „zwen  namen  vergleichen 
sich  lusamea"  —  „5  cc  sunt  aeijuales  10  j"  —  „12  3^  acjuanlur  6  fl,"  — 
„1  i  aeqaatHs  72  —  Gig"  u.  b.  w. 

*)  In  einem  intereauuiten  Werkcbeu  vom  J.  1614,  welches  daa  ganze  Gebiet 
der  reinen  und  angewandten  Mathematik  auf  HO  fein  gezcichneteß  Kujifertafelu 
vorführt,  finde  ich  gelegentlich  der  Behandlung  der  „cossischen  Gleichungen'  ein 
beionderea  Zeichen  der  Gleichheit,  nämlich  5  (aus  „aeguaiis''  wohl  entatanden?). 
Der  Titel  jenes  Werkes  ist;  loannis  Valentini  Andreae  CoUcetaneorum 
matkematicorum  decadea  XI.  CeiUum  et  decem  tabutis  Aeneü  exhibitae.  Tubingat. 
Typis  lohan.  Älexattdri  CelUi.  16U. 
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Weiter  erkennt  man,  dass  in  den  auf  die  quadratischen  Gleichungen 
bezüglichen  Regeln  strenge  der  Standpunkt  der  Araber  und  der  Italiener, 
kurz  der  des  ganzen  Mittelalters  eingebalten  bleibt,  dass  nämlich  durchaus 
nur  positive  Glieder  geschrieben  und  demnach  die  drei  Hanptformen : 

a;^  +  ax  =  &,  x-  -}-  h  =^  ax  ^  x^  =  ax  -^  h 

genau  unterschieden  werden. 

Dass  ausserdem  auch  eine  Form  einer  biquadratischen  Gleichung  ge- 
geben wird ,  welche  auf  eine  vom  zweiten  Grade  rückführbar  ist ,  entspricht 
der  aus  den  obigen  Beispielen  ersichtlichen  Thatsache,  dass  man  anch 
Gleichungen  noch  höherer  Grade  löste,  welche  auf  solche  des  ersten  Grades 
oder  auf  reine  Wurzelausziehungen  zurückgeführt  werden  konnten.  In 
Bezug  hierauf  ist  besonders  hervorzuheben,  dass  vom  Verfasser  unseres 
Manuscriptes  die  Exempla  der  ersten  und  zweiten  Regel*)  als  Specialisirungen 
aufgefasst  sind,  welche  sich  den  allgemeinen  Formen  ao;  «s  &  und  ax^  =  b 
unterordnen. 

Diese  deutliche  Unterordnung  erscheint  verlassen  in  dem  Tableau  von 
24  Gleichungsformen;  welches  in  unserem  Wiener  Manuscripte  auf  dem 
vorletzten  Blatte  desselben  unter  der  Aufschrift  „Begtde  Cosse^  zusammen- 
gestellt ist.  In  die  jetzige  Zeichensprache  übersetzt  mögen  dieselben  hier 
eine  Stelle  finden. 

1.  b    =  ax  9.         c  =  bx  -{- ax^ 

2.  bx  =  ax'^  10.       cx^=  bx'^  -^  ax^ 

3.  bx"^  =  ax^  11.     cx^  =  bx^  -|-  ax* 

4.  bx^  =  ax*  12.     ax^  =  bx   -{-  c 

5.  b    =  ax^  13.     ax^  =  bx^  -|-  ex 

6.  bx  =  ax^  14.     ax*  =  bx^  +  ^^' 

7.  bx'^  ^^  ax*  15.     bx  =  arc^ -f"  ^ 

8.  b    =  ax*  16.     bx'^  =  aa?  +  ex 

17.     bx^  =  ax*  +  cx^ 

Wie  gesagt,  es  erscheinen  hier  24  Formen  statt  der  im  Verlaufe  des 
Textes  vorkommenden  8,  so  dass  es  in  der  That  erwünscht  wäre  aus- 
drücklich bestätigt  zu  erhalten,  dass  die  tabellarische  Zusammenstellung 
und  der  Text  wirklich  aus  der  gleichen  Zeit  stammen.  Denn  mehr  als 
ein  halbes  Jahrhundert  später  werden  noch,  wie  wir  im  weiteren  Verlaufe 
sehen  werden,    den   24  Regeln  deutlich  die  „acht  Eqnacionen*'   gegenüber- 

*)  Ob  auch  der  folgenden  Regeln,  läset  sich  aus  Gerhardt^s  Bericht  (1.  c.  S.  144) 
nicht  erkernen. 

**)  Mit  vollem  Recht  kann  man,  wie  eich  weiterhin  herausstellen  wird,  sagen, 
dass  die  im  Tableau  enthaltenen  Formen  23)  ax^ »  bx  und  24)  arc*  =>  bx'^  durch 
ein  Vergehen  des  Wurzelzeichens  entbehren  nnd  in  die  oben  gegebenen  umzu- 
ändern sind. 


18. 

c    — 

bx'^  -|-  ax^ 

19. 

ax*==^ 

bx^  +  c 

20. 

bx^  = 

ax*  -{-  c 

21. 

b  = 

ax^ 

22. 

bx  — 

ax* 

23**).  aa;^  = 

=  /bx 

24**).   ax^^ 

=  ybx^ 
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leiden ;  so  dass  sie  auch  jetzt  noch,  wenn  nicht  Beispiele  beigefügt  wären, 
zuweilen  kaum  verstanden  werden  könnten.  Zur  Erläuterung  gebe  ich  in 
der  Anmerkung"^)  einige  Beispiele  solcher  Begeln;  unter  diesen  für  Zins-^ 
Gewinn-  und  Verlust-,  Theilungs-,  Gresell Schafts-  und  ähnliche  Bechnungs- 
aufgaben  gültigen  und  mit  den  verschiedensten  Namen  bezeichneten  Begeln  **) 
kommen  auch,  jedoch  ohne  dass  dabei  irgend  welche  Trennung  gemacht 
würde,  solche  Begeln  vor,  welche  die  Lösung  von  rein  und  von  gemischt 
quadratischen  Gleichungen  enthalten.  So  löst  Widman  die  Aufgabe :  „Such 
mir  eyn  zal  wan  ich  do  von  nym  -^  -f  ^  vnd  das  vbrig  in  sich  selbst  mul- 
tiplicir.  das  wider  kum  die  selbige  zal*'  —  nach  der  Begula  Beci- 
procationis,  welche  folgendermassen  lautet:  „Such  eyn  zal.  Dar  ynnen 
du  haben  magst  die  nenner  Damach  dye   selbigen  teyl  der  zal.     addir  zu- 


*)  So  ist  schon  die  gewöhnlich  einfach  ausgedrückte  Regel  de  tri  hier 
ziemlich  dunkel.  Sie  lautet  (fol.  72^):  ,,Kegu1a  Detri  nicht  anders  ist  dan  drey 
dingk  die  du  seczt  vnter  welichen  das  erste  vnd  das  leczte  almol  muss  gleich 
seinWeliches  leczte  du  seit  multipliciren  mit  dem  mittelsten  das  dann  gleich  ist 
dem  vierden  vnd  vnbekanntn.  dz  erwechst  aus  solcher  multiplicatio.  vnd  der 
teylüg  dasz  product  mit  dem  ersten,  vnd  also  soltu  albeg  das  selbige  vnbekant 
dz  du  dan  wissen  wilt  vnd  darnach  die  frage  ist.  binde  seczen.  vnd  mit  dem 
ersten  multipliciren.  Und  darnach  das  erwachsen  product  durch  das  erst  teylen. 
vnd  was  da  ausz  solcher  teylung  kumpt  das  ist  die  vierde  vnd  vnbekante  zal 
gewesen  vnd  bericht  die  frage." 

Für  die  Aufgaben,  wo  aus  zwei  verschieden  theuren  Arten  von  Wein  z.  B. 
eine  Mittelsorte  gemischt  werden  soll  und  nach  der  Anzahl  je  der  zu  nehmenden 
Masseinheiten  gefragt  ist,  gibt  er  folgende  Begula  Legis:  ,,8ubtrahir  dasz 
kleynst  von  dem  mittelstn  vnd  das  mittelst  von  dem  grostn.  vnd  die  vberign 
addir  zusamen  vnnd  behaldsz  für  deynen  teyler.  mit  welichn  dan  die  selbign  vb'ge- 
pliben  zal  iÜiche  mit  verkerüg  in  süderheyt  szolt  teylh  vnd  ist  sach  das  der 
selbign  furgelegtn  zalia  vil  wurde  seyn.  als  wen  der  kleinstn  zwu  ader  drey 
weren.  so  mustu  dz  mittel  duplirn  ader  triplim  Und  von  dem  selbign  product 
die  zwu  ader  drey  kleyner  zal  zusam  geaddirt  subtrahim  Und  also  soltu  ym  auch 
thu  so  der  grossem  vil  wem  als  drey  ader  vier." 

Für  Aufgaben  wie  die  folgende:  Jemand  hat  Geld  und  kauft  eine  Waare; 
kostet  1  ®  »  12  ^ ,  so  behält  er  37  5^  übrig;  kostet  aber  1  0  »>  15  ^ ,  so  hat 
er  44  ^  zu  wenig,  wie  gross  ist  die  Geld-  und  Waarenmenge?  —  für  solche 
Aufgaben  gibt  Widman  seine  Begula  augmenti  -|-  decrementi:  „Subtrahir 
die  kleyner  zal  von  d'  grossern  Und  das  vberige  teyl  mit  der  minneruug  vnd 
merung  zusam  geaddiret  vü  der  selbigen  teylung  qnocient  saget  dye  zal  der  person 
we liehe  zal  szo  sy  gemultiplicirt  wirt  mit  der  kleynem  anzal  vn  die  grosser  myn- 
nerung  von  dem  product  subtrahirt  wirt  Ader  widerumb.  das  darnoch  vberpleybet 
bericht  die  ander  frag." 

**)  So  kommen  bei  Widman  z.  B.  vor:  Begula  Besidui,  EeciprocatioDis,  Ex- 
cessus,  Divisionis,  Quadrata,  Inventionis,  Fusti,  Transversa,  Ligar,  Equalitatis, 
Legis,  Augmenti,  Augmenti  -f"  Decrementi,  Sententiarum ,  Suppositionis ,  Col- 
lectionis,  Cubica,  Lucri,  Pagamenti,  Alligationis ,  Falsi.  —  Stifel  hat  später  seine 
Ansicht  über  diese  Begeln  ausgesprochen  (Ärithm.  int,  fol.  22^],  indem  er  sie 
j^regulcus  ridicula  ferentes  namina^^  nennt. 


Dabei  ist  aber  wobl  zu  brachten,  dass  er  an  einer  anderen  Stelle 
(fol.  51'  und  115")  dieselbe  bei  äbnlichem  Änlass  entstandene  Gleicbong  von 
der  Form  x^  -\-  ax  •=•  b  nacb  einer  Begel  zu  lösen  vorscbreibt,  welcher  er 
den  Namen  „Begnla  Excessus"  beilegt:  „Also  soltu procedirn  tu  dieser 

Regl.    Multiplicir  der  vbertretung  das  halbe  t«yl  |  also  -  j  jun  sich  selbst 

TQd  das  product  addir  zu  der  hauptsum  Darnach  nym  radicem  qnadratam 
des  selbigä  aggregatea  vnnd  da  von  subtrabir  das  halbe  teyl  der  vntter- 
soheyd  ader  vbertretung  vnd  das  vberig  ist  die  kleiner  zal.  zd  weltcber 
so  du  addirest  die  vbertretung  erwechst  auch  die  grosser." 

Also  dieselbe  Sache  unter  zwei  ganz  verschiedenen  Namen !  Leicht 
ISsst  sich  hiernach  ermessen,  wie  schwer  auch  dem  Strebsamsten  das  Er- 
lernen der  Algebra  werden  musste,  wo  so  ohne  jegliche  Unterweisung, 
ohne  jede  methodische  Behandlung,  ohne  jede  Disposition  nur  einfach 
hand  Werks  massige  Regeln  überliefert  wurden,  wo  nicht  an  den  Verstand, 
wo  rein  und  allein  nur  an  das  Gedächtniss  eine  Appellation  statthatte! 

So  erklSrt  sich  auch  die  drei^  Jahrzehnte  nachher  niedergeschrieben« 
Klage  Riese's,  „wie  ethch  vü  geschriebnn  vnd  so  schwere  vnderweisung 
gebenn,  sondemn  im  anfangk ,  Das  viel  Zu  lern  abgelaszen ,  auch  ir  wenigk 
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mit  geschafft  .  .  .  wie  stilschweigent  die  Bechenmeister  In  Nurmbergk 
auch  anderszwo  zu  ercleren  ire  exempel  setzen ,  Welchen  ich  kejnen  glauben 
geben  woltt,  sondern  hab  es  personlich  geszenn  vnd  von  iren  schulemn 
glaubwirdig  erfamn,  Die  zu  zweyen  Jaren  gelernt.  Vnd  so  sie  alle  frag- 
stuck Im  buchlein  gewist  vnd  machn  habn  mugenn,  Nach  dem  sie  ausz- 
gelemtt,  begibt  sich  so  ein  kleine  Zeit  vorgehet;  sie  ir  buchlein  Zuhanden 
Nemen  wenigk  exempel  machen  ader  rechn  mugenn.  Dan  keynem  exempel 
Ist  vnderrichtung  zu  geschriebnn  .  .  /' 

26.  So  wenig  uns  auch  Widman^s  Buch  in  Bezug  auf  die  Behandlung  der 
Gleichungen  zu  bieten  vermag;  so  interessant  und  charakteristisch  ist  dieses 
Wenige  fdr  eine  richtige  Beurtheilung  des  Standes  der  deutschen  Algebra 
am  Ende  des  fünfzehnten  Jahrhunderts.  Es  ist  nach  Eenntnissnahme 
dieses  auch  in  anderer  Beziehung  noch;  wie  wir  sehen  werden;  wichtigen 
Zeugen  leicht  verständlich;  wie  sich  am  Anfange  des  sechzehnten  Jahr- 
hunderts allmählig  eine  Reihe  von  Begeln  festgesetzt  hatte;  welche  die 
Einzelvorschriften  enthielten ,  wie  bei  den  verschiedenartigsten  Formen  von 
Gleichungen  des  ersten  und  zweiten  Grades  zu  verfahren  sei;  um  deren 
Auflösung  zu  finden. 

So  werden  bei  verschiedenen  Cossisten  jener  Zeit  besonders  httufig  jene 
vierundzwanzig  Begeln  erwähnt,  welchen  wir  vorhin  sphon  begegnet 
sind.  Von  ihnen  wurde  „grosz  geschrey^'  gemacht  und  offenbar  betrachteten 
sie  Viele  als  den  Inbegriff  der  Algebra.  Es  gebührt  Beriet*)  Dank,  dass 
er  diese  24  Begeln  zum  Abdruck  gebracht  hat;  ich  kann  mich  nicht  ent- 
halten; im  Interesse  an  der  Entwicklung  der  Coss  dieselben  auch  hier  an- 
zugeben und  seitwärts  in  unserer  heutigen  Bezeichnungs weise  die  Glei- 
chungen beizufügen,  auf  welche  sie  sich  beziehen. 

Die  erste  Regell     Ist  wann  Radix  vor- 
gleicht  wird  Numero  ader  Dragma  genant,  sol 
numerus  in  radicem  geteyl  werden,  was  dan  ausz  ax  =  h 
solcher   teylung  komen   wirtt,    musz    berichten 
die  Frag. 

Die  ander   Ist  so  q>  vorgleicht  wirt  dem 
3 ,   sol  numerus  in  censum  geteilt  werden  vnd   ax^  =^  h 
radix  quadrata  thut  berichten  die  frag. 

Die  dritt   Ist  Wan   radix  vorgleicht  wirt 
dem   3;    sol  zjr  in  3  geteylt   werden   vnd  was  ax'  =  hx 
daraus  komet  thut  berichten  die  frag. 

Die   vier  dt    Ist    wan    q)  vorgleicht    wirt  aa?^  +  Z/a?  «==  o 
dem   ?^  +  3  ?    so   sol  9>  +  t^  durch    3  geteylt    /x'^  -j-  a  a?  =  /? 

werden.    Damach  medir  ^;  für  den  halben  teyl   (      l/("\^_i_  n      " 

in  sich;    addir  zum  tp  vnd  rädix  qoadrata  der    \         '^    \2/    '  ^       2 

*)  Abdruck  von  Biese^s  Coea  a.  a.  0.  8.  14—16. 

Suppl.  z.  hist.-lit.  Abth.  d.  Ztiohr.  f.  Math.  u.  Pbjk  5 


quocienten    wird    radii    qaadrata    die    frag   be- 
richten. 

Die  Neundt  Regel  ist  Wan  c^,  vorgleicht 
wirt  dem  9,  gzo  tey\  g»  in  cC,  von  dem  das  do  ax^  -=  b 
komet  Nim  radicez  cnhicam,   so  hastu  berich- 
tigung  der  frag. 

Die  Zehendt  Begel  ist  wann  ^  Tor- 
gleicht,  wirt  dem  3  "t"  '^'  s°'  ?  ^^^  3  "iurch 
c£  geteilt  werden,  der  3  medirt,  der  halbe  tejl  3  _i_  .  j 
in  sich  gefurt  Zum  t^  addirt  werdenn.  Darnach 
80I  berichten  radis  quadrata  weniger  der  halbe 
deil  des  Zensz  die  frag. 

Die  Eilfft  Regel  Ist  szo  3  TOrgleicht 
wirt  den  ^  vnd  c^,  sol  ^  +  3  durch  c£  getejlt 
werden  Darnach  füre  den  halben  teyl  des  3 
in  sich,  Nim  daruon  ^,  vom  pleibenden  extrahir  ax^  -\-  ex  = 
radicez  quadrati,  Nim  vom  radii  den  halbenn 
teyl  des  3i  ^^  ^u  magst  Wn  nicht  addir  im 
den  halben  teyl  des  3f  ^'^  haatu  bericbtigung 
der  frag. 
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Die  Zwelffte  Begel  So  cC  Vorgleicht  wirtt  dem 
3   vnd  x^ ,  so  teyl  3  +  %  durch  den  cC  Damach  mul- 
tiplicir  den  halbenn  teyl  des  3  ^^  si^^  Darzu  addir  i^,        ^       »»  2  _i_ 
von  dem   das  do  komet  extrahir  radicez  alszdan  addir  ""^ 

denn    halben  teyl  des  3  ^^^^^^   radix,    so  hastu  berich- 
tigung  der  frag. 

Die  Dreizehendt  Regel    Ist  so  33   vorgleicht 
wirtt  dem  c(,,  sol  33  durch  cC  geteilt  werden  was  dan  «^  =  ^rr 
komen  wirtt  musz  berichtenn  die  frag. 

Die  vierzehendt  Ist  so  33  vorgleicht  wird  dem 
3,  soll  33  ^ö^  3  teyln  vnd  radix  quadrata  von  der 
teylung  wirtt  berichtenn  die  frag. 

Die  Funffzehendt  Regel  Wann  33  ^^m  t^  vor- 
gleicht  wirt,  soll  t^  durch  33  g^tejlt  werden  Damach  a«*  =  6a: 
sol  berichten  radix  cubica  von  der  teylung  die  frag. 

Die  Sechzehende  Regel  Ist  so  vorgleicht  wirt, 
3  dem  cC  vnd  33»  ^^  ^7^  ^  ^^®  minstenn  Zwey  durch 
33  ftlsz  3  vnd  cC  Damach  medir  cCi  füre  denn  halben  aa;^  +  hx^  =^  cx^ 
teyl  in  sich,  das  product  addir  zum3i  extrahir  radicem 
quadrati  Vnd  nim  von  solchm  den  halbenn  teyl  des  cf, 
so  hastu  berichtigung  der  frag. 

Die  sibentzehende  Ist,  so  cC  vorgleicht  wirt 
dem  3  vnd  33»  so  teyl  c^  vnd  3  I^  clen  33  Damach 
füre  den  halbenteyl  des  cC  in  sich,  Nim  von  dem  das 
do  komet  den  3»  vom  vbrigen  extrahir  radicez  quadrati  ax^  -{'  cx^  =  hx^ 
Nim  von  selbigenn  den  halben  teyl  des  cC  so  du  magst, 
Wu  nicht  addir  den  halben  teyl  des  ot  dazu,  so  hastu 
berichtigung  der  frag. 

Die  Achtzehendt  Wan  33  vorgleicht  wirt  dem 
cC  vnd  3»  so  ^yl  et  vnd  3  ^^  33  Damach  medir  cC 
Den  halben  teyl  multiplicir  in  sich,  addir  darzu  den  3»  ax^  -{-  hx^  =  cx'^ 
extrahir  ausz  dem  komenden  radicez  quadrati  Alszdan 
addir  Zum  radix  den  halben  teyl  cC^  so  hastu  den  werd 
des  fragenden  dinges. 

Die  Neuntzehendt  Regel  Ist,   so  3   vorgleicht 

wirt  y  vom  radix,  sol  man  den  3  ^^  sich  multipliciren 

vnnd   das  punct   vor  dem  Radix  auszleschn.     Alsz  ich 

setz  1  3  ist  gleich  dem  Y  von  8  1^,  Wisz  damebenn  das        ^ i/j — 

dise  Regel  vnd  die  neheste  nachuolgend  nicht  ehr  sich 

in  die  vorgleichung  algebre  geben  dan  die  Zeichen  komen 

zu   gantzer   irer   macht,    füre   derhalbenn    1  3  üi  sich 

komet  1  33)  lösche  ausz  das  punct  pej  dem  ^,  komen 

6* 
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benenung  proporcionalistischer  ordenung  ane  (=  ohne)  mittel  einander  nach- 
uolgent  vorgleicht  werdenn,  ader  mittel  darzwischenn  .  .  .";  im  ersten 
Falle  ;,saltu  dich  bevleisigen  Dieselbigen  alleweg  In  die  kleinsten  proportz 
zusetzenn*'  (—  so  z.  B.  9  3  =  3  cC  gibt  9^  =  3«j.;  16  3cC  =  2  ccC  gibt 
16  9  =  2cC;  ebenso  65  3  =  3  cC  +  2  33  gibt  65  g?  =  3  t^  +  2  3); 
im  zweiten  Falle  aber  „so  in  eyner  vorgleichung  dir  furkomet  Das  Zwey 
Signa  eynem  ader  eynes  Zweyen,  Die  nit  einander  alszbalde  nachvolgen 
sonder  ein  mittel  dar  Zwischen  gehaltenn,  soltu  wissen,  das  das  mittelste 
Zeichen  von  eynem  gleich  soweit  sam  vom  anderenn  stehen  sol ,  setz  in  die 
ersten  Zeichen  ader  kleinste  ordenung"  ( —  so  z.  B.  ;^,  cCi  §  gibt  9,3»  33)- 

Unter  Anwendung  dieser  Vorschrift  konnte  man  bei  den  berühmten 
24  Regeln  aus  der  1.,  3.,  7,,  13.,  ebenso  aus  der  2.,  8.,  14.,  20.,  dann 
aus  der  9.,  15.,  19.  je  eine  Eegel  bilden,  und  in  gleicher  Weise  Hessen 
sich  auch  die  Regeln  Nr.  4,  10,  16,  (20)  und  5,  11,  17,  (23)  und  6,  12, 
18,  (24)  je  eine  zusammenziehen.  Dem  entsprechend  unterscheidet  Riese 
nicht  mehr  24  einzelne  Regeln,  sondern  er  kehrt  zurück  zu  den  überlieferten 
8  und  so  wie  er,  so  preist  auch  die  folgende  Zeit  bis  zur  Mitte  des  Jahr- 
hunderts als  die  Hauptsache  der  Coss  in  sich  begreifend  „die  acht  equa- 
cionesAlgebre  In  welchn  zwey  Zeichenn  in  den  ersten  viem  einander 
vorgleicht  werden  vnnd  in  den  andern  vieren  drey  Zeichen  vnder  welchen 

Die  erste.  So  zwey  signa  ader  Zwu  benenung  ane  mittel  in  pro- 
porcionalistischer ordenung  einander  vorgleicht  werden,  sol  das  wenigste 
Signum  am  namen  durch  das  groser  nachvolgend  geteylt  werden  vnd  was 
ausz  solch  teylung  kompt,  wirt  berichten  den  werdt  fragenden  Dinges. 

Die  ander.*  So  zwey  Zeichenn  einander  nachvolgendt  vnd  eynes  dar- 
zwischen  ausgelasen,  sol  das  minste  am  namen  Das  ist,  welches  weniger 
ductiones  hat,  Durchs  meist  geteylt  werden,  vnd  radix  quadrata  des- 
selbigen  thut  auszweisen  was  t^  werd  ist. 

Die  dritte.  So  zwey  signa  einander  in  gesatzter  proporcionalistischer 
ordenung  vorgleicht  werdenn  vnd  zwey  signa  in  der  mitt  auszgelasen,  sol 
das  minste  der  benenung,  durchs  meiste  geteylt  werdenn  Vnd  derselbenn 
quocienten  cubicistische  seitenn  ader  radix  cubica  wirdt  zelenn  ader  auff- 
loesen  die  frag. 

Die  Vi  er  dt.  So  zwey  signa  in  proporcionalistischer  ordenung  wer- 
denn aneinander  vorgleicht  Zwischen  welchen  drey  signa  nach  berurter 
proporcionalistischer  ordenung  vbergangen,  soll  das  minste  am  namen 
Durchs  meiste  geteilt  werdenn  vnd  radix  quadrata  von  dem  radix  qua- 
drata bericht  die  frag. 

Die  fünfftt.  So  drey  Signa  ane  mittel  einander  nachuolgen,  das 
erste  den  letztenn  Zweyen  vorgleicht  wirtt,  soUn  die  Zwey  minsten, 
Nemlich    das    erst   vnd  mittelst  Durchs  letzt  vnd  meyst  geteylt  werden. 


x^  +  as?  =  h 


—    71     - 

l)  '  '  '  ax  =h  V)  a;^  +  a«  =  & 

II)  .  .  .  aa;2  =  h  ^l)  x'^  +  h    =  ax                      . 

ni)  .  .  .  oa;3  =  h  VII)  aj«  =  aa;  +  &                      ^  ^ 

IV)  .  .  .  aa;^  =  ft 

wobei   wir  freilich  nicht  ausser  Acht  lassen  dürfen  ^  dass   als  Coefßcienten 
a  und  h  damals  nur  ganz  bestimmte  Zahlen  gewählt  wurden. 

Auch  jetzt  noch  werden  bei  den  quadratischen  Gleichungen^  um  nur 
positive  Glieder  zu  berücksichtigen ,  stets  die  drei  Hauptformen  V,  VI  und 
Vn  unterschieden ;  und  auch  hier  finden  sich ,  während  für  V  und  VII  nur 
je  eine  Lösung  zugelassen  wird,  für  die  Gleichungsform  VI  zwei  Lösungen 
angegeben,  freilich  ebenfalls  (wie  bei  der  fünften  unter  den  24  Kegeln) 
in  der  nicht  richtigen  Form: 


X 


-  m- '  ±  I 


Wie  wenig  klar  das  Bewusstsein  von  der  Doppeldeutigkeit  des  Werthes 
gewesen  ist,  beweisen  die  Worte,  mit  welchen  Biese  die  Lösungen  zweier 
diesem  Falle  angehöriger  Gleichungen  begleitet. 

Für  die  Gleichung  a;^  +  ^  =  8a?,  deren  richtige  Lösungen  7  und  1 
sind,  müsste  er  nach  seiner  Begel  3  +  4,  also  7  und  —  1  finden;  er  be- 
merkt aber:  „Von  3  kanstu  nicht  nemen  den  halben  tejl  des  mittelsten 
Zeichen  alsz  4,  sonder  gib  4  dem  radix  zw,  komen  dir  7  souil  ist  valor 
radicis.*^     Er  lässt  also  in  diesem  Falle  nur  einen  Werth  zu. 

Für  die  Gleichung  a;^  +  21  =  10a;  aber,  deren  richtige  Lösungen  7 
und  3  sind ,  müsste  er  nach  seiner  Eegel  2  +  5 ,  also  7  und  —  3  finden ; 
durch  einen  kühnen  Sprung  weiss  er  sich  aber  zu  helfen:  „radix  quadrata 
2  Nim  vom  halben  teil  des  mitlem  Zeichn  alsz  5  pleiben  3.  Das  ist  der 
werdt  radicis.  Ader  gib  den  radix  2  Zu  dem  halben  teil  des  mitlem  quo- 
cient  als  5  wirt  7.  Ist  auch  der  werdt  radicis^S  so  dass  hier  Biese  trotz 
einem  im  Sinne  seiner  Vorschrift;  falschen  Verfahren  dennoch  zu  zwei 
richtigen  Lösungen  gelangt. 

29.  Unzweifelhaft  richtiger  als  Biese,  wenn  auch  nicht  unbedingt  richtig, 
hat  sein  Zeitgenosse  Grammateus  den  zuletzt  besprochenen  Fall  einer 
quadratischen  Gleichung  behandelt.  Dessen  Bechenbüchleln  ist  zwar,  wie 
ich  früher  (S.  13)  erwähnte,  schon  im  Jahre  1518  erschienen,  und  es  hätte 
demgemäss  die  Darstellung  von  Grammateus  vielleicht  ihren  Platz  vor  der 
von  Biese  finden  sollen;  allein  die  grössere  Ausführlichkeit  Biese's  und  die 
Beachtung,  dass  letzterer  schon  im  Jahre  1515  eifrigst  mit  der  Coss  be- 
schäftigt war*),   also  vielleicht  damals  schon  mit  der  Ausarbeitung  seines 


*)  Bei  Beriet  a.  a.  0.  S.  27  (Anm.)  liest  man  folgende  Stelle  von  Biese:  „hab 
die  (Exempel)  gerechent  vnd  durch  die  t^  volfurt  In  beisein  Haniea  Conrads 
anno  1515,  so  dise  Zeit  auff  S.  Anabergk  Probirer  was." 


er  unterlässt   es  also  ebenfalls  darauf  hinzuweisen,   dass  jene  Gleichungs- 
form  stets  zwei  (positive,   natürlich  reelle)  Lösungen  habe,   aber  jede  ein- 
zelne, welche  er  gibt,  ist  immerhin  richtig.    Er  gibt  auch  ein 
„Erst  Eiempel.  2  se.  +  18  ■  N  ■  sein  gleich  15  •  pri.", 

d.  h.  2x^+18  =  15»;, 

1^  _|_  o  15  - 0  S 

wofür  er  nur  — ~-  =  6  als  Lösung  gibt,    wührend  auch  — —■-  =  | 

richtig  würe;  sein 

„Ander  EsempeL  2  se.  +  500  ■  N  -  sein  gleich  95-^  pri." 

d.  h.  2x^    4-500=  954  3^ 

wählt  er,    um  dafür — — ■     =6  als  einzige  Lösung  zu  finden,  wüb- 

,    143+  107  12ö     ,      .,,      .       ,„  ■        „ 

rend   ^ =  .        ebenfalls  eine  Lbsung  gewesen  wäre. 

30.  Dass  Grammateus  die  beiden  Lösungen  \  +  1/  (^1  —  b    nicht  als 
gleichzeitig  gUttiz  erklärt  hat,   werden   wir  ihm  nicht  so  hoch  anrechnen 
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Rudolff  hat  übrigens  in  üebereinstimmung  mit  seinen  vorhin  ange* 
führten  Worten  selbst  schon  zur  Vereinfachung  beigetragen,  indem  er  die 
vier  ersten  Equationen  zusammenfasst  in  eine  einzige  Regel.  Nachdem  er 
nämlich  seine  jene  vier  Equationen  illustrirenden  (nachher  noch  zu  be- 
sprechenden 310)  Beispiele  abgehandelt,  wendet  er  sich  (fol.  Xn)  „Zum 
leser"  mit  den  Worten:  „Auff  das  |  die  obemelten  4  regln:  von  der  vile 
wege:  dir  nit  leichtlich  ausz  gedechtnusz  abfallen  |  magstu  sie  vnter  ein 
regl  zihen  |  mit  solchen  werten.  Werden  einander  vergleicht  zwo  quanti- 
tete  I  diuidir  die  grösser  in  die  kleiner.  Ist  kein  andere  quantitet:  natür- 
licher Ordnung  nach:  zwischen  jene  auszgelassen  |  nim  den  quocient.  Ist 
eine  auszgelassen  |  nim  radicem  quadratam  des  quocients«  Sein  zwo  ausz- 
gelassen I  nim  des  quocients  radicem  cubicam.  Sein  drei  auszgelassen  | 
nim  radicis  radicem  des  quociets  so  wirstu  bericht  was  1  3^  bedeute.  Hab 
ich  im  besten  vnangezeigt  nit  lassen  wellen." 

In  Bezug  auf  die  vier  letzten  Equationen  stimmt  Budolff  mit  Eiese 
überein,  nur  dass  auch  er  wie  dieser  und  wie  Orammateus  seine  Eigen- 
thümlichkeit  hat  in  der  Lösung  der  VI.  Equation  o;^  -|-  &  »=  ax.  Budolff 
gibt  nämlich  richtig  deren  Lösung  an  als 


X 


i±/©"-. 


indem  er  sagt:  „  .  .  .  Eadicem  quadratam  des  übrige  gib  oder  nim  dem 
balbenteil  des  mittlem  quocients  |  das  collect  oder  rest  |  zeigt  an  den 
werdt  l2^'*;  aber  er  entstellt  seine  richtige  Lösung  durch  eine  falsche  Ein- 
schränkung, indem  er  beifügt:  „Bei  diser  equation  soltu  mercke  |  wan  die 
grösser  quantitet  mehr  inhelt  dan  die  kleiner  (d.  h.  wenn  in  der  vorigen 
Gleichung  a  >  &)  so  musz  radix  quadrata  addirt  werde,  bedeut  aber  die 
grösser  minder  dan  die  kleiner  (d.  h.  wenn  a  <  h)  so  musz  sie  subtrahirt 
werden  von  ^  des  mittlem  quocients.** 

Demgemäss  gibt  Budolff  für  folgende  Beispiele,  in  welchen  a  >  &  ist: 

6  cC  +  9  9>       ^°    14^  Je 
ebenso  aach  l'ttr  die  folgenden,  in  welchen  a  <  6  ist: 

2  a    +  30  9>    p.      ,    19  36 

in  gleicher  Weise  2  als  einziges  Facit  für  a^  >  während  doch  für  die  ersteren 
noch  — y    i-^r)  —  h  bezw.  ==  1,  —  ,    .   .    •    und   für  die  letzteren 

noch  "^  +  Z^(-9-)  —  ^  bezw.  =7^,  6^  ,  .  .  .  richtige  Lösungen  ge- 
wesen wären. 
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34.  Im  Einzelnen  nnterscheidet  Stifel  an  seiner  Regel  vier  Theile :  die 
Aaffinduiig  der  Gleichung  und  die  Division  (derselben  durch  den 
Coefficienten  der  höchsten  Potenz  der  unbekannten  «»  diuisio  per  numerum 
signi  cossici  maioris)  bezeichnet  er  als  Haupttheile,  die  Redaktion  der 
Gleichung  und  die  Wurzelausziehung  als  Nebentheile.  Unter 
Reduktion  versteht  aber  Stifel  im  Wesentlichen  dasselbe,  was  Rudol£f  bei 
Aufstellung  seiner  4  Cautelen  im  Auge  gehabt  hatte,  die  Umänderung  einer 
Gleichung  nttmlich  bis  dahin,  wo  die  mit  dem  Coefficienten  1  behaftete  höchste 
Potenz  der  Unbekannten  allein  die  eine  Seite  bildet.  Die  hiezu  nöthigen 
„sechs  principia*',  welche  wir  heute  als  die  Axiome  bezeichnen  vom  Gleich- 
bleiben gleicher  Grössen,  falls  gleiche  Veränderungen  mit  ihnen  vorge- 
nommen werden,  führt  Stifel  ausführlich  an,  und  er  sagt,  dass  sie  zwar 
,,wol  so  schlecht  vnd  einfttltig  sind  |  das  sye  einem  kind  mögen  bekant 
seyn^^  gleichwohl  aber  „haben  sye  in  der  Cosz  so  hohen  brauch  |  das  keyn 
menschliche  vemunfft  |  den  selbigen  |  allenthalben  |  mag  erlangen.  Denn 
wa  man  nach  disen  principiis  allenthalben  könte  furüber  kommen  |  so  were 
die  Cosz  in  yhrer  gantzen  volkomenheyt^^ 

Dass  zur  Lösung  der  Gleichungen  ersten  Grades  nur  die  genannten 
Haupttheile  und  etwa  noch  die  Reduktion*)  nöthig  sind,  ist  unmittelbar 
ersichtlich;  die  Quadratcoss  aber  erfordert  auch  das  Ausziehen  der  Quadrat- 
wurzel, da  ja  Stifel,  wie  vorhin  bemerkt,  bei  den  quadratischen  Gleichun- 
gen das  quadratische  Glied  der  Unbekannten  allein  auf  die  eine  Seite  setzt 
und  nun  den  Werth  der  letzteren  zu  finden  als  die  besondere  Aufgabe 
auffasst,  aus  der  anderen  Seite  die  Quadratwurzel  auszuziehen. 

Seine  Methode  dies  durchzuführen  knüpft  er  in  seinem  lateinischen 
Werke  an  das  dem  Gedächtniss  zu  Hülfe  kommende  Wort  AMASIAS  an 
und  lehrt  sie  mit  folgenden  Worten  {Ar,  int,  fol.  240^): 

„Primo.  A  numero  radicum  incipe,  eumque  dimiäiatum,  loco  eit^s 
pone  dimidium  iUitis,  quod  in  loco  auo  stet,  donec  consuniata  sit  ioia  operatio, 

Secundo.     MuUiplica  dimidium  Ulud  posüum  quadraJte. 

Tertio.  Adde  ud  SuUraJie  iuxta  signi  addUorum,  aui  signi  suhtracto- 
rum  exigentiam. 

Quarto.  Mnuenienda  est  radix  quadrata^  ex  summa  additionis,  uel  ex 
snhstraäionis  tuae  relicto, 

Quinto,     Adde  aut  ^ubtrahe  iuxta  signi  aut  exempli  iui  exigentiam.^*' 

Stifel  ersetzt  also  die  von  seinen  Vorgängern  benutzten  Gleichnngs- 
formen : 

a;^  B=3  ax  +  ^  rc^  +  aa;  =  &  rc^  -4-  &  «=»  ax 

bezüglich  durch  die  folgenden: 

*)  „Da  wirt  ofiFt  ein  vergleychüg  gebracht  bis  in  die  8  oder  zehede  verande- 
rüg  jrer  verzeychnissen  un  zale.  Vn  ist  ein  wunder  schöne  Philosophische  band- 
lung **  (Ausg.  von  Bud.  Coss.  fol.  löl''). 


U^un^  T«i  j*—  (ijr  —  k  rx  xwtitvla,  wenn  hud  in  seiner  Aoägsbe  von 
ltK<l<.>itrs  Coss  ^foL  16o')  li<e£C:  .J>rumb  mag  kh  na  <li«  gtfuniiie  ai 
\^  10  t^als  Tom  halbleTl  ^r  xaI  m  das  ktvIw  jg  haCle^  scbcrKhireii  oder 
BM^  lu  tl>  addlrvB  Ncmltck  Kscb  gel«geiibert  desi  Ei«mpelg 
ia  «r«U-k«iB  soUick«  Ter^lerchnii^  _twiitl'iigir  waneln)  far- 
faU«B  D«B  «£  kom«B  wcbl  <x«iiifU  d&  BiaB  b^^d^s  tiicit  mmg"; 
d«ss  kwria  abi«r  hCv'bftvss  «ia«  Lisji^^ic  d«£  Aas«in:>:ki  ^fssdst  wden 
fcuui.  b««<Mät  di«  Sc<Ü<  f<HMf  OB  ?  Jahn  fe^ür  TurTi&BCa-i^Ka  Arilk- 
mft»M  a^n^ryä.  wv  <r  ;M.  i43''  für  d:-;  ^(twaM  ('■;^i-;iaa^fü«Hi  ■  .JiwMies 
1;  «■-(«utar  NMwnr  r.»ikwm.  ;■/<«/  .-wm  mmmuri  alh-'-iitc.: .  mmiiiiUt  fiffno 
tmitira.'M'iam-  •int  vxs^ni-i^t^,^a.  Axi^r*<ä  Üx;-  ^-w«l-  xm^ar  habtbä 
ifem  a/<(Hutv  i^ia.ym  rsiü.vm~. 
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aequalis  quadrato  dimidii  numeri  radicuin'%   diesen  Fall  betrachtet  er   als 
Ausnahme,  wobei  die  Gleichung  statt  zweier  Lösungen -nur  eine  habe. 

Dass  übrigens  jede  quadratische  Gleichung  nie  mehr  als  zwei  Lösun- 
gen haben  könne,  ist  StifeFs  ausgesprochene  Ansicht*). 

Auch  denjenigen  Gleichungen,  welche  nach  Art  der  quadra- 
tischen lösbar  sind,  widmet  Stifel  eine  kurze  Besprechung,  wie  ja 
auch  Riese  den  Fall,  ,,wue  drey  Zeychen  in  gleichen  mittein  proporciona- 
listischer  ordenung  einander  vorglejcht*'  werden ,  in  seiner  achten  Equation 
besonders  behandelt  hatte.  Nur  kann  Stifel  jene  Gleichungen  vermöge 
seines  Namens  „Exponenten^^  kürzer  charakterisiren :  „quando  fuerint  tres 
partes  aequaüonis,  quarutn  duae  cossice  sint  denonUnatae,  Ua  ut  exponentes 
denominationum  seruevU  leges  progressionis  Ärühmeticae  cum  exponente  partis 
non  denommatae  (qtuüem  consiat  esse  0)  tunc  pQtest  fieri  extraclio  radicis 
qaadratae*'.  So  seien  für  die  Gleichung 
2j3    aequati   1450  —  8j    die  Zeichen  gj  •  j  •  0,  die  Exponenten  der  Zeichen 

aber  4  •  2  •  0;  ebenso  in: 
1  ydi  aequcUus  5120  —  16cC  die  Zeichen  gct  -cC .  0,  die  Exponenten  der  Zeichen 

aber  6  •  3  •  0,  und  in: 
1  iß  aequatum  7424  —  200/?  die  Zeichen  g/?  •  /?  -0,  die  Exponenten  der  Zeichen 

aber  10  •  5  •  0. 
Die  Auflösungsvorschrift  stimmt  natürlich  mit  der  in  Riese's  Achter  Equa- 
tion gegebenen  überein. 

86.  In  meiner  ganzen  bis  hierher  geführten  Darstellung  der  Lehre  vom 
Lösen  der  Gleichungen  war  stets  nur  von  den  dazu  dienlichen  Vorschriften 
die  Rede,  von  den  24  und  von  den  8  und  von  den  7  Equationen  imd  von 
der  einzigen  Regel,  welche  Stifel  aufstellte;  mit  welchem  Rechte  man  aber 
jenen  Vorschriften  Zutrauen  schenkte,  ob  sie  denn  in  der  That  stets  rich- 
tige Resultate  gaben ,  ob  sie  solche  geben  mussten,  und  wie  man  zur  Auf- 
stellung jener  Vorschriften  gelangt  war,  diese  Fragen  blieben  bis  jetzt 
unerörtert. 

Aber  es  durfte  dies  auch  füglich  geschehen:  denn  wenn  es  auch  Jedem, 
der  nur  einen  oberflächlichen  Blick  in  die  Geschichte  der  Mathematik  des 
15.  und  16.  Jahrhunderts  gethan  hat;  eine  bekannte  Thatsache  ist  und 
demnach  kaum  erwähnenswerth  scheint,  so  ist  und  bleibt  es  eben  doch 
auffallend,  dass  jene  Zeit  bei  Behauptungen,  welche  auf  Geometrie  Bezug 
hatten,  meistens  sofort  auch  den  geometrischen  Beweis  erbracht  wünschte, 
aber  bei  allem  auf  Arithmetik  Bezüglichem  jenes  Wunsches  sich  durchaus 
eutschlug,  dass  bis  zur  Mitte  des  16.  Jahrhunderts  Fragen  der  vorerwähn- 
ten   Art    nicht    oder    nur    höchst  vereinzelt  aufgeworfen   wurden.     Schon 


Ar.  int,  foi.  244"^:    „  . .  .  plures  (radices)   autem    dwüms  nulla    aequatio 

4tt.-Ut.  Abtb.  d.  Zttchr.  f.  M»th.  u.  Phyi.  6 
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eine  quadratische  Fläche  bedeutet;  die  geometrische  Versinnlicbung  der  vier 
ersten  Equationen  ist  dann  leicht  durchzi^führen.  „Nu  folgen  aber  die 
Künstliche  demonstrationes^^  die  der  siebenten,  fünften  und  sechs- 
ten Equation. 

a)  x^  =  ax  -{-  h.  —  Es  sei  hier  AB  die  Grösse  der  zu  findenden 
Strecke  x^  so  ist  das  Quadrat  über  ÄBy  n&nlich  ÄC  =  x^.  Soll  dieses 
aus  zwei  Theilen  (nämlich  aus  ax  und^&)  zusammengesetzt  sein,  so  mache 

s  — ,  so  ist  das  Rechteck 


man  zunächst  BD  =  AE 


X 


E 


G 
H 


F 


B     D 


AB  ==  Rechteck  AF=s  —  -  x  und  die  Summe  bei- 

der  Rechtecke  wäre  =»  ax.  Wird  also  das  Rechteck 
AD  und  noch  ein  Flächenstück  =  AF,  d.  h.  das 
Rechteck  GF  und  vom  dann  zurückbleibenden 
Quadrate  HC  noch  ein  Stück  i?=  -4  fl*  weggenommen,  so  wird  der  Rest  =  h 

sein.    Deshalb  ist  das  Quadrat '1^(7=  (~j  +6  und  dessen  Seite  HD  oder 
EB  ist  =  J<  l-j    -f-  &,    80  dass  die  gesuchte  Seite   AB  ==  a;  =  EB  -f- 

^^-/© 

ß)  x^  -\-  ax  ^=  h. 


a 


+  6  +  —  wird. 


Wird  hier  AB  «=  x  gewählt,  also  AC  =  x^,  so 


a 


wird,  wenn  man  noch  AE  =  CD  =  —  anfügt,  die 


E 


F 

-i 


H 
G 


B 


C     D 
EA  = 


Fläche  AF=  CG  ==  -  -  x    und     das    Sechseck 
BEFIGDB  =  a;2  +  ax  oder  =  h.    Wird  also 

(öl  X* 

-  j   zugefügt,  so  entsteht 

das  Quadrat  BH  =  h  -\-  (A  \  demnach  wird  des- 
sen Seite  EB  =  }/ (^^  +  6,     folglich   AB  =  x  =  EB 

y)  x'^  -^  h=  ax,  —  Wird  hier  AB  =  x,  also  AC  =i  x'^  gewählt  und 

a  a        X 

will  man  wiederum  aa;  als  2  •  —  •  o;  darstellen,  so  muss  man  «  >   «  wählen, 

da  ja  der  Anblick  der  Gleichung  lehrt,  dass  ax'^xx  sein  soll.    Es  sei  dem- 
nach AE=  BD  =  ^,  soistAF=~'X  =  BG,  fxho  ax  =  AF  +  BG 

=  AF+  BH+  AH=AF+  Bn+  HL,  wenn  HM  =  AE  gemacht, 
wird.     Somit   übertriflft  ax  das  Quadrat  AC  (=  a;-)  in  der  That  um   den 


sich  dieselben,  wie  wenigstens  meine  Nachforschungen  lehren,  zuerst  hei 
Rudolff,  aber  freilich  nicht,  wie  es  heute  üblich,  in  besonderem  Kapitel, 
sondern  nur  gelegentlich  der  Besprechung  von  besonderen  Beispielen.  Nach- 
dem er  nämlich  187  Aufgaben,  welche  zur  ersten  Regel  der  Coss  gehSren, 
gelöst  hat,  kommt  er  auch  ^'')  auf  die  ,,Begula  quantitatis"  za  sprechen, 
d.  h.  auf  das  Verfahren,  welches  einzuschlagen,  wenn  mehr  als  eine  Un- 
bekannte zur  Losung  einer  Aufgabe  erforderlich  sei.  Rudolff  sagt  hier- 
über: „Dise  regl  lernt  wie  man  sich  halten  sol  bey  etlichen  exenipeln  [  so 
Über  den  gesetzten  radix  (wie  dan  der  brauch  ist)  auch  andere  position 
oder  Satzungen  erfordern-  Dan  so  1  ig  einem  ding  gesetzt  oder  zugebe  ist  | 
mag  er  in  dem  selbigen  procesz  (confusion  oder  irrsal  zu  veimeiden)  keinem 
andern  ding  zugestelt  werden.     Laut  also. 

„Wan  nach  setzung  l  jg  |  ein    ding    vorhanden    ist  welchem  du  (ausz 

*}  Die  Summa  dea  Italieners  Luca  del  Borgu  (1494)  erwähnt  im  6.  Tractat  der 
8.  Dietinction  (fol.  l-ld'J  als  „Quartum  essetUiale  notandum"  die  BenQtEang  einer 
zweiten  ITnbekaonten ,  nachdem  die  erste  durch  ico  bezeichnet  sei;  „ma  laltn» 
»ira  detla  semplicimente  .  1 .  quanlita  .  K  dipegniseam.  J.  q' .  . . .  e  questa  tat 
g*  sarda  tie  li  libri  prattchi  antidii  e  üata  chiamata  cosa  »tconda.  Ma  U  m'i- 
derni  la  nominano  g*  gimpliciter" . 

••)  Kudoirs  CoBs.  fol.  ^.  VI';  Ausgabe  von  Stifel  lol.  307'. 
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vorgethaner  vnderwejsung)  mit  der  position  nit  magst  zukomme.  Setz  das- 
selbig  ding  sei  1  quantitet  |  vnd  procedir  nach  laut  der  auffgab  |  so  lang  bisz 
zwo  Ordnung  der  zalen  einander  gleich  werden  ...  Ist  weiter  etwas  vor- 
banden. Nim  war  der  vorigen  Satzungen  |  gib  dem  selbigen  ding  1  quan- 
titet I  vnd  procedir  nach  vorgemelter  Instruction.'* 

Um  zu  zeigen,  wie  Rudoiff  veranlasst  ist  „1  quantitet"  einzuführen, 
seien  von  seinen  Beispielen  zwei  ausgewählt,  zunächst  das  188'^®.  Dasselbe 
legt  die  unbestimmte  Aufgabe  vor:  ,;Diuidir  1  i^  '\'  1^  q)  in  zwen  teil. 
Wan  ich  vom  andern  teil  subtrahier  8  |  gibs  dem  ersten  |  das  das  collect 
2  mer  dan  3  mal  souil  anzeige  als  dz  rest  des  andern  teils*^  Hier  beginnt 
die  Lösung  sofort  wie  folgt:  „Setz  der  erst  teil  sei  1  quantitet  |  so  musz  der 
ander  sein  13^  +  1^9  —  1  quantitet.  dauon  subtrahir  8  |  Rest :  l^-^-^g)  —  ! 
quantitet  u.  s.  w." 

Als  zweites  Beispiel  sei  das  191**^  Ezemplum  BudolfTs  angeführt. 
Darin  heisst  die  Aufgabe:  ;,Drei  haben  gelt  |  kauffen  ein  rosz  zu  34  flo: 
Begert  der  erst  vom  andern  vn  dritten  ^  irs  gelts  |  zu  dem  das  er  hatt. 
Der  ander  wil  haben  ^  alles  gelts  seiner  gesellen.  Der  drit  -J-  ires  gelts 
zu  dem  seinen  |  so  hab  je  einer  dz  rosz  zu  zalen.  Ist  die  frag  wieuil 
jeder  gelts  hab?" 

Zur  Lösung  setzt  Kudolif  den  Besitz  des  ersten  =»  lo^,  so  mangeln 
ihm  =  34  9  —  1  2^ ,  also  haben  die  beiden  andern  68  9  —  2  a^ ,  alle  drei 
haben  68  9  —  1  a^*  „Nun  setz  der  ander  hab  1  quantitet  |  so  volgen  dem 
ersten  vnd  dritten  68  9)  —  1  o^  —  1  quantitet .  .  .  . ;  dann  findet  sich  1 
quantitet  gleich  ^  ae  +  17  9).  Indem  dann  Rudoiff  fortfährt:  „Weiter  |  setz 
dem  dritten  1  quantitet  |  so  volgen  dem  ersten  vnd  andern  68  9  —  1 3^  —  1 
quant  {  .  .  .  "^  findet  er  schliesslich  als  Antheil  des  dritten  a=s^j^-^  22^  tp 
und  hieraus  die  Gleichung: 

H^  +  ^H  <P  gleich  68  9  —  1  aei 
woraus  sich  1  a^  gleich  10  9  ergibt. 

Recht  deutlich  zeigt  das  letztere  Beispiel,  wie  man  sich,  auch  wenn 
die  gleichzeitige  Benützung  mehrerer  Unbekannten  nahe  genug  lag,  den- 
noch mit  nur  einer  einzigen  behalf;  erst  Stifel  fand  es  zweckdienlich^ 
gleichzeitig  mehrere  Unbekannte  in  die  Rechnung  einzuführen  und  sie  dem- 
entsprechend durch  besondere  Zeichen  anzudeuten,  ^^lä  in  operationc  exetnpli 
radices  non  conftindantur  ^  ncc  una  pro  äUera  recipiatur^*^  Er  bezeichnet 
{Ar.  int.  fol.  251'')  die  erste  nach  1  ae  noch  zu  benützende  Unbekannte 
durch  1 A,  die  nächsten  durch  IB,  1(7,  12),....  und  will,  dass  unter  1  A 
verstanden  werde  „nihü  aliud  fpuim  1  a^  secunda,  distinda  ab  l  7^  piinia 
scu  prms  xiosita^ y  und  er  fasst  die  weiteren  Unbekannten  unter  einem  Namen 
als  sccundae  radices  zusammen.  Stifel  gibt  aber  sofort  auch  Auf- 
klärung über  die  bei  gleichzeitigem  Vorkommen  von  1  ^ ,  1  ^ ,  .  .  .  noth- 
wendig    werdenden   Bezeichnungen:    das   Produkt    von  2a^  in  4J   z.    D. 
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Fall  ist.  Stifel  behandelt  u.  A.  im  zweiten  Bache  nach  PtolemSus  die  Aufgabe, 
aus  dem  gegebenen  Durchmesser  eines  Kreises  die  Grösse  der  Seite  des 
eingeschriebenen  regelmässigen  Zehn-,  Sechs-,  Fünf-,  Vier-,  Acht-  und 
Dreieckes  zu  finden  ^  aber  es  ist  ihm  dabei  wesentlich  um  die  möglichst 
angenäherte  Auswerthung  der  betreffenden  Irrationalen  und  darum  zu 
thun,  zu  zeigen,  wie  Ptolemäus  wohl  zu  seinen  Werthen  gekommen.  Im 
dritten  Buche  (fol.  286  ff.)  kommt  er  dann  wieder  auf  verwandte  Auf- 
gaben zurück  und  behandelt  nachher  auch  eine,  bei  welcher  er  von  seinen 
,, zweiten  Wurzeln'^  Gebrauch  macht  und  die  ich  hier  der  Probe  wegen 
mittheilen  will.  Es  sei  —  so  lautet  die  Aufgabe  (fol.  SOO"")  —  ein 
Rechteck  mit  den  Seiten  12  und  14  gegeben,  und  es  werde  durch  eine 
Senkrechte  zu  den  größeren  Seiten  so  in  zwei  Rechtecke  getheilt;  dass 
die  Summe  von  deren  Diagonalen  doppelt  so  gross  als  die  grössere  Seite, 
also  =  28  sei.  Wie  hat  die  Theilung  zu  geschehen?  Die  getheilte  Seite 
bestehe  aus  den  Stücken  1  7^  und  14  —  1  ag  und  von  den  betreffenden 
Diagonalen  sei  die  erstere  1^^  also  die  zweite  28  —  1  Jl;  dann  muss 

I5+ 144=1^3 

und  ebenso       340  —  28  3e  +  1  3  =  784  —  56  ^4  +  IJl  3         sein , 

folglich  1  ^  5  =  1  3  +  144  =  56^  +  1  j  —  28  2e  —  444 , 

woraus         56  ^  =  28  3e  +  088  ,     somit     1A  =  i^xA^.  .      Die    Ein- 

Setzung  dieses  Werthes  in  die  erste  der  vorigen  Gleichungen  gibt  dann 
:e  =  5. 

38.  Gleiohnngen  von  höherem  als  dem  siweiten  Qrade.  —  Der  An- 
blick der  zu  Riese's  Zeiten  gebräuchlichen  und  von  ihm  überlieferten  „24 
Regeln'*,  die  oben  (S.  65  ff.)  angeführt  wurden,  und  noch  allgemeiner  der 
Wortlaut  von  Rudolff's  ;,acht  Equacionen*'  zeigt  unmittelbar,  dass  unsere 
alten  Cossisten,  ihren  Vorbildern  entsprechend;  sich  nicht  auf  solche  Glei-  . 
chungen  beschränkten,  welche  nur  die  erste  und  zweite  Potenz  der  Unbe- 
kannten enthalten,  sondern  dass  sie  auch  höhere  Gleichungen  in  Betracht 
zogen,  jedoch  nur  solche,  welche  nach  Art  derer  des  ersten  oder  zweiten 
Grades  sich  lösen  Hessen.  Und  Grammateus  und  Riese  haben  auch  deutlich 
die  Bedingung  dafür  ausgesprochen,  dass  letzteres  möglich  sei:  so  unter- 
scheidet Riese  z.  B.  den  Fall,  wo  „zwey  Zeichen  ader  zwu  benennng 
proporcionalistischer  ordenung  ane  (==  ohne)  mittel  einander  nachuolgent 
vorgleicht  werdenn*'  und  den  Fall,  wo  „mittel  darzwischen'*,  und  er  be- 
tont, dass  im  letzteren  Falle  ,;das  mittelste  Zeichen  von  eynem  gleich 
soweit  sam  vom  anderenn  stehen  sol**. 

Wie  aber  zu  verfahren  sei,  wenn  die  zuletzt  angegebene  Bedingung 
nicht  erfüllt  ist,  hat  vor  dem  in  genanntem  Punkt  aus  fremder  Quelle 
schöpfenden  Stifel  keiner  der  deutschen  Cossisten  gelehrt:  es  war  den 
Italienern  des   16.  Jahrhunderts  vorbehalten,   die  Kluft,  welche  stets  die 


algebraicis  liber  unus"  zu  Hfiraberg,  gleichzeitig  mit  StJfel'B  Ärithmetka 
itUegra,  gedruckt  wurde  und  im  Jahre  1546  die  Preijse  verliesH.  Aus 
diesem  kam  auch  den  deutschen  Cossisten  die  Kunde  zu  vun  der  Erweite- 
rung, welche  die  Algebra  er&hren  hatte,  und  der  üebeibringer  der  Kunde 


ll 


Eic  bmomieHis  ra^eutn  extradio 

Bic  omnis  fere  mtmerorum  imttionalUas. 


und  derjenige,  welcher  zuerst,  ja  selbst  noch  vor  Veröffentlichung  von 
Cardanns'  Werk  auf  dessen  Bedeutung  hinwies  und  eifrigst  zu  dessen  Stu- 
dium auffordert'),  ist  wiederum  unser  Michael  Stifel. 


•}  Arithm.  inteffra  {veröffentlicht  lM*i  die  Vorrede  zum  8.  Buch  datirt  vom 
S.  Januar  I&43)  fol.  306':  „Appendix,  ad  JUecoenatem  SHwn  dom»itm  Adolphum 


u:,-,:(A-Zu), 
.:»-,.:  (JJ  -  8.)  . 

Insoweit  hatte  Stifel  die  Aufgabe  ganz  richtig  dargelegt;  wie  aber  die 
jene  Zerlegung  liefernde  Vorschrift,  wie  die  Regel  laute,  welche  „expediet 
lolum  negotium  de  fxtracftone  cvbica  binotiiiorum  et  rfsiduoriim" ,  das  gab 
Stifel  nicht  an  und  aus  dem  guten  Grunde,  weil  die  Auflöaung  jener 
Gleichungen  in  «  und  v  zu  einer  cubischen  Gleichung  fllbrt,  welche  Stifel 
noch  nicht  in  lösen  verstand. 

£rst  als  er  die  neue  Leistung  der  Italiener  kennen  gelernt,  führt  er 
seine  Aufgabe  zu  Ende  durch ,  freilieb  ohne  die  eigentliche  Lösung  cu- 
biscber  Gleichungen  in  Anspruch  zu  nehmen. 

Aus  den  vorigen  Gleichungen  iür  x  und  n,  nämlicb: 

B  =  Zx-'y'\-f, 
leitet  Stifel  die  folgende  ab : 

A'  —  B'  =  (j:''  —  y')      ,  woraus: 

3?  ~yi  =.  |/A'"^=^#        oder       x^  =  ^>  ^^^'     +  y' . 
Es  wird  also  x  bekannt  sein ,  wenn  \/ A^  —  E'  ausgerechnet  ist  und  wenn 
man  eine  gewisse  Zahl  y^  finden  kann,   welche  zu  y^A^ — £'    addirt  als 
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Eine  solche;  von  der  in  Deutschland  gewohnten  so  sehr  verschiedene 
Behandlung  der  Gleichungen,  mochte  kaum  Jemand  angenehmer  berühren 
als  eben  Stifel,  dessen  ganze  Geistesrichtung,  wie  wir  wiederholt  schon 
sehen  konnten,  imgemein  dahin  neigte,  wo  es  galt,  Eigenschaften  und  gegen- 
seitige Beziehungen  der  vorkommenden  Zahlen  aufzuspüren,  passende  Um- 
Änderungen  einzuführen  ^  geschickte  Kunstgriffe  anzubringen.  Man  merkt 
es  seiner  im  Vergleich  zur  Arithm.  int.  um  9  Jahre  späteren  Ausgabe  von 
Rudolff's  Coss  wohl  an ,  welchen  Einfluss  jene  Cardanische  Behandlung  der 
Gleichungen  auf  Stifel  gewann,  wie  vielfach  seine  Thätigkeit  inzwischen 
dem  Ausbau  des  bezeichneten  Feldes  sich  zugewandt  hatte. 

Nachdem  er  nämlich  in  jener  Ausgabe  Budolff's  Beispiele  sämmtlich 
abgehandelt  hat,  fügt  er  einen  eigenen  „Anhang  der  Exempeln  |  Mich. 
Stif."  bei  (fol.  459''  —  475),  von  welchen  er  sofort  erklärt,  dass  „die 
werden  einer  andern  art  seyn  |  vn  vil  andere  operationes  foddem  {  den 
desz  Christophori  exepla  (oben  gesetzt)  foddem.  Den  in  den  obern  exem- 
peln Christophori  setzt  mä  alwege  1  3^  •  vn  zu  zeyte  auch  1  ^  •  vn  zu 
zeyte  auch  1  B  •  vn  gibt  die  auffgab  allenthalben  die  handlung  oder  Ope- 
ration. Aber  in  disen  meyne  nachvolgede  exepeln  würdestu  die  sach  (nach 
dem  auffgebe)  nicht  hinauszfüren  |  wie  sollichs  ein  jeder  |  der  es  ver- 
suchen will  I  von  ihm  selbs  auffs  best  sehen  wirt/^  In  der  That  legt  z.  B. 
seine    Behandlung    des    Gleichungensystemes^    das    wir    heute    wie    folgt 

schreiben  (fol.  471): 

{x^y)  {x'+y^)  =  QU 

(x  +  y)  {x^--y^)  =  3bl 

Zeugniss  ab  für  die  Richtigkeit  seiner  Aussage.  Und  auch  die  Art,  in 
welcher  er  nun,  durch  Errathen  freilich  mehr  als  durch  wirkliches  Lösen, 
die  Resultate  der  im  vorigen  §  (S.  88)  angeführten  Gleichungen  findet 
(fol.  477  f.),   zeigt  seine  Gewandtheit  in  derartigen  Dingen:   so   bildet  er 

<j»3  __  /j«* 

z.  B.  aus  der  zweiten;    — ==  605  die  Gleichung:  aj^  =  x^  -j-  1210, 

mä 

und  die  Beobachtung,  dass  121  =  11^  ,  dass  also  die  Gleichung  heisst: 
x^  =^  x'^  -|-  11^  .  10,  führt  ihn  dazu,  ic=  11  zu  erkennen,  da  dann  x'^ 
rechts  als  Faktor  ausgesetzt  werden  kann.  ;,Sollichs  sehe  ich  hie  an  disem 
Exemplo.  in  einem  andern  muss  ich  mich  anders  vmb  sehen.** 

40.  Aus  Cardan's  Lösungen  hatte  Stifel  erkannt  und  seine  eigenen  Stu- 
dien hatten  es  ihm  bestätigt,  „wie  die  gröste  macht  der  Cosz  sey  gelegen 
an  allerley  extrahiren  der  wurtzeln**,  wobei  freilich  nicht  nur  an  den  uns 
geläufigen  Sinn  des  Wurzelausziehens,  sondern  auch  daran  zu  denken  ist, 
dass  Stifel  unter  jenem  Namen  die  ganze  Arbeit  zusammenfasst,  welche 
dazu  führt,  aus  einer  Gleichung  wie  z.  B.  x'^  =  6x  -\-  7  den  Werth  von 
X  zu  finden.    Immerhin  hat  sich  Stifel;  nach  Apian's  Vorgang*),  mit  Ei  folg 

*)  iS.  mein  „Rechnen  im  16.  Jahrhundert'*  S.  77. 


42.  Elevor  wir  nun  dazu  Übergehen,  die  weitere  Ausbreitung  der  Cubikcoss 
in  Deutschland  darzulegen,  ist  es  angezeigt,  zuvor  noch  die  nach  Stifel's 
Zeit«n  Übliche  Behandlung  der  Quadratcoss  etwas  zu  betrachten.  Da  ist 
nun  zuerst  zu  sagen,  dass,  so  sehr  iiuch  Stifel's  Einfluss  im  ganzen  Ge- 
biete der  Algebra  sich  bemerklich  machte,  gleicbwübl  seine  Betrachtung 
und  Lösung  der  quadratischen  Gleichun;nen  nicht  Überall  unmittelbar  ange- 
nommen wurde. 

So  unterscheidet  Scheubul  z.  B.  drei  Formen  der  Gleichungen: 
Aequaiio  prima,  seciinda,  tertia,  unter  welchen  er  bezüglich  die  auf  den 
ersten  Grad  rUckfttbrbaren,  die  vom  zweiten  Grade  und  die  von  höherem 
als  zweiten  Grade,  welche  auf  quadratische  rückflihrbar  sind,  zusammen- 
fassi  Die  zur  Aequatio  secwfida  gehörigen  EinzelftUe  trennt  Scheubel  in 
altherkömmlicher  Weise  und  stellt  dies  figürlich  so  dar: 
Seciinda 
Pri  It^  ~N 

Tertia  Acqualio. 
Bei  dem  Catu>n  liiiius  aeiiuationn'  tcrtius,  nömlieh :  Pii  -\-  N  aeqmdes  rn,, 
d.  h.  i'  -|-  t  ^  ax,  zeigt  er  zwar,  dass  zwei  Lösungen  aufli-eten  kOnnen, 
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ist  aber,  wie  Stifers  Vorgänger,  nicht  der  Ansicht*),  dass  stets  beide  zu- 
lässig seien. 

Es  ist  in  Bezug  hierauf  folgendes  (auch  von  Ramus  und  Salignac  in 
gleichem  Sinn  verwendete)  Beispiel  bemerkenswerth :  „Zwei  haben  Seide, 
der  erste  40,  der  zweite  90  Ellen.  Der  erste  gibt  für  1  Krone  ^  Elle 
mehr  als  der  zweite,  und  beide  zusammen  lösen  42  Kronen.  Wie  viel 
gibt  jeder?" 

Setzt  man  hier,  der  zweite  gebe  x  Ellen  für  1  Krone,  der  erste  also 
(^  +  J)»  so  kommt  man  zur  Gleichung:  21  o?^  =?  08a;  +  15,  und  diese, 
als  Scheubers  zweitem  Canon  zugehörig ,  kann  bei  ihm  nur  eine  Auflösung 
haben ,  nämlich  x  ==  3  (während  ausserdem  noch  x  =  —  t^  ist). 

Setzt  man  aber,  der  erste  gebe  x  Ellen,  also  der  zweite  x  —  -^y  so 
findet  sich  die  Gleichung:  6da:^ -{~  ^^  "^  ^^^^9  ^^^  ^  diese,  als  dem 
dritten  Canon  zugehörig,  müsste  Scheubel  eigentlich  die  beiden  Lösungen 
y^  und  ^  zulassen ,  wenn  man  seine  unten  citirten  Worte  dahin  verstehen 
wollte,  dass  er  wirklich  stets  zwei  Auflösungen  als  richtig  geltend  ge- 
meint habe;  aber  er  sagt  ausdrücklich  zum  Schlüsse  (fol.  23^'):  „,  ,  .  manent 
^,  ^wn  verus:  vel  veniunt  Z\,  verus  numerus,^  An  sich  wäre  hier  ja 
keine  negative  Zahl  als  Lösung  gekommen ,  wohl  aber  hätte  diese  als  Zahl 
der  Ellen  des  zweiten  —  ^  gegeben,  und  aus  diesem  Grunde  verwirft  er 
die  Lösung  ^^^  . 

Statt  wie  Scheubel  drei  Canones  zu  unterscheiden  und  jeden  einzeln 
zu  behandeln,  macht  Salignac  (und  Ramus)  eine  Zweitheilung,  indem 
er  bei  dem  Falle  also ,  wo  man  „e  irihus  heterogeneis  notarum  continue  pro- 
2)ortionalii*m  duos  aequat  uni**  unterscheidet,  ob  man  „wmm  extremortnn 
caeteris  aequat"  (d.  h.  nach  unserer  heutigen  Bezeichnung  &  s=  o?'^  +  ^^ 
und  x^  =  ax  -{-  h)  oder  ob  man  „extremos  medio  aequat"  (alsoa;*'^  -f-  &  =  ao?); 
für  den  ersten  Fall  wird  dann,  soweit  es  sich  um  Ausrechnung  der  vor- 
kommenden Wurzelgrösse  handelt,  eine  gemeinsame  Vorschrift  'gegeben, 
und  im  letzten  Falle  heisst  es  betreffs  des  Resultates  auch  wieder :  „.  ^  .  pro 
conditiofie  quaestionis  liberum  erit  alias  additionem  aut  suhductionem  usur- 
jyarCj  ätias  aUeram  tantum" 

Einen  Beweis  für  die  Richtigkeit  des  Verfahrens  lässt  sich  das  von 
Salignac  Beigebrachte  kaum  nennen;  denn  es  ist  nur  verständlich,  wenn 
man  an  Euklid's  Sätze  U,  4,  5,  6  denkt;  Scheubel  verweist  einfach  auf 
letztere.  Clavius  aber  begnügt  sich  nicht  mit  der  im  Obigen  (S.  83  f.) 
schon  gegebenen  geometrischen  Versinnlichung  des  Verfahrens,  sondern  er 


*)  fol  19':  „.  .  .  radix  deinde  huius  residui  quadreUa,  ut  libuent,  ac  prout 
rationi  magis  consentaneum  fuent,  uel  a  dimidio  numeri  characteris  medii  suhtrahi, 
uel  eidem  addi  oportebit.  atque  utrum  horum  factum  fuerit ,  cum  tarn  per  id,  quod 
hie  colligetuTy  quam  etiam  quod  illic  relidum  fuerit,  radicia  valor  indicetur^  exemplo 
sat  18 factum  mt/* 


uad  ea  s 


■.Un,s<- 


Dann  tbeile  i 


i^fi 


in  E  sa,  dass  s  die  mittlere  Proportionale  zwischen 
4  E  und  ES,  also:  ÄE  ■  EB  —  b  wird ,  beschieib« 
weiter  Ober  AE  und  EB  die  Quadrate  4  J^  und  EK 
und  TervoIlütftQdige  die  Rechteclie  AH  und  BL, 
so  ist  das  Rechteck  £if=(^J?-  £5)  — 6  =  Recht- 
eck EL  . 

Nun  behaupte  ich,  dass  AE^  x  ist;  denn  dann 
AB=ÄB    ■    AE^a    X, 
AH=AF-\-EH=:r'*-\-h. 
Ich   behaupte   aber,    dass   auch  ES  ^  x  gesetzt    werden  kann,    denn 
es  ist:  Rechteck     AL  =^  AB    ■   EB  —  a-x, 

aber  auch:  Rechteck     BL  =  EK -\-  EL  ^  x''  +  b  . 

Hiermit  stimmt  aber  auch  die  Vorschrift  zur  Auflösung  Uberein :  denn 
nach  Euclid  ist: 

AE    EB-\ 


ist  Rechteck 

aber  auch  Rechteck 


=  AE'     odor     CE'  =  AC'- 


4E.EB^{^)\ 
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folglich  CE  =  /^(y)'~  ^  I 
daher  ist:     Äi:=^'\'j/(^^--'h=x  oder  EB^^—j/ (f^^ '-'h=X' 

Wenn  zweitens  5  =  —  ,  so  ändert  sich  die  Figur  unmittelbar  leicht 
ab ,  so  dass  man  sieht :    a;  «=  ^  C  «=  -^  • 

Aber  drittens  kann  nicht  5  >  —  sein,    weshalb   ^^radix^  secundum 

praeceptum  tradüum^  nuUo  modo  inueniri  potest'*. 

43.  Dass  schon  Stifel,  und  zwar  so  frdh  als  es  Überhaupt  nur  möglich 
war,  auf  die  durch  die  Italiener  gewonnene  Auflösung  der  cubischen  Glei- 
chungen aufmerksam  machte^  hob  ich  oben  hervor;  dass  aber  dieser  Hin- 
weis kaum  gewürdigt  wurde ^  dass  ein  halbes  Jahrhundert  hindurch  und 
fast  noch  länger  die  deutsche  Algebra  jene  gewaltige  Errungenschaft  kaum 
yerwerthet«,  ja  dass  ihr  die  letztere  beinahe  so  gut  wie  unbekannt  blieb, 
ist  eine  kaum  glaubliche  Thatsache*).  Scheubel,  aber  auch  Peletier,  Bamus 
und  Salignac  erwähnen  ihrer  mit  keiner  Silbe;  so  beginnt  letzterer  z.  B. 
den  Abschnitt  über  Gleichungen  sofort  mit  der  Erklärung:  ^^Äequatio  AU 
gcbraica  duplex  est"  —  d.  h.  vom  1.  und  vom  2.  Grad.  Clavius  aber 
kommt  im  12.  Kapitel  seiner  Algebra  auf  cubische  Gleichungen  zu  sprechen 
und  äussert  seine  Ansicht  über  diesen  Gegenstand  4n  folgenden  Worten: 
„.  .  .  nondum  est  inuenta  ars,  qua  huiusmodi  radices  certo  eruantur;  quamuis 
Cardanus  et  Nicolaus  Tartalea  in  quihusdam  exemplis  singularihus  in- 
uenerint  aestimationem  unius  radicis,  Raphael  autetn  Bomhellus  ex  qui- 
husdam etiam  aequationihus  elusmodi  et  oZm  nonnuUis  putat  se  inuenissc^ 
quo  pacta  eruendae  sint  radices.  Frandscus  quoque  Vieta  dicUur  demon- 
strasse  regulam  generdkm  pro  eiusmodi  radicibus  extrahendis:  quam  quiu 
uidere  hadenus  non  licuit^  et  rationes  BomhelU  ohscurae  välde  sunt  .  .  ." 
aus  diesen  Gründen  und  weil  die  Gleichungen  höheren  als  zweiten  Grades 
selten  gebräuchlich  und  compHcirt,  so  beschränke  er  sich  auf  die  letzteren 
allein.    Solche  Aufklärung  hatte  also  Clavius  aus  dem  Studium  der  Werke 

*)  Faulbaber  schreibt  z.  B.  in  seiner  Äcademia  Älgebrae  (1681)  folgenden  Satz: 
,,Obwol  Christofif  Bndolff  |  Michael  Stiffel  |  Cardanus  |  Vieta  |  Adrianus  Bomanus  | 
Diophantes  {  Simon  Stevin  >  Lüdolph  von  Cöllea  |  Johan  Jxmg  |  Nicolaus  Rai- 
niarus  |  Sebastian  Kurtz  |  Petrus  Roth  |  vnd  andere  |  ihre  Exempla  |  auff  die 
Quadrat  |  Cnbic  |  Zenszdecensz  |  Sursolit  |  Zensicubic  |  vnd  Bsursolit  Cosz  ge- 
richtet '  Jedoch  ist  zu  wissen  .  .  .  /*  Faulhaber  nennt  also  in  erster  Reihe  nur 
Fremde;  die  Deutschen^  welche  er  nennt,  haben  theilweise  nicht  über  die  regel- 
rechte Lösung  der  Gleichungen  im  Allgemeinen  geschrieben,  oder  sie  sind  so 
spät,  dass  das  Urtheil  des  Textes  immerhin  bestehen  kann. 

Sappl.  z.  hitt.-Ht.  Abth.  d.  Zttohr.  f.  Mftth.  n.  Fhyi.  7 
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gelangen  konnte.  Er  sagt  nämlich  bei  Gelegenheit  einer  solchen  höheren 
Gleichung  (Äcad.  Alg,  B.  II):  „Alhie  will  ich  ein  sonderbar  Compendium 
inn  der  Cosz  eröffnen  |  wan  einer  ein  solche  grosse  aequation  probiren 
will  I  ob  die  quantiteten  in  jren  Zahlen  alle  recht  vnd  justificiert  sein  | 
so  ist  nit  von  nöten  |  dasz  er  meinen  Cardanischen  schweren  Procesz  ge- 
brauche I  dadurch  man  die  Binomische  vnd.  Residuische  Facit  herausz- 
presset  |  sondern  man  darff  nur  desz  Johan  Jungen  |  oder  Nicolai  Rai- 
mari  weeg  gebrauchen  |  vnd  mit  dem  Rational  werth  Radicis  dividiren  ; 
vnd  hinder  sich  von  einer  quantitet  zur  andern  procediren  |  wie  es 
sein  soll." 

Der  Weg,  auf  dessen  Beschreitung  hier  Faulhaber  hinweist,  darf  in 
unserer  Darstellung  nicht  unerwähnt  bleiben ,  da  auf  ihm  wohl  die  deutsche 
Coss  den  ersten  schüchternen  Versuch  wagte  ^  der  Auflösung  von  Zahlen- 
gleichungen näher  zu  kommen. 

44.  Johann  Junge  aus  Schweidnitz  in  Schlesien *),  über  dessen  Lebens- 
verhältnisse und  Leistungen  weiter  Nichts  bekannt  ist,  erdachte  nämlich 
im  J.  1577  wenigstens  den  Grundgedanken  des  Verfahrens,  welches  wir 
auch  heute  noch  lehren ,  um  rationale  ganze  Wurzeln  von  Zahlengleichungen 
aufzusuchen.  Da  aber  seine  Art  viel  „conjedur  vnd  mutmassung'^  enthielt 
und  leicht  in  ein  „vnendlich  weit  circwmvagiern  vnd  vmbschweiffen"  aus- 
arten konnte,  so  änderte  der  auch  als  astronomischer  Schriftsteller  be- 
kannte Nicolaus  Reymers  {Nkolaus  Baimarus  ürsus,  ?  — 1599  [?]) 
dasselbe  ab,  wie  er  in  seinem  im  J.  1601  erschienenen  Buche  „Ärith- 
metica  Afialytica,  mdgo  Cosa^  oder  Algebra*'  berichtet.  Zur  Verdeutlichung 
wähle  ich  die  Gleichung  a?^ -f- 21«^ -f- 90a;  «=  486.  Reymers  gibt  der- 
selben die  Fonn:  x^  =  486  —  90  a;  —  21a;'  und  versucht  nun  einen  der 
Faktoren  des  absoluten  Gliedes  486  als  Wurzel  zu  erkennen,  während 
Junge  von  solcher  Beschränkung  auf  Faktoren  Nichts   bemerkt  hatte.     Sei 

also  3  zu  versuchen,  so  rechnet  Reymers:    —~  =  162,    162  —  90  =  72 

72 

und  wieder  -  -  =  24  ,  24  —  21  =  3,  und  behauptet  nun,  weil  schliesslich 

die  gewählte  Zahl  wieder  erscheint ,  dass  eben  diese  eine  Wurzel  der  Glei- 
chung sei. 

Wenn  aber  in  der  Gleichung  gewisse  Potenzen  der  Unbekannten  fehlen, 
so  muss  die  als  Zwischenresultat  erhaltene  Zahl  nicht  einmal  nur,  sondern 
wiederholt   durch   die  zu  erprobende  dividirt  werden   und  zwar  so  oft,   als 


♦;  Peter  Roth  nennt  ihn  „gewesenen  Rechenmeister  zu  Lübeck'*  {Arithm.  phi- 
los.  fol.  S^)  y  und  den  gleichen  Wohnort  schreibt  ihm  z.  B.  auch  Tobias  Beutel  zu 
iu  seinem  „Handbüchlein  der  nützlichen  und  schönen  Rechen-Kunst**  (1658). 

7* 


EDUprecbend  solle  man  fUr  die  Gleichungsfonuen : 

x^  ^  px  -\-  q        und        x^  ■\-  q  ^  px 
verfahren,    and   dieee   Beine    „drej   newerfundene   nützliche  Reguln' 


,n  folgenden  Beispielen  dentJJcb: 
Icf  +  400)e  gleieli  2125 


4  16     416 

5  25     425 


Mnltiplicirt     kompt  2125 


lc{  +  213je  gleich  3674 
15    225  438    | 
14    196  40n 

13    169  382     \     Aggregat» 
12    144  557     j 
II    121  334    I 


Multiplicirt     kompt  3674 


Was  Jvnge  auch  erdacht  [  und  Rothene  kluger  Geiat 
Sambt  weiser  Leute  mehr  {  von  Gott  verliebne  Gaben 
Auch  anffzuenchen  eejn  |  so  ihr  Pfand  nicht  Tergruben  ' 
Damnib  sie  auch  mein  Kiel  |  hier  billicb  rühmt  und  preist. 
*J  Der  ToUständige  Titel  besteht  aus  -^69  Wartern. 
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lc(  gleich  lOae  +  639 

8  B4 

9  81 


54    I 
71    ) 


Differentz 


Multiplicirt     bringt  639 


Ict-f  470  gleich  147  le 
12    144     3 


11    121  26 

10   100  47 

I I 


Diflferentz 


I  Multiplicirt     bringt  470. 

Im  zweiten  Tbeile  seines  Werkes  (fol.  19 — 175)  behandelt  dann  Roth 
ausführlich  die  160  Beispiele,  welche  Faulhaber  als  ebensoviele  „Bäumlein 
in  seinem  Arithmetisch  -  Cabiccossischen  Lustgarten  gepflantzt**  hatte  und 
nimmt  sich  dabei  besonders  an  (fol.  126  £f.)  der  „schöne  löbliche  Poly- 
gonal Böszlein  |  von  denen  der  künstliche  Gärtner  Johan  Faulhaber  gesagt  | 
dasz  nit  wol  andere  Oärtner  |  zu  finden  sejn  werden  |  denen  der  nutz  vn 
die  frucht  gedachter  Röszlein  bewuszt  oder  bekant  |  also  dz  ermelte  Poly- 
gonal ROszlein  wol  vnabgebrochen  bleiben  werden";  Roth  aber  erklärt, 
„sie  samptlich  abzubrechen  vnd  einzusamlen^^  und  eine  General-Regel  er- 
funden zu  haben  „durch  welche  man  leichtlich  und  gering  |  die  Cörperliche 
Suma  etlicher  Polygonalzahlen  erforschen  kan'',  und  so  theilt  er  eine  Ta- 
belle der  Wert  he  derselben  mit  „als  eines  Gärtners  Werkzeug  und  Instru- 
ment I  ohn  welchen  derselbe  nicht  viel  fruchtbarlichs  verrichten  kann  | 
.  .  .  welche  meines  Wissens  |  vorhin  von  keinem  Arithmetico  in  öffentlichen 
Truck  beschrieben  worden".  Der  Inhalt  jener  Tabelle  vermag  aus  dem 
'folgenden  Auszuge    erkannt  zu  werden: 

l)Tri,onal  1  lct  +  ^  +  2^ 


2)  Tetragonal 


6 

2cC  + 

3j  + 

i3e 

6 

lcC  + 

Ij 

2 

29ce  + 

3j  ::- 

6 

2636 

77(^  + 

3j-f:- 

74  jg 

6 

98cC  + 

3s-7^ 

95  Je 

3)  Fentagonal 


31)  Triaconiahena^onaX 
79)  Hehdomiconiaenneaganal 


100)  Ilecatogonal 


Die  Gleichsctzung  solcher  Ausdrücke  mit  gegebenen  Zahlen  führte  dann 
stets  auf  cubische  Gleichungen,  und  dass  man  dabei  auch  vor  den  schreck- 
lichsten Wortbildungen  nicht  zurückscheute,  beweist  die  130.  Aufgabe 
etwa,  wo  die  Summe  etlicher  IHsmyrioenneakischUioheptacosiotessaracontogonal 
Zahlen  gleich  1665804  sein  soll  und  deren  Anzahl  =  7  gefunden  wird. 

Dass  Roth  ganz  im  Stile  Faulhaber's  weiter  arbeitete,  beweist  auch 
der  dritte  und   letzte  Theil  (fol.    175 — 192)  seines  Buches,   da  er  hierin 
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sie  einen  Jeden  Bogen  der  von  einer  sollich  seitten  abgeschnitten  würt  in 
zwey  gleiche  Theil  getheilt  und  die  subtensas  (Sehnen)  der  halben  Bogen 
gesuecht,  was  dan  vil  quadrierens  und  wurtzelsuechens  gibt.  Fürs  dritte 
zum  Complementum  eines  jeden  underzogenen  halben  Bogens  durch  qua- 
driren  und  Wurtzel  suchen  seinen  sinum  gefunden.  Weil  aber  von  alters 
der  Zirckhel  in  360  und  der  quadrant  in  90  grad  getheilet  würt,  ein  grad 
aber  in  60  minuta:  Hatt  diese  halbirung  der  underzogenen  Bogen  und 
Irer  Complementorum  nitt  weitter  gelangen  mögen  als  auff  45  Minuta,  die 
lassen  sich  nun  nit  mehr  ohn  einen  bruch  halbiren.  Und  gibt  diser  Pro- 
cesz  ingemein ,  wan  man  bey  den  Minuten  pleibt  und  nit  auff  die  Secunda 
Ichomen  will,  nit  mehr  denn  Ungefährlich  120  Sinus.  Haben  derohalben 
zum  Vierten  achtung  geben,  wo  die  Sinus  anfahen  gleich  mit  den  bogen 
halbirt  zu  werden  und  also  zwo  subtensa  zweyer  halben  bogen  nichts 
merkliches  mehr  länger  werden  als  die  subtensa  des  gantzen  bogens:  da 
sie  dan  bald  alle  sinus  auf  die  erste  Minuta  des  Quadrantens  und  durch 
mittel  des  vorigen  Processes  hernach  andere  mehr  darausz  gefunden:  Ent- 
lich den  uberigen  minuten^  so  hin  und  her  im  quadranten  noch  leer  ge- 
standen, Iren   gebürenden  Sinum  nach  der  benachbarten  proportion  unge- 

föhrliüh  zugetheilt Diesem  mangel  abznhelffen  khompt  die  Cossa 

zu  statt,  wöUiche  wen  man  das  Wort  Geometria  weitläufig  nimet,  auch 
eines  theils  darzue,  theils  aber  zur  Arithmetica. gehört.  Und  reimet  sich 
zwar  sehr  wohl  zu  den  sinibus.  Dan  ob  wol  Sinus  eine  rechte  linie  ist 
so  in  einem  Circkel  stehet  und  disz  pur  geometrische  Sachen  seind ,  Jedoch 
weil  man  solliche  Sinus  in  Zahlen  so  genau  es  möglich  zu  wissen  be- 
gehret ....  so  braucht  man  auch  mit  vortheil  eine  neue  khunst  darzu 
wölliche  von  Zahlen  handlet.  Weil  dan  die  Cosz  nit  nur  die  ebenen 
figuren  sondern  auch  die  cubos  in  Zahlen  angreiffet:  demnach  so  ist  dem 
oberzehlten  Mangel   (doch  auff  cossisch  und  nit  auff  guet  geometrisch)  ab- 

geholffen '*     Nachdem  Bürgi  dann  noch  eine  Anleitung  zur  Coss 

und  zur  Rechnung  mit  Decimalbrüchen ,  dabei  sogar  auch  schon  deren  ab- 
gekürzte Multiplikation  gegeben,  geht  er  über  zu  geometrischen  Betrach- 
tungen und  löst  die  Aufgabe:  „wenn  die  Sehne  (Subtensa)  ÄC «=  s  eines 
Bogens  bekannt  ist,  die  zur  Hälfte  des  Bogens  ge- 
hörige Sehne  AB  =  x  zu  berechnen"  —  mit  Hülfe  ^^^ 
der  Cosz;   er  setzt  nämlich   den  Durchmesser  =  2        ^^C 

und  findet:  ^/^:_S1 

x^  {  \  \ 

x^  =  2  •  Bß     oder     Bß  =  -r-  ,      so  dass  \v  j 

AB''-Bß^^{^\   liefert   a?^— ~=^   oder:     V  \      / 

(II)     .     .     .     .     4a;2  —  jc^  =  5^  . 
Ist  aber  ein  Bogen,   dessen  Sehne  AD  ^^8  bekannt  sei,   in  drei  gleiche 


Nun  handelte  es  sich  f(lr  Tlilrgi  um  die  Berechnung  des  Worthes  von 
X  aus  äokhen  höheren  Gleichungen. 

Da  ist  zunächst  hervorzuhehen,  dass  BUrgi  wohl  weiss,  dasa  einer  sol- 
clieu  Gleichung  mehrere  Werthe  zukommen;  aber  nicht  nur  dies,  er  denkt 
sich    auch    auf    höchst   geistreiche   Weise   ein    Verfahren    aus,    um    zu    er- 
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roitteln ,  wie  viele  Werthe  der  Unbekannten  aus  der  betreffenden  Gleichung 
sich  ergeben*). 

Er  sagt  sich  nämlich ,  dass  zu  jeder  Sehne  des  Kreises  stets  zwei  Bo- 
gen gehören,  so  z.  B.  zu  der  dem  Radius  gleichen  Sehne  der  Bogen  von 
60®  und  300^  zur  Sehne  0  der  Bogen  0®  und  360®.  Weil  also  die  Sehne 
von  360®  gleich  0  ist,  so  kann  man  jede  beliebige  Sehne  als  aus  zwei 
Theilen  bestehend  betrachten,  aus  0  und  aus  der  Sehne  selbst,  oder  um- 
gekehrt :  zu  jeder  Sehne  kann  man  als  zugehörig  einen  solchen  Bogen  auf- 
fassen, welcher  aus  der  ein-  oder  mehrmal  gedachten  ganzen  Peripherie 
und  aus  demjenigen  kleineren  oder  grösseren  Bogen  besteht,- der  eigentlich 
zu  jener  Sehne  gehört.  Beispielshalber  gehört  zu  der  dem  Badius  gleichen 
Sehne  der  Bogen  von  60®  und  der  von  300®,  aber  auch  der  von  420® 
und  von  660® ,  auch  der  von  780®  und  von  1020®  u.  s.  w.  Soll  also  der 
der  genannten  Sehne  zugehörige  Bogen  in  ftinf  gleiche  Theile  getheilt  und 
die  einem  solchen  zugehörige  Sehne  berechnet  werden,  so  kann  als  letztere 
neue  Sehne  offenbar  aufgefasst  werden  diejenige,  welche  zum  Bogen  von 
12®  oder  60®,  von  84®  oder  132®,  von  156®  oder  204®,  von  228®  oder 
276®,  ....  gehört.  Diese  scheinbar  unendlich  vielen  Werthe  reduciren 
sich  nun  in  der  That  auf  fünf  (nämlich  12®,  60®,  84®,  132®,  156®),  so  dass 
Bürgi  für  die  zu  berechnende  Sehnengrösse  fünf  verschiedene  Werthe  findet, 
entsprechend  dem  Grade  der  oben  gegebenen  Gleichung  (V). 

Soll  aber  nicht  ein  beliebiger  Bogen,  dessen  Sehne  bekannt  ist,  son- 
dern die  ganze  Peripherie  in  eine  Anzahl  gleicher  Theile  getheilt  werden, 
z.  B.  in  fünf,  so  entsprechen  der  Sehne  eines  Fünftels  wie  vorhin  72® 
und  288®,  144®  und  216®,  216®  und  144®,  288®  und  72®,  .  .  .  .,  d.  h. 
der  unbekannten  Sehne  kommen  in  diesem  Falle  nicht  fünf,  sondern  nur 
zwei  Werthe,  imd  in  dem  Falle  der  Siebentheilung  der  Peripherie  nicht 
sieben,  sondern  nur  drei  Werthe  zu. 

Hat  so  Bürgi  die  Anzahl  der  Lösungen,  welche  seinen  Gleichungen 
zukommen,  festgestellt,  so  geht  er  dazu  Über,  auch  die  Zahlenwerthe  der- 
selben herauszufinden  und  benützt  hierzu  verschiedene  Näherungs verfahren. 
So  berechnet  er  beispielsweise,  von  der  Sehne  1  eines  Bogens  von  60® 
oder  300®  ausgehend,  die  Sehnen  ihrer  Drittel  20®  und  100®,  wofür  er 
nach  (III)  die  Gleichung: 

{S  —  x^)x—  1  =0 

aufzulösen  hat.    Er  macht  zuerst  eine  Annahme  a  für  x ,  deren  letzte  Stelle 
nicht  um  eine  Einheit  (also  um  10*,  wenn  es  die  w*°  Stelle  links  von  der 


*)  Bürgi  hat  dieses  sein  Verfahren  nicht  selbst  dargestellt,  wenigstens  findet 
sich  in  Wolfs  Auszog  aus  Bürgi's  Manuscript  (a.  a.  0.)  Nichts  dergleichen ;  aber 
Kepler  überliefert  uns  dasselbe,  indem  er  im  ersten  Buche  seiner  Harmonice 
mundi  gelegentlich  der  Besprechung  der  regelmässigen  Figuren  Bürgi's  Unter- 
suchungen reproducirt. 


j  =  0,3472963553  . 
Im  Verlaufe  dieser  seiaer  itechmingen  zeigt  er  aiieh,  „wie  ausz  zweyen 
fnlschea  werthen,  deren  einer  zu  grosz  und  der  ander  zu  klein  ist,  der 
rechte  werth  der  Radix  zu  erkundigen",  d.  h.  er  verwendet  auch  die  Re- 
gula falsi.  Ist  z.  B.  die  Seite  x  des  regelmässigen  Neuneckes  zu  finden, 
so  ist  die  Gleichung  tm  lösen: 

0  =  9  —  30.r''  +  27a;*  —  O.t«  +  x"* 

=  9  —x^  [30  —  j:'  (27  —  j:'  (,lt  —  j;'))]  ■ 

Hier  ermittelt  BUrgi  zunächst  durch  Probiren  mit  dem  Zirkel ,  dass  x 
zwischen  0,68  und  0,69  fallen  muss.  Diese  WertUe  in  die  Gleichnng  ein- 
setzend erhält  er  statt  Null: 

+  0,0569     für  die  Annahme     x  =  0,68 

—  0,0828      „     „  „  r  =_5i^ 

0,1397  OÖl' 

nnd    fragt    nun:    was    gibt    0,0569,    wenn  0,1397    gibt  0,01?      Antwort. 

^0,0040;   somit  muss   0,6840  eine  bessere  Annahme  für  x  sein.     Für 

diese  erh&lt  er: 
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+  0,00056410  , 
dagegen  für  0,6841  findet  er  —  0,00083602  , 
woraus  er  wieder  den  verbesserten  Werth  x  =  0,68404029  ableitet. 

Nach  diesen  Orundlegungen  wendet  sich  Bürgi  zu  dem  Hauptgegen- 
stande seiner  Arbeit,  nämlich  den  ^^ccmon  sinurnn"  für  alle  geraden  Se- 
kunden aufs  kürzeste  und  genaueste  zu  errechnen.  Wir  aber  können  hier- 
von absehen,  da  es  uns  ja  wesentlich  auf  seine  Behandlung  der  Glei- 
chungen ankam;  dass  er  aber  auch  hierin  ein  Zeugniss  seines  Talentes 
niedergelegt  hat  und  Über  die  Leistungen  seiner  Vorgänger  Idnausgegangen 
ist,  ergibt  der  Gang  unserer  Darstellung  deutlich  genug. 


V.  Von  den  Quellen  der  Coss. 

47.  In  der  bis  hierher  geführten  Darstellung  habe  ich  die  Entwickelung 
der  deutschen  Coss  verfolgt  bis  zu  den  Zeiten,  wo  sie  ihre  höchste  eigen- 
thümliche  Ausbildung  erlangt  hatte,  und  ich  habe  schon  theilweise  die 
Beziehungen  späterer  Bearbeiter  zu  den  früheren  in  Betracht  gezogen 
und  bin  in  Verfolgung  der  Spuren  der  letzteren  zurückgegangen,  soweit 
dies  heute  möglich  ist.  Nun  ist  aber  die  Algebra  bekanntlich  nicht  un- 
mittelbar und  selbständig  aus  deutschem  Boden  hervorgequollen,  vielmehr 
sind  es  von  auswärts  hergeleitete  und  wohl  mehr  noch  ohne  besonderes 
Zuthun  herbeigeflossene,  aus  fernab  gelegenen  Quellen  herstammende  Bäch- 
lein, welche  sich  hier  verstärkten  und  im  Vereine  mit  den  aus  den  um- 
gebenden Culturländem  zuströmenden  Bächen  und  Flüssen  nun  den  ge- 
waltigen Strom  bilden ,  welchen  wir  die  neuere  Algebra  nennen.  Ich  würde 
aber  glauben,  meine  Aufgabe  nicht  vollständig  aufgefasst  zu  haben,  wenn 
ich  meine  gesammte  Darstellung  schliessen  wollte,  ohne  wenigstens  den 
Versuch  gemacht  zu  haben,  das  eine  oder  andere  jener  Bächlein  noch 
weiter  rückwärts  zu  verfolgen  und  so  den  Quellen  nachzuspüren,  aus  wel- 
chen die  deutsche  Coss  erflossen .  ist. 

Da  muss  ich  nun  sogleich  bemerken,  dass  bald,  nachdem  ich  nur  ein 
wenig  mit  unserem  Gegenstande  mich  vertraut  gemacht  hatte,  in  mir  die 
Meinung  sich  bildete,  dass  eine  unmittelbare  Beeinflussung  der  deutschen 
Coss  durch  die  Werke  der  Italiener,  welche  im  15.  und  16.  Jahrhundert 
die  Algebra  wohl  am  meisten  cultivirten,  nicht,  oder  nur  in  fast  ver- 
schwindendem Maasse  stattgefunden  habe;  um  nur  zwei  Gründe  zw  erwähnen: 
überall  fehlte  jegliche  Erwähnung  der  italienischen  Hauptwerke ,  des  Abacus 
von  Leonardo  Fibonacci  oder  der  Summa  des  Lucas  Pacioli,  tmd  überall 
zeigte  sich  die  Form  der  Darstellung  als  eine  von  den  genannten  wesent- 
lich  verschiedene.     Ich   fand   dann  auch,   dass   schon  Hutton  (1796)  jene 
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gebenen  Beispiele  zeigen,  dasä  auch  in  Frankreich  und  in  England  jener 
Name  üblich  war,  und  wenn  wir  gleichwohl  eher  an  Italien  zu  denken 
geneigt  sind,  so  hat  dies  seinen  Orund  eben  in  der  geschichtlich  fest- 
stehenden innigen  Beziehung  zwischen  den  diesseits  und  jenseits  der  Alpen 
liegenden  Ländern.  Aber  auch  dann  ist  hierdurch  noch  lange  nicht  fest- 
gestellt, dass  unsere  frühesten  Cossisten  nach  direkten  italienischen  Quellen 
gearbeitet  hätten:  denn  was  Drobisch  (a.  a.  0.  S.  21)  für  die  Verpflan- 
zung der  sog.  „Wälschen  Praxis*'  nach  Deutschland  als  höchst  wahrschein- 
lich liinstellt,  dass  sie  hier  nämlich  in  Folge  ihrer  Benützung  durch  Kauf- 
leute und  durch  Privatunterricht  von  Rechenlehrern  mehr  als  durch  Bücher 
eingedrungen  sei,  dasselbe  ist  auch  für  die  Algebra  denkbar,  ja  es  könnte 
selbst  auf  diesem  Wege  der  Name  der  ^,Cos8*'  herübergekommen  sein,  ohne 
dass  auch  ihre  Lehren  zugleich  mitgetheilt  worden  wären.  Wir  müssen 
uns  stets  gegenwärtig  halten ,  dass  ein  nur  etwas  vorangeschrittenes  Wissen 
von  mathematischen  Dingen  damals  wenig  verbreitet  war:  so  wird  aus 
dem  Ende  des  15.  Jahrhunderts  von  dem  oft  erwähnten  Widman  berichtet 
(Gerhardt,  Gesch.  d.  Math.  S.  30),  dass  er  an  der  .Universität  Leipzig 
lehrte  und  dass  er  „muUa  admodum  in  mathemaJticay  et  potissime  in  spe- 
ciebus,  non  sine  atidäorum  sunwno  applausu  aliquot  annis  volvisset  .  /% 
und  in  der  Mitte  des  16.  Jahrhunderts  noch  fordert  an  der  damals  be- 
rühmtesten Universität  Wittenberg  ein  Docent  der  Mathematik  in  seiner 
Eröffnungsrede  die  Studirenden  auf,  sich  nicht  zurückschrecken  zu  lassen: 
die  ersten  Elemente  seien  leicht,  die  Lehre  vom  Multipliciren  und  Divi- 
diren  verlange  etwas  mehr  Fleiss;  freilich  gebe  es  schwierigere  Theile  der 
Arithmetik ,  „ich  spreche  aber  —  so  fährt  er  fort  —  von  diesen  Anfängen, 
welche  euch  gelehrt  werden  und  nützlich  sind.'* 

Wenn  also  das  Vorkommen  des  italienischen  Namens  auf  deutschem 
Boden  wohl  ein  Herüberspielen  der  italienischen  Mathematik  anzeigen  mag, 
so  ist  damit  gewiss  noch  nicht  die  Frage  beantwortet,  im  Anschlüsse  an 
welcherlei  Schriften  die  frühesten  deutschen  Cossisten  ihre  Compendien  aus- 
arbeiteten. Um  hierüber,  also  über  die  Quellen  der  deutschen  Coss,  Auf- 
schluss  zu  erlangen,  scheinen,  da  ihr  Name  nicht  eben  viel  Aufschluss 
bietet,  nur  drei  Wege  beschritten  werden  zu  können,  auf  denen  ein  Rück- 
verfolgen möglich  ist:  wir  wenden  uns  erstens  an  die  auf  diesen  Punkt 
bezüglichen  Aussagen  und  Zeugnisse  unserer  Cossisten  selbst;  zweitens  wir 
sehen  uns  um,  ob  vor  dem  Jahre  1500  etwa  in  Deutschland  wirklich 
fremde  auf  Algebra  bezügliche  Schriften,  und  welche  derartige  vorhanden 
waren;  und  endlich  drittens  wir  analysiren  hierauf  fussend  in  historisch- 
kritischer Weise  Form  und  Lihalt  dessen,  was  unsere  Cossisten  bieten. 

49.  Wunden  wir  uns  unserer  ersten  Theilaufgabe  zu,  so  dürfte  es  sich 
empfehlen,  rückschreitend  die  Bearbeiter  der  Coss  Revue  passiren  zu  lassen. 

Was  zunächst  Stifel  betrifft,  so  gibt  er  uns  auf  unsere  bezügliche 
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das  alles  habtt  ir  mich  femer  gebetenn  vber  die  Algorithmi,  so  Algebrasz 
gesalzt,  Zu  beschreibenn ,  Dan  die  selbigenn  biszher  so  schwer  gosatzt  in 
lateinischer  berichtung;  Das  selten  eyner  daransz  vorstand  hett  fassen 
mugenn.*' 

Indem  wir  uns  vorbehalten,  nachher  nochmals  auf  Biese  zurückzu- 
kommen, wollen  wir  noch  einen  Augenblick  Umschau  halten  bei  Widman, 
ob  wir  hier  noch  etwas  über  Quellen  erkunden  können.  Er  erwähnt 
freilich  (fol.  1^)  „dasz  die  aide  meyster  der  kunst  der  Rechnug  Irenn 
nach  komende  schwere  Regeln  tzuuomemen  vn  muesam  tzuuerfuren  ge- 
lassen haben  Alsz  do  sejnn  die  Regel  Algobre  oder  Cosse  genant  dasz 
buch.  Data  genant,  vn  die  R-egel  proportionü  vnd  ander  der  gleychen*^ 
und  er  gesteht  auch  (fol.  2''),  dass  er  sich  „gemuet  vn  mit  südern  vleysz 
tzusam  geklaubet  vn  gelesen  leichte  vn  nicht  szo  geringe  alsz  nutzpar  Re- 
geln der  Rechnung";  nach  welchen  Vorbildern  er  aber  gearbeitet,  gibt  er 
nicht  namentlich  an,  und  mit  Rücksicht  hierauf  nützt  es  uns  auch  wenig, 
wenn  wir  bei  Riese  lesen  (S.  10),  dass  er  selbst  „auch  das  exemplar  ge- 
sehnn  Darausz  Widman  die  fragstuck  vnd  andersz  genumen". 

Aber  immerhin  lässt  sich  aus  den  angeführten  Stellen  einmal  als  höchst 
wahrscheinlich  das  folgern,  dass  um  1500  die  Werke  der  berühmteren 
Italiener,  dass  insbesondere  die  von  Leonardo  Fibonacci  und  von  Lucas 
Pacioli  in  Deutschland  nicht  bekannt  waren  und  das  erstere  also  wohl 
auch  zuvor  nicht  verbreitet  gewesen  war ;  mit  unbedingter  Sicherheit  können 
wir  aber  weiterhin  das  Resultat  ableiten,  dass  die  geschichtliche  Herleitung 
der  Algebra  von  den  Arabern  allgemein  angenommen  wurde  imd  dass  das 
diesen  Zweig  der  Mathematik  behandelnde  Hauptwerk  des  „Algebras**, 
d.  i.  des  Mohamed  ben  Musa  Alkharezmi,  in  lateinischen  Uebersetzungen 
bekannt  und  ziemlich  verbreitet  war,  und  dass  dasselbe  von  den  frühesten 
deutschen  Cossisten  als  Quelle  benutzt,  ja  geradezu  in  deutscher  Sprache 
bearbeitet  wurde. 

In  Uebereinstimmung  hiermit  befindet  sich,  dass  auch  in  Frankreich 
lateinische  Uebersetzungen  jenes  Hauptwerkes  gebräuchlich  waren,  wie  denn 
Libri  in  Pariser  Bibliotheken  deren  drei  auffand ,  von  welchen  er  eine  ver- 
öffentlichte*), und  eine  hübsche  Bestätigung  unseres  vorhin  gefolgerten 
Schlusses  gewährt  das  oben  (S.  59)  erwähnte  und  theilweis  mitgetheilte 
deutsche  Bruchstück  eines  Auszuges  aus  der  Algebra  des  Mohamed  ben 
Musa,  das  aus  dem  Jahre  1461  stammt  und  in  welchem  dieser  selbst  mit 
Namen  („Machmet**)  eingeführt  wird. 

48.  Indem  wir,  Dank  den  Bemühungen  von  Gerhardt,  das  genannte  Bruch- 
stück hier  vorführen  konnten,  haben  wir  schon  den  zweiten  Weg  betreten, 
auf  welchem  wir  behufs  Erforschung  der  Quellen  unserer  Coss  vordringen 


*)  Libri,  Hiitaire  des  Sc.  maik.  m  üül^  ''«^        ^  «  tag— 897. 

Suppl.  B.  hist.-lit.  Abih.  d.  Z^itsebr.  f.  ICtIh  8 
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mitgetheilte  Citat  aus  Widman  genauer  beachten.  Wenn  er  da  „die  Regel 
Algobre  oder  Cosse  genant"  erwähnt,  so  werden  wir  wohl  nicht  zu  weit 
fehl  gehen,  wenn  wir  darunter  Mohamed  ben  Musa^s  Algebra  verstehen, 
und  in  Betreff  seiner  „Begel  proportionum"  ist  die  Yermuthung  erlaubt, 
dass  damit  der  im  J.  1868  von  Curtze  herausgegebene  „Algorismus  Pro- 
portionum  von  Nicolaus  Oresme"  gemeint  sei,  welcher  freilich  mit  Lösung 
von  Gleichungen  Nichts  zu  thun  hat,  aber  als  Beispiel  ftlr  schwer  ver- 
ständliche Abhandlungen  gewiss  gelten  kann. 

Es  bleibt  in  Widman^s  Citat  noch  übrig  „dasz  buch.  Data  genant'S 
welches  auch  bei  Biese  (Beriet  S.  26)  Erwähnung  findet.  Da  nun  letzterer 
eine  „Verdeutschung  aus  den  Datis  Jordani"  ausgearbeitet  hat,  welche  von 
seiner  eigenen  Hand  geschrieben  und  zugleich  mit  seiner  Coss  sich  heute 
noch  gut  erhalten  vorfindet,  so  liegt  der  Gedanke  nahe,  dass  jenes  „Buch 
Data"  identisch  sei  mit  dem  von  Chasles  besprochenen  bis  jetzt  noch  nicht 
veröffentlichten  Werke  „De  mimeris  datis"  von  Jordanus  Nemorarius, 
dessen  Lebenszeit  lange  ziemlich  unbestimmt  gewesen  ist,  dann  aber  von 
Chasles  „gegen  das  Ende  des  12.  Jahrhunderts"  angesetzt  wurde,  bis  es 
Boncompagni  gelang,  durch  einen  wohl  sicheren  Nachweis*)  den  Anfang  des 
13.  Jahrhunderts  festzustellen.  Da  ich  hoffte,  dass  ich  aus  der  eigenen 
Einsichtnahme  eines  der  Manuscripte  des  genannten  Werkes  Aufschluss  er- 
halten könnte  über  die  Quellen  unserer  Cossisten,  so  liess  ich  mir  das 
der  Basler  Bibliothek  gehörige  kommen,  schrieb  es  ab  und  hoffe  durch  die 
im  Anschluss  an  die  vorliegende  Arbeit  geschehende  Veröffentlichung  allen 
für  die  Geschichte  der  Mathematik  sich  Interessirenden  einen  Dienst  zu  er- 
weisen. Ich  muss  hier  kurz  erwähnen,  dass  des  Jordanus'  Werk  in  den 
Pariser  Manuscripten  „in  vier  Bücher  eingetheilt  ist,  welche  zusammen  113 
Fragen  umfassen"  (Chasles),  dass  aber  das  in  Basel  aufbewahrte  ohne  be- 
sondere Hauptabtheilungen  unmittelbar  auf  einander  folgend  95  Aufgaben 
behandelt.  Nun  citirt  Riese  die  „23.  proposicion  des  andern  Buchs",  und 
ein  Vergleich  zeigt  die  genaue  üebereinstimmung  seiner  Aufgabe  mit  der 
in  Nr.  52  des  unten  folgenden  Textes  enthaltenen ,  so  dass  in  diesem  letz- 
teren einfacher  Bückrechnung  zufolge  zwischen  den  Nummern  29  und  30 
ein  gewisser  Abschnitt  sein  müsste  —  ein  Resultat,  welches  durch  die 
Einsichtnahme  des  Textes  seine  volle  Bestätigung  findet.  Dass  Riese 
ausser  dem  einen  Beispiele  auch  andere  theils  wörtlich  aus  Jordanus  ent- 
nommen, theils  nur  in  den  gewählten  Zahlen  umgestaltet  hat,  zeigt  die 
unten  gegebene  Nebeneinanderstellung**),  lässt  sich  übrigens  auch  erwarten, 


*)  üeber  diesen  vgl.  unten  S.  125  ff. 

**)  Ich  bezeichne  dabei  die  vollständige  Uebereinstimmang  durch  das  Zeichen  =^ 
und  die  Verwerthung  einer  Aufgabe  so,  dass  nnr  die  Zahlen  geändert  sind,  durch 
(■b).    Demnach  können  wir  ansetsen: 
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in  abgekürzter  Weise  unsere  ersten  deutseben  Cossisten,  Grammateus  und 
Rudolff ,  ebenfalls  bieten ;  eine  unmittelbare  Abhängigkeit  der  letzteren  von 
jenem  ist  aber  gleichwohl  auch  hier  nicht  zu  behaupten. 

Was  soeben  vom  Inhalt  unseres  obigen  zweiten  Abschnittes  gesagt 
wurde,  gilt  in  gleicher  Weise  auch  vom  dritten,  in  welchem  die  Lehre 
von  den  Irrationalen  ihre  geschichtliche  Betrachtung  fand:  von  Wenigem 
abgesehen,  geht  ja  Pacioli  so  wenig  als  Leonardo  Fibonacci  über  Euklid's 
zehntes  Buch  hinaus,  und  die  Regeln,  welche  diese  über  Addiren  und 
Subtrahiren,  über  Multipliciren  und  Dividiren  von  Wurzeln  des  zweiten, 
dritten  und  höchstens  vierten  Grades  geben,  wir  finden  sie  wieder  in  Ru- 
dolfTs  Abschnitten  ,,de  surdis  quadratorum,  cubicorum  und  quadratorum  de 
quadratis**.  Aber  eine  direkte  Abhängigkeit  scheint  sich  auch  hier  nicht 
nachweisen  zu  lassen ;  wie  die  geschichtliche  Beziehung  hier  gedacht  werden 
muss,  wollen  wir  erst  weiter  unten  erörtern,  wenn  wir  noch  mehr  Tbat- 
sachen  werden  kennen  gelernt  haben,  welche  solcher  Erörterung  die  er- 
wünschte Grundlage  verschaffen. 

50.  Derartige  Thatsachen  werden  vnr  auffinden,  wenn  wir  nun  noch  auf 
unseren  letzten  Abschnitt  eingehen,  welcher  von  den  Regeln  der  Coss, 
von  den  zur  Lösung  von  Gleichungen  dienlichen  Vorschriften  und  deren 
Verwerihung  bei  gegebenen  Beispielen  handelt. 

Betreffis  der  Regeln  selbst  ist  der  Zusammenhang  mit  den  voran- 
gegangenen Jahrhunderten  unverkennbar.  Mohamed  ben  Musa  hatte  die 
Fälle  unterschieden ,  welche  in  unserer  heutigen  Schreibweise  sich  so 
darstellen : 

ax^  =  Vx  ,     ax^  =  ft  ,      ax  ^^^h  ^     x^  -^  hx  ==^  c  ^     x^  '\'  c  =^l)x  ^ 

o;^  =  6a?  +  c  ; 
und  Leonardo  Fibonacci  war  dabei  stehen  geblieben,  dass  „radix,  quadra- 
tus  et  nufnerus  simplex  in  solutUmihus  questioniim  inkr  se  equaniur  sex 
modis  ex  quihus  tres  sunt  simplices  et  tres  compositi**  (1,406); 
Pacioli  aber  begnügt  sich  nicht  damit  (fol.  144^)  zu  sagen  j^che  in  sei 
modi  fra  loro  sipossano  a^tiagliare  ....  E  per  rispedo  de  questi.  6.  agiid- 
gliamenii  sonno,  6.  regole  formate.  QucUi  d  vidgo.  Li  sei  capitoli  de  la 
cosa  appella  .  .  .  .",  sondern  er  fügt  auch  bei  (fol.  148),  dass  „Zi  prischi 
antecessori  lor  forze  operaiive  hanno  sf rette  a  sei  capitoli ,  alli  quali  poi  jyi'o- 
portiofKÜitcr  infinit i  altri  si  possano  farmwe  ....**  und  diese  seine  capi- 
toli proporzionali  bezeichnen  wir  heute  als  die  folgenden: 
.j;<  =  a  ,     a;^.=  aa? ,     x^  =  ax^ ,    rc*  +  a  =  hx^  ,     x*  +  hx'^  =  a  , 

X*  =  a  -}-  h  x^  y 
ja  Pacioli  behandelt  auch  (fol.  93*"  imd  94*")  die  Gleichung: 

s^  +  ax*  =  6 , 
und  schliesst  mit  der  Erklärung:  „E  queUo  che  ahbiamo  deduUo  di  censo  de 
censo  se  JiaM  a  intendere  de  qmlunca  aUra  dignUä  prqporHonäbüäer.^'^ 
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nur  geänderten  Zahlwerthen,  ja  manche  erscheinen  geradezu  wie  wörtlich  aus 
des  Pisaners  grossem  Werke  übernommen.  So  finden  wir  den  durch  Zwei  oder 
Mehrere  zu  bewerkstelligenden  Kauf  von  Pferden ,  wozu  jedes  Einzelnen  Geld 
nicht  ausreicht ,  auch  bei  Widman  mehrfach  vertreten ;  so  auch  die  Quaestiones 
arhorum,  die  von  Cantor  sog.  Brunnenaufgaben,  das  eigenthümliche  Ver- 
mächtniss  eines  Sterbenden  an  seine  Kinder,  die  in  einem  Brunnen  auf- 
und  niedersteigende  Schnecke,  den  Wanderer,  welcher  in  einem  Garten 
Aepfel  aufliest  und  beim  Verlassen  desselben  an  die  Thürhüter  davon  aus- 
theilt;  den  Brunnen,  in  welchen  ein  vierkantiger  oder  ein  cylindrischer 
Stein  geworfen  wird;  den  Thurm,  an  welchen  man  eine  Leiter  anlehnt; 
den  zwischen  zwei  Thürmen  von  verschiedener  Höhe  befindlichen  Bninnen, 
zu  welchem  von  den  Thurmspitzen  aus  zwei  Vögel  in  gleicher  Zeit  fliegen ; 
den  in  einiger  Höhe  über  der  Erde  abbrechenden  Baum,  dessen  Gipfel 
dann  den  Boden  berührt;  die  Arbeiter,  welche  für  jeden  wirklichen  Arbeits- 
tag einen  gewissen  Betrag  erhalten,  für  joden  Tag  des  Feierns  dagegen 
dem  Bauhen-n  einen  eben  solchen  herauszahlen  müssen;  den  „leb  wolif 
und  himt  (7co,  leopardm,  nrstis)  die  mit  eynander  1  schaff  essen"  —  diese 
und  ähnliche  Aufgaben*)  sind  gewiss  deutliche  Anzeichen  der  Vererbung 
aus  dem  Anfang  des  dreizehnten  bis  zum  Ende  des  fünfzehnten  Jahrhunderts 
und  weiterhin**).  Nim  hat  freilich  Leonardo'-s  Name  bei  keinem  unserer  Cos- 
sisten  Erwähnung  gefunden;  aber  wir  sind  offenbar  genöthigt  aQzunehmeU; 
dass,  wenn  nicht  sein  Abbacus  selbst,  so  doch  Auszüge  aus  demselben  oder 
Verarbeitungen  zumal  von  dessen  Aufgaben  verbreitet  waren  und  auch  ihren 
Weg  nach  Deutschland  fanden.  Dass  wir  das  Erstere  mit  Sicherheit  an- 
nehmen dürfen,  geht  auch  aus  Libri's  Angabe  (11,44)  hervor,  wonach  in 
Toscana  eine  blühende  Schule  Fibonacci's  bestand,  und  aus  der  Thatsache, 
dass  Pacioli  und  Cardanus  vier  Jahrhunderte  später  wieder  an  ihn  anknüpfen, 
und   die   letztere  Annahme  findet  ihre  Bestätigung,  wenn   wir   auch  noch 

*)  Ich  füge  hier  für  eine  Reihe  von  Aufgaben  den  Vergleich  bei,  indem  ich 
dabei  wieder  die  vollständige  Gleichheit  durch  das  Zeichen  =b  und  die  offenbare 
Bildung  von  Aufgaben  nach  solchen  von  Fibonacci  durch  (»>)  andeuten  will.  Es 
entsprechen  sich  z.  B.: 


W  52^  (=)  F  175 
W  98'  (=)  F  278 
iril7'(— )  ^177 
WnS'  =  Fl9ü 
W  120'  («=)  F  331 
W  134'  («)  F  183 
>ri35'    =  F192 


W  139^  (=»)  F 160 

W  140^  (=)  F 186 

Tri42f  =  F279 

W  147  (148,  149^  (=)  F  173 
W  ibV  (=«)  F  165 

Tri93'  (=)F284 


1^195^  (— )-P'229 

W  196'  (<=)  F  142 

Tn96'  (=)F242,  347 

W  224  (225)  (=)  F  403 
W  228  (=)  F  397 

W  228  (=)  F  398 


Tri95'  (— )F240 

Dabei  bezeichnen  die  nach  W  und  F  folgenden  Zahlen  die  Folien  des  Widman- 
schen  Buches,  bezw.  die  Seiten  ^on  Fibonaccrs  Abbacus  nach  Boncompagni^s 
Ausgabe. 

*'*')  Ueber  die  Rückbeziehung  solcher  Aufgaben  auf  die  frühere ,  z.  B.  indische 
Mathematik  haben  wir  hier  nicht  zu  handeln. 


sich  gefürt  i  meyl  u.  8.  w."  Dieses  eine  Beispiel  diene  für  mehrere,  welche 
in  gleicher  Weise,  wie  vorhin  angegehen  wurde,  die  mittelbare  Abhängigkeit 
auch  RudolfTs  von  Fibouacci  deutlich  genug  darthun. 

Noch  sicherer  werden  wir  dieselbe  behaupten  können,  wenn  wir  Rudolfi'E 
Abhängigkeit  von  Widman,  auch  in  solchen  Beispielen,  die  letzterer  mit 
Fibonacci  gemeinsam  bat,  zu  erweisen  im  Stande  sind.  Dass  Rudolff,  was 
bis  Jetzt,  soviel  ich  sehe,  noch  Niemand  hervorhob,  sogar  unmittelbar  nach 
Widmau's  Buch  gearbeitet  hat,  ergibt  die  in  der  Anmerkung*)  durchgeführte 
Gegenüberstellung  von  Aufgaben,  die  RudolfT  nach  solchen  seines  Vor- 
gängers gebildet  und  von  der  grossen  Zahl  solcher,  die  er  völlig  gleichlautend 
von  diesem  Qbernominea  bat.  Dass  darunter  in  der  That  solche  sind,  die 
auf  den  Pisaner  zurückweisen ,  ergibt  die  Vergleichung  mit  der  voran- 
gehenden Anmerkung. 


■)  Eb  konimeu  dabei  von  Boltheu  Aufgaben  KuUoHTb,  welche  zu  einer  anderen 
ata  der  ersten  Regel  der  Coss  gehören,  etwa  Nr.  4  uud  b  aua  der  zweiten  Regel 
in  Betracht,  welche  mit  WhV,  bezw.  W 6V  übereinetimmeni  die  übrigen  hier 
identificirten  Bind  BämmtUch  den  zur  ersten  Regel  der  Cosb  gehörigen  Bei«pielen 
Rudolff's  entnommen  und  mit  ihren  betreffenden  Nummern  bezeichnet,  nämlich: 
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52.  Reichere  Aufschlüsse  werden  wir  aus  Ri  es e  's  Coss  gewinnen  *).  Hier 
(S.  16)  sagt  Riese  selbst,  er  wolle  „in  disem  buch  die  exempel  erclernn 
In  masenn  ich  sie  In  ejnem  altenn  lateinischen  für  viel  Jaren  geschribenn 
buch  gefunden  hab";  und  nachdem  er  37  solcher  Exempel  (Nr.  1—37)  mit- 
getheilt  und  gelöst;  fährt  er  weiter  (S.  20):  „Nach  disen  itzt  erclertenn 
exempelnn  habe  ich  im  beruerten  alten  Buch  gefunden  am  rande  andere 
exempel  auch  auff  die  erste  regel  gehörende,  ejner  andernn  handschriefft, 
wer  der  mathematicus  gewessen  Ist  mir  verporgenn  dieweyl  ich  seynen 
namen  nicht  weysS;  wil  dir  doch  erzelenn  vnd  ordemn  die  exempel,  welche 
er  gesetzt  hat.**  Und  nun  folgen  weitere  16  Aufgaben  (Nr.  38 — 53),  nach 
deren  Erledigung  Riese  abermals  des  lateinischen  Buches  Erwähnung  thut. 

Naturgemäss  wirft  sich  hier  die  Frage  auf,  welches  jenes  „alte'*  oder 
wie  Riese  in  der  Widmung  sagt,  jenes  „alte  yerworffene  buch**  gewesen 
sei.  Beriet,  der  Herausgeber  von  Riese's  Coss  (S.  20,  Anm.)  versteht**) 
unter  demselben  das  geschriebene  Buch  des  in  der  Einleitung  von  uns 
erwähnten  (oben  S.  12)  Andreas  Ale;Kander  und  will  seine  Ansicht  be- 
gründen durch  den  Hinweis  auf  das  Riese'sche  Exempel  Nr.  93^  wo  Riese 
von  der  Zeit  spricht,  „ehe  mir  das  alte  buch  ader  die  exempla  Andree 
Alexandri  Zu  banden  komen  seint*^  Das  hier  gebrauchte  „ader**  und  die 
vorhin  angegebene  Stelle,  wo  er  von  seiner  ünkenntniss  des  Verfassers 
redet,  weisen  aber  Beriet's  Ansicht  zurück.  Stichhaltiger  scheint  mir  eine 
andere  zu  sein,  auf  welche  man  bei  näherer  Betrachtung  der  erwähnten 
ersten  53  Exempel  wohl  kommen  kann.  Es  stehen  da  zunächst  die 
Theilungen  der  Zahl  10  in  zwei  Theile  von  gegebener  Beziehung  zu  ein- 
ander, also  Aufgaben^  welche,  wenn  auch  nicht  mit  denselben  Zahlwerthen, 
bei  Mohamed  ben  Musa  vorkommen,  aber  auch  in  Fibonacci's  Werk  einen 
breiten  Raum  einnehmen;  dann  kommen  die  Aufgaben  14 — 21,  welche 
nach  dem  Einen  oder  Andern  gebildet  sein  können;  kennzeichnend  aber 
sind  weiter  folgende  Aufgaben,  welche,  in  des  Arabers  Buch  sich  nicht 
linden,  wohl  aber  in  dem  des  Pisaners,  und  hier  mit  derselben  Einkleidung, 
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*)  Dass  in  dieser  Beispiele  aus  Widman's  Rechenbuch  vorkommeD,  lässt  sich 
nach  dem  oben  Gesagten  als  selbstverständlich  erwarten. 

**)  Gerhardt  (Monatsber.  d.  Berl.  Akad.  a.  d.  J.   1867,  S.  49)  schliesst  sich 
Beriet  an. 


Im  laleinischen  buch  an  einer  andern  etel  gefunden  Die  selbigen  Ins  Deutscb 
gebracht  also  ..."  —  und  es  begründet  sich  damit  meine  Ansicht  betreOi 
des  alten  Buches,  welches  Riege  als  Quelle  diente. 

Freilich  konnten  unsere  Cossisten  Aufgaben,  wie  die  genannten,  nicht 
unmittelbar  Übernehmen;  für  sie  war  nur  die  Hauptsache,  dieselben  mit 
Hülfe  der  Coss  zu  lösen,  und  wie  hoch  man  solches  Lösen  schStzte,  ergibt 
sich  z.  B.  schon  daraus,  dass  Riese'ä  Freund,  Han^  Conrad,  für  eine  solche 

I   den  erklärten   Abkürzungeu   Gebrauch   machend,    folgende 
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*•)  Libri,  Uistuire  des  Sciences  mathematiques  en  Italie.  I,  p.  124  u.  p.  30* 
bis  369  unter  dem  Titeh  ,,Liber  auffmenti  et  diminutionis  vocatus  numerntto  divi- 
nationü,  ex  eo  qxtod  eapientes  Indi  poewenmt,  quem  Abraham  oompüavü  et  secim- 
dttm  librtan  qui  Indorum  dictus  est  eomposuit." 
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Lösung  ;,hat  gegebenn  eynem  schwartzen  munich  prediger  ordens,  welcher 
aquinas  genant  wartt  1  fl.** 

Aebnlich  mussten  auch  algebraische  Lösungen  angesucht  werden  für 
Aufgaben,  die  man  aus  anderen,  bisher  noch  nicht  erwähnten  Quellen  ent- 
nahm. Besonders  kennzeichnend  sind  in  dieser  Beziehung  gewisse  Aufgaben, 
die  wir  bis  jetzt  absichtlich  noch  nicht  hervorgehoben  haben.  Da  wird 
z.  B.  eine  gewisse  Stückzahl  Vieh  von  flrei  Arten,  jede  zu  bestimmtem 
Preis,  im  Ganzen  um  eine  der  Stückzahl  gleiche  Anzahl  von  Münzen  ver- 
kauft, —  oder  von  zwei  Geldbesitzenden  wünscht  jeder  vom  anderen  die 
Münzeinheit  zu  erhalten  und  sagt,  dass  er  dann  2,  bezw.  3  mal  soviel 
als  der  andere  habe,  — r  oder  das  Alter  Jemandes  wird  dadurch  angegeben, 
dass  es  heisst^  das  doppelte  Alter  vermehrt  um  das  Halbtheil  und  ein 
Drittheil  plus  1  gebe  die  Summe  gleich  100  Jahren,  —  oder  ein  Hund  ver- 
folgt einen  Hasen  bis  zum  Einholen,  —  oder  ein  Sterbender  hinterlässt 
eine  schwangere  Wittwe  und  den  letzten  Willen  betreffs  der  Vermögens- 
theilung,  falls  sie  einen  Sohn  und  falls  sie  eine  Tochter  gebäre,  während 
sie  in  Wahrheit  dann  Zwillinge,  Sohn  und  Tochter,  zur  Welt  bringt.  Diese 
und  noch  wenige  ähnliche  Aufgaben  finden  sich  bald  bei  allen ,  bald  nur 
bei  einzelnen  unserer  Cossisten  und  lassen  sich  bis  zu  Fibonacci,  ja  noch 
weiter  zurück  verfolgen:  sie  alle  finden  sich  schon  unter  den  spätestens 
dem  10.  Jahrhundert  angehörigen  und  gewöhnlich  dem  Alcuin,  dem  Zeit- 
genossen Karls  des  Grossen,  zugeschriebenen  „Aufgaben  zur  Yerstandes- 
schärfung^^  Besonders  interessant  sind  unter  den  angegebenen  die  erste 
und  die  letzte:  die  erste,  weil  bei  Alcuin  (Nr.  38,  39)  von  100  Ochsen, 
£seln,  Schafen  die  Rede  ist,  welche  zusammen  um  100  verkauft  werden, 
während  Fibonacci  (I,  165)  beide  Zahlen  auf  30  erniedrigt,  während  die 
Deutschen  dagegen  wieder  zu  der  ursprünglichen  Stückzahl  100  zurück- 
kehren, also  wohl  die  alcuinischen  Aufgaben  oder  deren  Aequivalente  selbst 
benützt  haben  —  und  die  letzte,  weil  Cantor  überzeugend  nachgewiesen 
hat*),  dass  sie  entschieden  römischen  Ursprunges  und  durch  Einführung 
aus  Rom  auf  deutschen  Boden  gekommen  ist. 

63.  Wenn  wir  nun  zum  Schlüsse  das  Ergebniss  unserer  Untersuchung  zu- 
sammenfassen, so  können  wir  anknüpfen  an  das,  was  wir  oben  in  der  Vor- 
geschichte  (S.  5  ff.)  dargelegt  haben.  Von  den  Arabern,  und  zwar  von 
dem  berühmten  Werke  des  Mohamed  ben  Musa,  geht  der  Hauptantrieb 
zur  Betreibung  der  Algebra  aus,  und  Wie  dieses  zunächst  fUr  Italien  der 
Grundstein  wurde,  welchen  der  grosse  Meister  Fibonacci  in  seinen  Bau 
übernahm  und  auf  welchem  er  den  ganzen  von  der  Algebra  handelnden 
Theil  desselben  errichtete  und  ausführte,  so  ist  jenes  Werk  auch  in  den 
folgenden    Jahrhunderten    für   Deutschland   von    grundlegender  Bedeutung 

*)  Cantor,  Die  röm.  Agrimensoroii  und  ihre  Stellung  in  der  Geschichte  der 
Feldmesskunst;  S.  146*149. 
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Vorwort. 

In  meiDem  unmittelbar  vorangehenden  Aufsatze  über  „die  deutsche 
Coss  ^'  habe  ich  bereits  angegeben ,  wie  ich  bei  meinen  Nachforschungen 
bezüglich  der  Quellen,  aus  welchen  die  deutsche  Algebra  beim  Anfange 
der  Neuzeit  geschöpft  hat ,  auf  das  von  Widman  (1489)  citirte  „buch.  Data 
genant*'  aufmerksam  wurde,  und  wie  ich  nachträglich  Bestätigung  fand  für 
meine  Yermuthung,  dass  jenes  Buch  kein  anderes  sei  als  des  Jordanus 
Nemorarius  Traktat  „De  immeris  cUUis",  von  welchem  ich  manchmal  freilich 
den  Titel,  aber  kaum  je  eine  genauere  Inhaltsangabe  gelesen  hatte. 

Den  Inhalt  dieses  Traktats  im  Einzelnen  kennen  zu  lernen,  musste 
mein  Bestreben  sein:  so  Hess  ich  mir  denn  die  Baseler  Handschrift  des- 
selben kommen  und  bringe  nun ,  was  diese  enthält,  auf  den  nachfolgenden 
Blättern  zum  Abdruck,  weil  ich  glaube,  dass  es  der  mathematisch-histo- 
rischen Forschung  nur  angenehm  sein  kann,  wenn  solche  Dokumente  zur 
Veröffentlichung  gelangen. 

Zuvor  möchte  ich  aber  noch  einige  Bemerkungen  vorausschicken,  Be- 
merkungen, welche  sich  auf  die  Persönlichkeit  des  Verfassers  unseres 
Traktats  und  dann  auf  den  Inhalt  des  letzteren  selbst  beziehen  sollen. 

Was  man  über  die  Persönlichkeit  des  Jordanus  Nemorarius  bis  jetzt 
als  der  Wahrheit  vermuthlich  am  nächsten  kommend  wusste,  findet  sich  in 
den  Mittheilungen,  welche  Chasles  im  J.  1841  hierüber  machte  (Comptes 
Bendus  des  sicmces  de  VAcad.  des  sdences  ä  Paris,  tarne  13,  p.  520  u.  506) 
und  welche  ich  hier  in  Uebersetzung  beifüge.  ^^Jordanus  Nemorarius  —  so 
sagt  Chasles  —  hat  unter  dem  Titel  De  numeris  datis  eine  Abhandlung  über 
Algebra  verfasst,  in  welcher  er  eine  grosse  Anzahl  von  Gleichungen  des 
ersten  und  zweiten  Grades  auflöst.  Dieses  Werk;  welches  die  Historiker 
wenig  citiren  und  von  dessen  Gegenstand  man  vielleicht  noch  niemals  ge- 
sprochen hat,  ist  gleichwohl  von  grosser  Wichtigkeit  in  der  Geschichte  der 
Algebra.  Es  hatte  die  Aufmerksamkeit  von  Begiomontanus*)  auf  sich  ge- 
zogen, dann  die  von  Mauroljcus,  welche  sich  beide  vornahmen,  es  heraus- 


*)  Begiomontan  sagt  von*  diesem  Werke:  „Tres  Itbros  de  datis  numerorum 
pukhmrmOB  MdU  JardamtB^*  (Oratio  in  pradectiane  JJfragani.  Narimbergae  16S7). 
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wie  er  sagt,  schon  seit  sehr  langer  Zeit  bekannte)  Stelle  im  Chronicon 
des  I^icolas  Trivet,  eines  englischen  Schriftstellers  des  14.  Jahrhunderts. 
Diese  bedeutsame  Stelle  lautet  wörtlich*)  wie  folgt: 

„Hoc  anno  ( —  L  e.  1222  — )  in  Capitulo  Frairum  Praedicatorum  ge- 
net^ali  tertiOj  quod  Parisiis  celehratum  est^  successor  becUi  Dominici  in  Ma- 
gister io  Ordinis  Frairum  Praedicatorum  factus  est  frater  lordanus^  natione 
Teutonicus,  dioecesis  Moguntinae,  qui  cum  Parisiis  in  scientiis  saeddari- 
hus  et  praecipue  in  Mathematicis  magnus  haberetur,  libros  duos  admo- 
dum  utüeSj  unum  de  Ponderi  —  (sie!)  et  alium  de  lAneis  datis  dicitur 
edidisse,  Postea  ad  Studium  Theologiae  sc  transferens  tandem  ad  praedi- 
cationem  Fratris  Beginaldi  de  quo  supra  facta  est  mentio,  ordinem  Praedi- 

« 

cAjiorum  ingressus  in  die  Ginerum^  dum  Fratres  ülam  Antiphonam  ^Immu- 
temur  Habitu*  decantarent,^ 

Schon  diese  eine  Stelle,  welche  nicht  oberflächlich  nur  einen  gewissen 
Jordanusj  sondern  ihn  als  Mathematiker  erwähnt,  und  selbst  zwei  der  in 
der  That  ihm  zukommenden  mathematischen  Werke  hervorhebt,  schon 
diese  eine  Stelle  beweist,  sofern  man  überhaupt  Urkunden  der  genannten 
Art  als  beweiskräftig  annehmen  will,  die  Identität  des  Meisters  vom  Prediger- 
orden und  des  Mathematikers  Jordanus,  und  sie  gibt  selbst  bestimmten 
Aufschluss  über  die  Nationalität  und  die  Lebenszeit  unseres  Jordanus. 

Hiermit  stimmt  überein ,  was  Boncompagni  aus  dem  Chronicon  quinque 
priorum  ordinis  magistrorum  quod  tmlgo  dicitur  chronicon  Humberti  an- 
führt :  „.  .  .  fuit  Teuionictis  de  Saxonia  viUa  qtuie  dicitur  Boreberge  in  dioe- 
cesi  Moguntina  oriundus", 

Boncompagni  hat  aber  auch  noch  andere  Zeugnisse  ausfindig  gemacht, 
welche  mit  den  besprochenen  durchaus  im  Einklänge  stehen. 

So  verweist  er  auf  das  Manuscript  I.I.  32.  der  Magliabechiana  zu  Flo- 
renz, welches  aus  der  St.  Marcus-Bibliothek  ebendaselbst  stammt  und  am 
obem  Rande  des  Blattes  124''  die  Notiz  trägt: 

*)  Boncompagni  hat  mir  sowohl  als  Cantor  eine  doppelte,  ja  dreifache  Ab- 
schrift der  obigen  Stelle  übersandt.  Der  Wortlaut  der  ersten  ist  entnommen 
aus:  Nicolai  Triveti  Dominieali  Annales  Sex  Regum  Angliae  E  prac- 
stantissimo  codice  Glastonienst  nunc  primum  emendate  edidit  Antonius  Hall 
A,  M.  Coli,  Reg.  Oxon.  Socius.  Oxonii.  E  Theatro  Shddoniano,  M.DCC.X1X. 
p.  177—178.  —  Der  Wortlaut  der  zweiten  Abschrift  stammt  aus:  Veterum 
Aliquot  Scriptorum  qui  in  Galliae  Bibliotfiecis  maxime  Benedictinoi^m  latue- 
rant  Specilegium  Tomus  Octauus  continet  etc.  Prodeunt  nunc  primum  in  lucem 
opera  et  studio  Domni  Lucae  Aeherii  e  Congregatione  Sancti  Mauri  Monadii 
Benedictini.  Parisiis,  CIO.IOC.LXVIII.  p.  672-573.  —  Die  dritte  erwähnte  Ab- 
Hchrift  der  gleichlautenden  Stelle  ist  einer  spätem  Ausgabe  des  eben  genannten 
Werkes  entnommen,  mit  dem  Titel:  Spicilegium  Siue  Collectio  Veterum 
Aliquot  Scriptorum  Qui  in  Galliae  Bibliothecis  Delituerant  Olim 
editum  operd  ac  Uudio  D,  Lucae  d' Acher ey  .  .  .  .  per  Ludovicum  Franciseum 
Joseph  De  La  Barre.    Tomus  III.  Parisiis.  M.DCC.XXIH.  p    188. 

Suppl.  z.  hitt.-lit.  Abib.  d.  ZUcbr.  f.  Matb.  u.  Phys.  1) 
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gesuchten  Zahlgrössen  durch  Buchstaben,  sondern  er  stellt  auch  bei  den 
Zwischenrecbnungen  die  Ergebnisse  der  einzelnen  Rechnungsarten  je  durch 
besondere  Buchstaben  dar,  benutzt  aber  auch  die  einfache  Nebeneinander- 
stellung der  Summanden,  um  deren  Summe  anzudeuten.  Da  übrigens 
des  Fibonacci  Erwähnung  gethan  wurde,  so  sei  hier  gleich  beigefügt,  dass 
Manches  in  unserem  Texte  an  des  grossen  Pisaners  lAber  Ahbdci  erinnert: 
so  etwa  die  §§21  und  22  an  Stellen  der  von  Libri  veröffentlichten  Redaktion 
(Libri  11,  p.  436  und  468;  IL,  ^74),  insbesondere  aber  die  in  den  ersten 
29  Paragraphen  nicht  weniger  als  21  mal  beliebte  Wahl  des  Beispieles  einer 
Theilung  der  Zahl  10  in  zwei  Theile;  dass  dies  auf  arabischen  Ursprung 
hinweist,  habe  ich  oben  (S.  121)  hervorgehoben  Das  Verfahren,  zur  Lösung 
zu  gelangen,  besteht  meist  darin,  dass  die  complicirteren  Aufgaben  auf 
zuvor  behandelte  einfachere  zurückgeführt  werden,  und  eben  in  dieser 
Rückführung  zeigt  der  Verfasser  oft  genug  Klugheit  und  Gewandtheit,  die 
entschieden  einer  besonderen  Erwähnung  würdig  ist.  Gerade  auf  diesen 
Umstand  ist  beim  Streben  nach  Verständniss  seiner  Ausführungen  haupt- 
sächlich zu  achten,  und  es  wäre  wohl  angezeigt  gewesen,  wenn  ich  den 
Text  mit  erläuternden  Bemerkungen  in  der  heute  üblichen  Zeichensprache 
begleitet  hätte;  doch  wäre  dadurch  der  Umfang  des  vorliegenden  Heftes 
noch  mehr  als  schon  geschehen  und  ursprünglich  bewilligt  ausgedehnt  worden, 
so  dass  ich  vielleicht  ein  ander  Mal  hierauf  zurückkommen  werde.  - 

Verfolgt  man  den  Inhalt  des  im  Texte  Gebotenen  ins  Einzelne,  so 
sieht  man  leicht,  dass  die  29  ersten  Paragraphen  einen  besonderen  Ab- 
schnitt bilden,  in  welchem  die  Möglichkeit  aufgezeigt  wird,  dass  und  wie 
aus  bekannten  Beziehungen  der  Theile  eines  Ganzen  unter  einander  und 
etwa  noch  zu  gegebenen  Zahlen  die  Theile  selbst  bestimmt  werden.  Der 
Paragraph  30  geht  dann  über  zu  Verhältnissen  von  Zahlen  und  zu  der 
daraus  möglichen  Ableitung  anderer  Verhältnisse  und  der  Grösse  der 
Zahlen  selbst,  und  ich  möchte  den  mit  §  30  beginnenden  Abschnitt  bis 
§  58  (exclus.)  ausdehnen,  von  wo  ab  der  Text  sich  speciell  mit  Pro- 
portionen beschäftigt.  Dass  jedenfalls  mit  §  30  das  zweite  „Buch**  unseres 
Traktates  beginnt,  geht  aus  dem  oben  schon  (S.  115)  mitgetheilten  Citate 
des  Adam  Riese  hervor,  welcher  das  Beispiel  des  §  52  unseres  Textes 
geradezu  als  die  „23.  proposicion  des  andern  buchs**  in  seine  Coss  auf- 
genommen hat.  Besondere  Erwähnung  verdient  hier,  dass  Jordanus  zur 
Lösung  seiner  Aufgaben  31,  56  und  57  die  schon  von  den  alten  Indern  be- 
nutzte Regel  vom  sog.  falschen  Satze  verwendet  und  dabei  ausdrücklich 
diese  Methode  als  „opus  arabum  in  partihus"  (56)  und  (in  §  57)  als  „opus 
parcium  quo  vtuntur  arabes"  namhaft  macht,  und  dass  an  der  genannten 
Stelle  unser  Manuscript  auch  indisch-arabische  Zahlzeichen  enthält,  ja  diese 
auch  in  unmittelbarer  Zusammenstellung  mit  dem  römischen  X  unter  Be- 
nutzung des  Stellenwerthes.    Ob  man  dann  das  dritte  Buch  unseres  Traktates 
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Baseler  Manuscriptes  mein  gelehrter  Freund  und  ausgezeichneter  Hand- 
schriftenkenner, Herr  Hof-  und  Landesbibliothekar  Dr.  Holder  in  Karlsruhe, 
bghUlflich  war,  dass  er  insbesondere  das  Alter  der  Handschrift  bestimmte 
und  mit  mir  die  Collation  meiner  Abschrift  derselben  vornahm.  Ich  sage 
ihm  dafür  auch  hier  meinen  herzlichen  Dank. 


Jordanus  De  numeiis  datis.  /ot.mr. 

1)  Numerus  dcUiis  est  <niiiis  quaniUas  nota  est.  §.  Numerus  ad  älium 
datus  est  cum  ipsius  ad  iUum  est  propordo  data.  §.  Data  est  autem  pro- 
parcio  cum  ipsius  denominacio  est  cognita.  §.  Si  numerus  datus  in  duo 
diuidatur  quorum  diffcrenda  data  est  utrumque  earum  datum.  §.  Quia  enim 
minor  proporcio  et  differenoia  faciunt  maiorem  tunc  minor  porcio  cum  5 
sibi  equali  et  cum  differencia  facit  totum  sublata  ergo  dififerencia  de  toto 
remanebit  Duplum  minoris  datum  quo  diuiso  erit  minor  porcio  data  est  et 
maior.  §.  Uerbi  gracia  .  X  .  diuidatur  .  in  duo  quorum  di£ferencia  duo  que 
si  auferatur  de  .  X  .  relinquentur  octo  cuius  medietas  est  quatuor  et  ipso 
est  minor  porcio  altera  sex.  lu 

2)  Si  numerus  datus  diuidatur  .  per  quodlibet  quorum  continue  di/ferencic 
date  fuerint  quodUhet  eorum  datum  erit.  §.  Datus  numerus  sit .  a  .  qui  diui- 
datur in  .  b  .  c  .  d  .  e  .  sit  que  e  minimus  et  quisque  eorum  continue  sit 
differencie  date  singulorum  ad  c .  date  erunt  differencie  .  sit  igitur  .  f .  diffe* 
rencia  .  b .  ad .  e  .  et .  g  .  h  .  differencie  .  c .  ad .  e  .  et.  d .  ad  .  e  .  et  quia .  o .  cum  i5 
singulis  illorum  facit  singula  istorum  .  manifestum  est  quod  triplum  e  .  cum  . 

f .  g  .  h  .  facit  illos  tres  .  Quadruplum  ergo  .  e  .  cum  f .  g  .  h  .  facit .  a  .  sin- 
gulis iis  ergo  demtis  de  .  a  .  remanebit  quadruplum  .  e  .  datum  .  quare  .  e  . 
datum  erit  et  per  addicionem  differenciarum  erunt  reliqua  d^ta.  §  hoc  opus 
est  •  uerbi  gracia  .  XL  diuidantur  per  III  quorum  per  .  ordinem  differencie  so 
sint  IIU  .  III  .  duo.  Differencia  ergo  primi  ad  ultimum  •  IX  .  et  secundi  ad 
illmn  .  y  .  et  tercij  ad  eum  duo  que  simul  faciunt .  XVI .  quibus  demptis  de  . 
XL  .  remanebunt .  XXIIII  .  quorum  quarta  pars  .  VI  .  et  hoc  erit  minimus 
Uli  .  additis  .  a  .  IX  .  V  .  et  duobus  prouenient  ceteri  tres  .  VIH  .  XI .  XV. 

3)  Dato  numero  per  duo  diuiso  si  quod  ex  ductu  unius  in  äUerum  pro-  35 
ducitur  datum  fuerU  et  utrumque  eorum  datum .  esse  necesse  est.  §  Sit  nu- 
merus a  b  c  .  diuisus  a  b  et .  c  .  atque  ex  .  a .  b  .  in  .  c .  fiat  d  .  datus  itemque 
ex  a  b  c  in  se  fiat  e  sumatur  itaque  quadruplum  .  d  .  qui  sit .  f .  quo  de  e  (sub- 
lato?)  remaneat  g  .  et  ipse  erit  quadratum  differencie  a  b  ad  .  c .  extrahatur  ergo 
radix  ergo  et  sit  b  .  eritque  b  .  differencia  a  b  .  ad  c  ^  tum  quod  sit  b  c  3o 
datum  erit  et  %  et  a  b  datum.  §  Huius  opera  facile  .  constabit  huius  modi 
uerbi  gracia  sit  X  .  diuisus  in  i^umeros  duos  atque  ex  ductu  unius  eorum 
in  alium  fiat .  XXI  .  cuius  quadruplum  et  ipsum  est .  LXXXIIU  .  tollatur  de 


üit  datus  de  qno  tollatur  .  hie  quadralus  differencie  gl  hoc  datua  et  rGmanebil 
e  datus  qui  est  duplum  unius  in  alterum  addid  (addito)  .  e  .  ad  .  g  .  6et  f. 

ar.  quadratus  diuisi  eitracta  ergo  radice  f  .  erit  totus  .  a  .  b  .  c  .  datus.  §  Uerbi 
gTHCia  .  LXVIII  sint  duo  qiiadrata  .  a  .  quibus  tollatur  .  XXXVI  .  qui  est  qua- 
dralus differencie  et  remanebunt .  XXXU  qtti  est  duplum  unius  Jo  alteruiu 
coniunctis  itaqtie  .  LXVIII  .  et  XXXII  .  prouenient  C  .  huiua  radii  est  X  . 
et  ipse  erat  diuisus  in  VIII  et  duo. 

3i  7)  Si   ditiidaliir  numerus   in    duo   i/tiorum    aUertim  l^inium    datwn  .  w 

niimero  dato  aulem  in  sc  <i  w  ilatum  itroucnerit  numcrvs  dolus  erii  H 
numerus  'pn  diuisus  fueral  datus.  §  Sit  numerus  dinisus  in  a  et  b  .  sit- 
que  b  daLus  atquc  ex  ,  a  .  in  se  et  in  .  h  .  (?)  hoc  est  in  totum  a  b  proiieniat  . 
d  .  qui    sit  datus    addatuv  .  a  .  c  .  ad  -  a  .  b  .  et   ipse   sit   equalid    a  .  ut   sit 

flÄ  totus  a  b  c  diuisus  in  a  b  et  c  .  qui  igitur  ex  ab  in  .  c  .  fit  .  d  .  datus  at- 
que  differencia  a  b  ad  c  .  s  .  b  est  datus  erit  a  b  c  .  et  c  .  datus  similiter 
et  a  etiam  ab.  §  Hec  operaeio  est  §  Uerbi  gracia  sit .  VI  .  unum  diiii- 
dencium  et  ex  reliquo  in  se  et  in  .  VI  .  fiant  .  XL  .  quorum  dupliun  id 
est .  LXXX  .  diiplicetur  et  urunt  .  CLX  .  quibus  addatur  quadratom  VI  .  hoc 

M  est  XXXVI  .  et  fient .  CXCVI  .  cuius  radix  est  XIIIl  de  qu(  sublatis  .  sei 
et  reliquo  mediato  fient  .  IUI  .  qui  est  reliijuum  erit  quod  (eritqne)  totus 
diuisus  .  X  .  coniunctis  Uli  et  VI.    I 
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8)  Si  numerus  datus  in  duo  diuidatur  .  et  ex  ductu  tociiis  et  in  differcn-foiA^B^ 
ciam  et  minoris  diuidencium  in  se  prauenerit  numerus  datus  erit  et  utrumque 
iUorum  datum.  §  IIa  .  enim  •  coniuncta  sunt  tamquam  quadratum  maioris 
vnum  extracta  radice  illius  habebis  maius  diuidencium  et  ita  reliquum  § 
uerbi  gracia  diuidatur  .  X  .  in  duo  et  ex  ductu  ipsius  in  differenciam  et  5 
minoris  porcionis  in  se  fiant .  LXIIII  .  radix  cuius  est  YIII  .  qui  erit  maior 
pörcio  et  duo  minor. 

9)  81  uero  ex  dtuiu  tochus  in  differenciam  et  maioris  diuidencium  in  se  . 
fiat  numerus  datus  tärumque  etiam  datum  erit.    §  Esto  a  b  .  diuisus  in  a  et  in 

b  .  quorum  differencia  .  c  .  atque  ex  .  a  b  .  in  c  .  fiat .  d  .  et  ex  a  qui  est  maior  10 
in  se  fiat .  e  .  eritque  totus  d  e  datus  est  (sed  ?)  et  •  a  .  b  .  in  se  faciat .  f  .  quare 
totus  .  d  .  e  •  et  f .  datus  est .  sed  quia  a  b  c  id  est  duplus  est  a  .  erit .  d  . 
f  .  quod   fit  ex  .  a  .  b  .  in   duplum  a  .  Erit   ergo  .  d  .  f  .  quod  fit  ex  duplo 
a  .  b  in  a  .  sie  igitur  .  d  e  f .  erit  quod  prouenit  ex  a  in  se  et  in  duplum  . 
a.b.  cumque  d  .  e  .  f .  sie  datum  est  et  duplum  .a.b.  erit  et  .  a  datus  15 
et  ideo  .  b.    §.  üerbi  gracia  .  X  in  differenciam  porcionum  .  et  maior  porcio 
in  se  faciant .  LVI  .  quibus  iungantur  .  C  .  et  erunt .  GL  VI  .  quorum  duplum 
hoc  est  CCC  .  XII  .  duplicetur  et  fient  .  D  .  CXXIIII  .  quibus  addatur  quadra- 
tum .  XX  .  qui  est  duplum  .  X .  et  fient.  M .  CG  .  XXIIU .  (MXXIHI)  huius  radix 
XXXII  .  de  quo  tollatur  .  XX  .  et  remanebunt  .  XU  .  cuius   dimidium   est .  20 
VI .  et  ipse  est  maior  porcionum  .  et  reliqua  est .  IIII  . 

10)  Quod  si  quadrata  diuidencium  amho  cum  eo  quod  ex  toto  in  differen- 
ciam fecerint  numerum  datum  quemlibet  eorum  datum  esse  necesse  esse  (!)  est. 
§  Omnia  .  enim  hec  sunt  tamquam  duplum  quadrati  maioris  diuidcntis  .  dimi- 
dietur  itaque  et  dimidii  extrabatur .  radix  et  habebitur  .  maior  porcio.  §  Uerbi  25 
gracia  diuiso  .  X  .  quadrata  porcionum  et  quod  fit  .  ex  .  X  .  in  eorum  dif- 
tciam  .  omnie  sunt .  XGVIII .  cuius  medietas  est .  XLIX  .  cuius  radix  est  VII . 
et  ipse  est  maius  diuidens  minor  uero  est  III  . 

1 1)  Si  item  qui  ß  ex  toto  in  differenciam  cum  eo  qui  ex  uno  diuidencium 
in  reliquum  produciiur  fuerit  datum  erunt  singula  eorum  data.     §  Gum  sit  so 
autem    totum    ex    differencia  et    duplo  minoris  diuidencium    conpositum  . 
tantum  erit  totum  in  se  quantum  seuöm  (totum?)  in  differenciam  et  minor 
porcio  hiis  in  ipsum   (??)  sed  (nam?)  minor  in  totum  tantum  est  quantum 
in  maiorem  et  in  se  .  est  (si?)  ergo  quod  fit  ex  toto  in  differenciam  cum  eo 
quod   ex  minore   diuidencium   in  reliquum   tollantur  (tollatur)  de  quadrato  S5 
locius  remanebit  .  quod  fit  ex  minore  in  se  et  in  totum  datum  sie  ergo  ex 
premissis  et  ipsum  datum  erit  et  reliquum  §.  Operis  execucio  Uerbi  gracia  . 
quod  fit  ex  .  X  .  in  differenciam  cum   eo   quod   ex   uno   diuidencium   in  al- 
terum   faciat  .  LXXXIX  .  quo  sublato   de   G  .  remanent  XI  cuius  duplum 
duplicetur  .  et  fiet  XLIIII   que   cum  .  G  .  sunt  G  .  et  XLIIII  quorum   radix  4o 
est  XII  huius  ad  X  differencia  est  duo  quorum  medietas  est  unum  et  ipse 
minus  diuidens  et  maius  .  IX  . 
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16)  Qtwd  si  addita  eadem  dlfferenciu  ei  quod  fU  ex  vno  in  rdiquum 
fucrit  totum  datum  .  datum  erit  sinfftdum  eorum.  §  Sit  ab  numerus  di- 
uisus  et  quod  fit  ex  a  in  b  addita  differencia  sit  c  et  ipsum  duplicatnm  sit 
d  .  quadratum  autem  tocius  sit  est  (e)  de  quo  detracto  .  d  .  remaneat .  f 
qui  si  fnerit  minor  .  d  videatur  quanto  qnia  si  minor  .  diiferencia  (dififeren-  0 
cie?)  eront  duo  si  tribus  differencia  erit  lU  uel  vnum  est  hoc  deteriori  (?) 

non 

non  uero  preter  si  equalis  fuerit  d  et  f .  differencia  erit  |IIII  si  uero  f .  ex- 
cedat  d  uideatur  quanto  sit  que  g.  quod  fit  ex  ductu  illius  quod  differencia 
excedt  duplum  binarii  in  se  et   in  illud  .  duplum   quare  et  ipsum   datum 
erit  et  tota  differencia  a  .  ad  b  data  .  §  hoc  opus  est  huius  uerbi  gracia  lu 
diuidatur  .  IX  .  in  duo    et   ex  ductu  vnius  in  alterum  .  addita    differencia 
fiant  .  XXI  .  cnius    duplum    quod    est   XLII  tollatur   de  .  LXXXI  .  et  re- 
manebt .  XXXIX  .  que  minuunt .  III  .  de  .  XLII .  potest  ergo  esse  differencia  . 
I  et  in  et  utimmque   contingit  vnum  erit  et   diuisus  fuerit  .  IX  .  in  .  V  . 
ut  im  .  et .  V  .  in  IIII  addito  vno  et  faciunt  XXI  .  Tria  |  erunt  diuiso  ./oi.m\ 
IX  .  in  .  VI  .  et  lU  et  si  hoc  UI  in  .  VI  additis   tribus  facient .  XXI  .  In  16 
hoc  error  incidit.    Item  diuiso  IX  proueniant .  XIX  .  cuius  duplum  XXXVIII . 
hie   si   auferatur  de  LXXXI    relinquentur  .  XIjIII  qui  illum  .  excidit  .  V  . 
huius  duplum  duplicetur  et  fient .  D  .  X  .  (XX)  huic  quadratum  additur  Uli 
qui  est  duplum  duorum  et  erunt  XXXVI .  cuius  radix  .  VI  .  de  quo  actrato  ^0 
(detracto)ini  reliqui   dimidium    erit  vnum  et  hie  cum  IIII  .  facit .  V  .  et 
ipse  est  est  differencia  porcionum  que  sunt  .  Vn  .  et  duo. 

17)  Dolo  numero  in  duo  diuiso  si  qui  ß  ex  uno  in  rcliqunm  per  dif- 
ferenciam  diuidatur  et  quod  exigerü  fuerit  datum  erit  et  utrumque  diuidenciutn 
datum.  §  Quia  enim  quod  fit  ex  vno  in  reliquum  quater  continue  in  qua-  ^5 
drato  tocius  cum  quadrato  differencie  erit  ut  differencia  ducta  in  se  et  in 
quadruplnm  dati  numeri  qui  exigeatur  faciat  quadratum  numeri  diuisi 
data  ergo  erit  et  differencia.  §  uerbi  gracia  diuidatur  .  X  •  in  duo  et  quod 
fit  ex  vno  in  reliquum  diuiso  per  dffciam  exeat  .  XII  .  huius  quadruplum 
est  XLVin  dupli  igitur .  C  .  sumatur  .  duplum  huic  addatur  quadratum  .  so 
XLVni  quod  est .  n  .  OCCXim  (n  .  CCCmi)  et  fient  .  II  .  DCC  .  XIIII 
(II  .  DCC  .  Uli)  .  cuius  radix  est  LU  de  quo  subtracto  XL VIII  reliqui  me- 
dietas  est  duo  et  ipse  est  differencia  porcionum. 

18)  Sluero  quadrata  earundeni  coniunda  per  differenciam  diuidantur  et     . 
quod  exigerit  fuerit  datum  et  eorum  quodlibet  datum  erit,    Sit  datus  numerus  35 
a  b  diuisus  in  a  et  in  b  quorum  quadrata  sint .  c  .  et  differencia  eorum  .  d  . 
cuius  quadratum   est  et  quadratum  e  et  f  sunt  duplum  .  c  .  erit  ut  d  .  in 

h  .  1  .  faciat  e  .  f  .  sit  a  .  1  equale  d  .  et  quia  1  in  se  faciat  .  e  esse  .  1  • 
in  .  h' .  faciat  f  qui   est  notus  et  quia  h  1  est  notas  erit  et  1  .  et  h  datus 
sit  que  .  d  .  et  omnis  §  uerbi   gracia  diuisus  sit  .  X  .  in  duo  quorum  qua-  40 
drata  diuisa  per  differenciam  reddant  XXVI  .  cuius  duplum  est  LH   huius 
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vno  in  aliud  ductu  fiant .  C  .  per  quod  si  diuidatur  ,  quod  fifc  ex  .  X  .  L  .  in 
se  exibit .  XVI  ut  prios. 

23)  Quod  si  unum  eorutn  per  rdiquum  diuidatur  .  et  quod  prouenerit 
datum  fuerit  singulum  eorum  datum  erit,  §  Esto  ut  prius  quod  cum  (c)  diui- 
datur .  per  a  .  et  .  b  .  et  proueniant  d  .  e  .  atque  d  .  diuidatur  per  .  e  .  et  & 
exeat  .  f  .  datum  et  quia  .  quod  facit  ex  a  .  in  .  d  .  est  quantum  quod  ex  b  . 
in  .  e  .  8  (siue)  .  c  .  erit  a  .  ad  •  b  .  sicut  e  .  ad  .  d  .  Diuiso  ergo  .  d  .  per  e  tan- 
tum  erit .  §  quantum  si  .  b  .  diuidatur  per  a  .  quod  c  datum  sit  palam  quia 
(quod)  omnia  data  esse  constat  §  uerbi  gracia  diuiso  .  X  .  in  duo  per  utrum- 
que  diuidatur  .  XL  .  et  eorum  quod  exigerint  vno  diuiso  per  alterum  exeat  .  lo 
quarta  erunt  ergo  porciones  .  X  .  duo  et  VllI  . 

24)  Numero  dato  per  duo  diuiso  si  alterum  per  alterum  diuidatur  et 
iUius  quod  exierit  quotalibet  pars  diuiso  addatur  ut  totum  datum  sit  utrumque 
eorum  datum  erit, 

Diuidatur  .  a  .  per  .  b  .  et  quod   exierit  sit  c  .  cuius  medietas  (d)  adda-  i'> 
tur  .  a  .  ut  fiat  a  d  .  datum  perpende  igitur  utrum  sit  malus  .  a  b  .  an  .  ad  . 
sit  que  ut  a  b  .  et  maiori  super  addatur  tota  pars  vnius  quota  pars  .  || 

c  additur  .  a  .  ut  a  .  b  e  .  sit  quod  .  e  .  dimidium  unius  quia  igitur  d  ./o/.iio'. 
in  b  .  bis  facit  a  .  et  in  e  bis  facit  d  precipuum  erit  ut  in  e  b  .  bis  ductum 
faciat  totum  .  a  .  d  .  proposito  ergo  quod  g  .  sit  differencia  .  a  .  b  .  e  super  a  .  2u 
d  .  itaque  d  bis  in  se  et  in  g  facit  .  ad  .  semel  ergo  ductum  in  se  et  in  g 
faciet  dimidium  ad  .  et  ita  si  hoc  dcä  .  erit  vo  (omnia  erunt  nota  .  )  si  uero 
a  d  .  et  a  b  .  sunt  equalia  erit  ut  .  b  .  in  se  et  in  dimidium  vnius  quod  est . 
e  .  faciat  dimidium  .  a  d  .  et  sie  eadem  racio  erit  §  sed  hoc  etiam  et  opus 
triplex  contingt  uerbi  gracia  diuiso  X  .  in  duo  ponatur  .  alterum  per  alterum  2r> 
diuidi  et  medietas  eins  quod  prodierit  addatur  .  diuiso  ut  si  (sie?)  totum 

or 

IIII  .  et  tercia  cuius  ad  X  .  et  dimidium  differencia  est .  VI  .  et  sexta  .  Itaque 

or 

IIII  et  tercia  dimidiet  (dimidietur)  et  dimidium  ut  solet  quadruplicetur  .  cui 
addatur  .  quod   facit .  ex  sex   et  sexta  in  se  et  erit  46*)  et  due   tercie  et 

XXXVI  cuius  radix  est  |  VI  .  et  due  tercie  et  sexta  ad  (ab)  hoc  tollantur  .  »o 

VI .  et  sex  et  relinquentur  .  due  tercie  cuius  dimidium  tercia  est  qua  sublata 

or 

IIII  et  tertia  .  remanebt  IIII  et  ipse  est  altera  porcionum. 

26)  Dato  numero  in  duo  diuiso  et  aJiero  diuidencium  per  datum  numerum 
multiplicato  produdoque  per  alterum  diuiso  si  eius  quod  exigerit  quotaaimque 
pars  producto  addita  totum  fecerit  .  data  singula  esse  necesse  est.     §  Vt  si  3:> 
a  per  .  c  .  datum  numerum  multiplicetur  .  et  proueniat  d  qui  diuidatur  per  . 

*;  Die  Handschrift  bietet  hier  zwei  Zahlzeichen,  welche  46  bedeuten  sollen; 
(Jas  eine  derselben  (4)  stimmt  auch  in  der  That  mit  der  sonst  aus  dem  14.  Jahr- 
hundert überlieferten  Form  überein,  das  andere  (6)  weniger. 


per  m  et  alterum  per  duo  et  exeant  qiiatuor  .  in  que  ducantur  .  et  duo  et  fieut 

octo  et  reliquo  (i)  duo  de  .  X  .  dluidanlur  per  vnum  quod  est  differencia  trium 

»  ad  duo  et  erunt  duo  in  que  ducantur  .  tria  et  fient  .  VI  .  que  est  vna  porcio. 

27)  SI  uero  aUcrHiii  itt  aJierwn  ducalur  .  fuerit  que  prodttctum  dalum 
I  omnia  data  esse  äemonstrabUvr.  %  Ducatur  e  in  f  .  et  fiat  .  g  .  datum 
ducatiir  que  c  in  g  et  fiat .  h  .  quod  tantum  erit  quantum  si  f  ducatur  in 
productum  ex  .  c  >  in  e  .  boc  est  in  a  ducatur  .  Item  .  d  .  in  h  et  producetur  - 

30  1 .  quod  etiam  tantum  erit  quantum  $i  a  ducatur  .  in  productum  es  d  .  in  f 
hoc  est  in  b  quod  cum  sit  datum  erit  et  a  et  b  datum  .  §  uerbi  gracia  diniso 

ergo  .  X  .  in  duo  unum  quod  per  IUI  alterum  per  duo  parciatur  .  et  quod 
exierit  unum  ductiim  in  alterum  .  faciat  duo  que  duo  multiplicentur  . 
per  IUI  et  productum  per  duo  et  exibunt  .  XVI  .  et  ipse  erit  qiü  fil 
u  ex  ductu  .  vnius  diuidencinm  in  reliquum  .  que  ex  tiinc  constabit  eese 
VIII  et  duo. 

28)  Diuidatur  alterum  per  alterum  .  tunc  si  exierU  qui  dal  otttnia  daia 
esse  eonsequdur.  Diuidatur  .  e  .  per  f  et  eieat .  h  .  datum  diuidatur  item  . 
b  .  per  d  et  prodeat  k  multiplicetur  per  c  .  et .  fiet .  1  .  quia  .  igitur  .  f  in 

<u  h  .  fact .  e  etiam  .  b  in  .  k  .  faciet  .  e  .  et  ait  b  :  in  .  1  .  producet .  a .  si  .  ergo  . 
a  .  diuidatur   per   b  .^exibit .  I  .  quod  .  c  .  sie   datum    erit  .  a  .  et  -  b  .  data 
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§  uerbi  gracia  .  X  .  ^^uidatur  .  in  dno  et  quarta  vnins  diuidatur  per  dimidium 
alterius  et  exeat  tercia  .  cuius  dimidium  quadmplioetur  exibit  quod  due 
tercia  diuidatur  .  ergo  ut  solet .  X  .  per  vnum  et  duas  tercias  et  prouenient . 
VI .  et  ipse  est  vna  porcio  .  X  . 

29)  SI  numerus  datus  in  duo  diuidaJtur  .  atque  quod  ß  ex  foto  in  al-  5 
terum  equale  sU  quadrato  alterius  erit  tUrumque  datum  ad  proximum.  §  Sic 
vi  ex  a  b  .  in  .  b  .  sie  (sit)  quantum  ex  a  .  in  se  et  quia  quod  ex  .  a  b  in  se 
est  quantum  quod  ex  .  a  .  b  .  in  a  .  et  in  .  b  .  erit  et  quantum  quod  ex  . 
a  .  in  se  et  in  .  a  .  b  cumque  sit .  a  .  b  .  datum  et  a  .  et  .  b  .  datum  .  §  uerbi 
gracia  .  X  .  diuidatur  in  duo  .  ita  quod  .  X  .  in  alterum  si  (sit)  quantum  lo 
reliquum  in  se  atque  .  X  .  in  se  faciat  .  C  .  cuius  dupli  duplum  sumatur 
et  erunt  .  CCCC  .  buic  addatur  .  ut  solet  qaadratum  .  X  .  et  erunt  .  D  . 
cuius  extrabatur  .  radix  .  ad  proximum  et  erit  .  XXTI  .  et  tercia  de  quo 
toUatur  .  X  .  et  reliqui  medietas  erit  .  VI  .  et  sexta  et  ipsum  erit  maior  . 
porcionum  que  ducenda  est  in  se.  i5 

30)  Si  fuerit  IUI  numeri  propordonäles  et  tres  eorum  dati  fuerlnt  ei 
quartus  datus  erit .  §  Facta  enim  altera  multiplicatione  idem  numerus  pro- 
ducitur  .  similiter  ergo  alternatim  quoniam  duo  sunt  dati  alter  in  alterum 
ducatur  .  et  productus  per  vnum  reliquorum  qui  datus  est  diuidatur  .  et 
exibit  reliquus  datus  qui  prius  fuerat  non  datus  .  §  .  uerbi  gracia  sint  .  2o 
XX  .  ad  aliquod  sicut  V  ad  im  quia  igitur  ducemus  est  antecedens  datus 
in  consequentem  alterius  datü  .  ducatur  .  XX  .  III  (V)  .  IIII .  et  fient .  LXXX  . 
qui  diuidatur  per  V  .  qui  (o)  erit  consequens  .  XX  (XVI)  .  prius  non  datus. 

31)  SI  dati  numeiH  ad  aliquod  fuerit  proporcio  data  .  et  iüum  datum 
esse  consequitur  .  §  In  multiplici  proporcione  ubilibet  facile  in  alijs  qui  facile  ^'^ 
quidem  si  consequens  datur  quoniam  ad  referuntur  partes  quas  datas  esse 
hanc  absurdum  (?).  Ipsum  ergo  multiplicabitur  .  si  necesse  fuerit  et  partes 
quas  omnes  adiunguntur  .  et  habebitur  antecedes  si  uero  anteoedes  detur .  idem 
diuidetur  per  denominacionem  et  exibit  compositus  .  Vel  aliter  sumetur  numerus 
qui  huius  partes  .  habeat  .  ponatur  .  quod  consequens  et  inuenietur  .  ante-  ^' 
cedens  in  iUa  proporcione  et  sit  premissa  operacio  §  uerbi  gracia  .  sit  nume- 
rus qui  cum  taifto  et  iterum  tanto  atque  dimidio  et  dimidii  dimidio  faciat  . 

C  .  Diuidatur  ergo  .  C  .  per  tria  et  dimidium  H  et  quartam  et  exibunt .  XXVI  ./<>'.  i4«*' 

et  due  tercie  et  hoc  est  compositus  Item  est  numerus  cuius  quarta  et  .  LX 

(G|  »m 

XXVI  et  due  tercie  .  sumatur  .  numerus  qui  habeat  quartam  .  LX  et  ipse  est  sr> 
LX  .  est  XVI  Ducatur  ergo  .  LX  .  in  XXVI  .  et  duas  tercias  et  fient  .  M  . 
D  .  C  hie  diuidatur  per  XVI .  et  exibit .  C  .  qui  est  compositils. 

32)  Si  primi  ad  secundum  fuerit  proporcio  data  et  secu^^  ad  primum  . 
proporcio  data  erit.  §  Diuidatur  .  enim  vnum  per  denominaciones  propor- 
cionis  primi  ad  secundum  et  quod  exierit  erit  denominacio  secundi  ad  primum  4o 


vnum  quadrupliim  alteri  itaque  .  X  .  erit  ei  .  quinluplum  et  ipsum  est  diio. 

:ä  36)  Si  primum  ad  secittidum  dafum  et  ad  qxwd  sfc»t>dum  habtt  proporetih 

nem  datum  (dalam)  trU  datutn  qnod  si  ad  illiid  datum  et  ad  secundum  dalum  rril. 
g  Denominacio  enim  proporcionis  primi  ad  seciindum .  in  denominacionem 
proporcionis  secundi  ad  tercium  dticatnr  .  et  fiet  jiroporcio  prirai  ad  tercium  - 
Item  proporcio  secundi  ad  tereinra  diuidatiir  .  proporcJoni  prirai  ad  tercium  et 

Kl  exibit .  proporcio  primi  ad  aecundum  §  uerbi  gracia  Primum  continet  Eecundnm 
et  eiuä  tres  septimas  et  aecundum  tercium  et  eiua  duas  quintas  .  Ducatur  ■ 
ergo  TQum  et  tres  septime  in  vaum  et  duas  quintas  et  pronenient  duo  qnaie 
primum  .  etit  duplum  .  tercio  .  Item  duo  diuidantur  .  per  vnum  et  duas  quintas 
et  eiibunt  vnum  et  tres  septime  .  Itaque  alijs   positis  primum   continebü 

a  secundum  et  eius  tres  septimas  . 

37)  Si  quiUbet  niimtri  ad  uniim  projxircronem  Itabufrini  datam  et  totum 
rnriim  ad  eundem  pioftorcionem  .  kabehil  datam.  §  Denominaciones  propor- 
cionem  omnium  ad  illum  contugantur  .  et  compositum  erit  denominacio  to- 
tiua  ad  iUud'§  ueibi  gracia  Primum  contineat  quartnm  semel  et  terciam  se- 

10  cundum  bis  et  quartam  teicium  bis  et  dimidium  .  qnod  faciiut .  VI  .  et  duo- 
decim(am)  quare  primum  et  secundum  et  t«rcium  continebunt  qnartum  et 
seiie:)  et  eius  diic 
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38)  Si  unms  (unus)  nwnerus  ad  quotUhct  proporcionem  häbuerit  datam  et 
ex  iUis  compositum  proporcionem  habebit  datam.  Si  enim  ille  ad  illos  et 
ipsi  ad  eum  proporcionem  habebunt  datam  quare  et  compositus  eorum  ad 
eundem  ergo  et  ipse  ad  compositum  üerbi  gracia  Sit  ut  vnum  contineat  et  eius 
duas  tercias  et  alium  et  eius  dimidium  .  Diuidatur  .  itaque  ynum  per  vnum  5 
et  duas  tercias  et  exibunt  tres  quinte  et  iterum  per  vnum  et  dimidium  . 
et  exibunt  due  tercie  coniimctim   erunt  vnum   et  quinta  et  quintadecima  . 

6  e 

per   hec   diuidatur  vnum    XV  .  XIX  .   Itaque   illud  erit  .  XV  .  XIX  illorum 
coniunctorum. 

39)  SI  a  diu>hus  numeris  datis  duo  numeri  detrahantur  fueritque  de-  lo 
fractonim  .  et  residuonmi  proporcio  .  data  tum  autein  qtie  tocius  cul  totum  . 
erit  et  quodlibet  eorum  daium.  §  Sint  numeri  dati  .  a  .  b  .  c  .  d  .  detracta  (i)  . 

a  .  c  .  et  quia  a  .  ad  .  c  .  non  sicut  totum  .  ad  totum  .  non  erit .  a  .  ad  c  . 
sicut  d  .  ad  .  b  .  sie  igitur  .  ad  e  .  sicut  .  b  .  ad  d  .  erit  ergo  .  a  b  .  ad  .  cd  . 
sicut  .  b  .  ad  d  .  et  quia  a  b  .  datum  sunt  boc  et  c  .  d  .  quare  et  differencia  i& 
c  .  ad  e  .  data  proporcio  data  erit  et  ad  g  (?)  .  est  g  dat  quare  et  a  (etiam) 
singula  ergo  data .  §  Uerbi  gracia  sint  dati  numeri  .  XX  .  et  XU  et  detractum 
XX  sit  duplum  detracta  (i)  XII  et  residuum  .  XX  .  sesqualterum  residuum 
Xn  sit  autem  .  XX  .  duplum  ad  quiddam  et  ipsum  est  .  X  .  cuius  differencia 
ad  .  xn  .  est  duo  et  quia  siquid  est  sesqualterum  ad  totum  et  duplum  ad  20 
detractum  est  sescuplum  ad  reliquum  erit  residuum  .  XX  .  sescupium  ad  duo 
erit  erit  ergo  XÜ  .  et  detractum  .  VIII  et  detractum  uero  .  XII  .  erit  .  IUI  . 
et  residuum  ipsius  erit  VIII  . 

40)  Si  duo  numeri  fuerint  ad  inuicem  dati .  numeroque  dato  ab  dttero 
detraäo  aUerique  addiio  .  dusmodi   proporcionem  habuerint  datam  ut  prius  25 
sumpta  daia  erunt  .  §  Sint  dati  numeri  .  a  .  b  .  c  .  et  ab  .  a  .  b  detrahatur  . 

a  datus  numerus  (?)  et  c  addatur  .  d  datus  numerus  ut .  sit .  et  (a?)  b  .  ad  .  c 
.  d  .  (c  d)  proporcio  data  sie  item  .  e .  ad  .  a .  sint  (sicut)  .  c  .  d  ad  .  b  .  quare  c 
.  d  .  e  .  ad  .  a  b  erit  proporcio  data  est  c  .  ad  .  a  .  b  .  proporcio  data  ergo  et 
d  .  e  .  ad  .  a  b  .  proporcio  data  .  atque  d  .  e  .  est  datus  ergo  et  a  .  b  .  c  .  dati  so 
erunt  .  §  uerbi  gracia  sit  maior  minori  sesquitercius  maiorumque  detracto  . 
VII .  et  alij  addito .  VI  sit  totum  minorum  duplum  residuo  alterius  .  sit  igitur 
numerus  duplus  .  VII .  et  ipse  est  .  XIIII  .  qui  addatur  .  toti  minorum  .  et 
compositus  fiet  duplus  maiorum  additque  super  minorem  .  XX  .  et  quia  minor 
est  tres  quarte  maiorum  auferantur  .  tres  quarte  et  duobus  remanebt  .  V  .  sr> 
quarte  .  §  Itaque  .  XX  .  continet  maiorem  semel  et  quartam  et  ipse  est  . 
XVI  .  minor  itaque  erit  XII  . 

41)  Si  duobus  numeris  dati  numeri  cUternatim  addantur  et  detrahantur 
et  post  mutuam  addicionem  et  detractionem  sint  super  ad  inuicem  dati  \der- 
que  erit  datus,     §  Sint  numeri   a  b  [c]  .  d  e  .  dati  quia  enim  a  .  b  c  .  est  4o 
ad  .  e  detracto  que  ab   eo  Itaque  que   dati  .  c  .  et  f .  si   ergo  abc  .  fuerit 

Suppl.  s.  iait.-]ll.  Abth.  d.  ZtMhr.  f.  Math.  u.  PhyH.  10 
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45)  Numero  in  qiwtUbä  diuiso  si  numeri  eorum  cum  dato  nttmero 
fecerit  (fecerint)  numerum  qui  ad  totum  sU  datus  rdiquis  ad  ipsutn  datas  ha- 
bentihus  propordones  ipse  numerus  datus  diuisus  datus  erit.  §  Cum  enim  singula 
eorum  ad  diuisum  proporciones  habeant  datas  et  conpositus  ex  omnibus  ad 
eum  proporcionem  babebit  datam  quare  et  residuum  quod  est  datus  nu-  5 
merus  babebit  .  ad   eum  proporcionem    datam    quare    et   ipse    datus    erit. 

§  uerbi  gracia  .  diuidatur  numerus  in  tria  quorumvnum  sit  tercia  alium 
quarta  reliquum  cum  temario  sit  eius  due  tercie  quare  omnia  cum  ter- 
nario  continebunt  eum  et  eius  quartam  temarius  ergo  eius  quarta  et  ipse 
erit  .  Xn.  10 

46)  Diuiso  numero  in  quoüibet  si  eorum  quod  (?)  cum  numero  ad  totum 
datum  fecbrU  numerum  datum  et  reliqua  ad  totum  proporciones  datas  habuerint 
ipsum  nmnerum  diuisum  datum  esse  conueniet,  §  Cum  enim  ad  singula 
reliquorom  proporcionem  datam  habeat .  et  adiuucta  babebit  .  et  sie  ad  prius 
sumpt  et  e  ad  ei  dadic  (?)  et  ad  conpositum  babebit  proporcionem  .  datam  i5 
quod  c.  sit  dat  et  ipsimi  datum  erit .  §  uerbi  gracia  .  diuidatur  ut  prius  in 

tria  et  vnum  sit  medietas  et  vnum  tercia  .  et  tercium  cum  eius  quarta 

ft 

faciat .  y  .  et  quia   dimidium    et  tercia   sunt  .  Y  .  sexte  erit  reliquum  sex 

.  que   quoniamcum  quarta  .  facit  .  V  .  erit .  V  .  eius  quarta  et  sex  bic  est . 

•  

V  .  xn  .  quare  ipse  est  Xu.  20 

47)  Si  numerus  datus  in  quotlibet  diuidatur  que  continue  proporcionem  ha- 
buerint datam  erit  quodlibet  eorum  datum.  §  .  Diuidatur  .  LX  .  in  tria  quo- 
rum  maius  duplum  secimdo  .  secundum  triplum  tercio  quare  primum  sescuplum 
tercio  quare  secundum  et  tercium  due  .  tercie  primi  .  Totum  ergo  continet 
primum  et  eius  duas  tercias  .  erit  ergo  illud  .  XXXYI  .  secundum  .  XVIII .  25 
tercium  .  VI  .  que  simul  faciunt  .  LX.  —  §  Demonstracio  quia  .  enim  .  pri- 
mum ad  secundum  datum  et  secnndxmi  ad  tercium  .  erit  .  primum  ad  ter- 
cium datum  .  quare  simul  ad  secundum  et  tercium  .  et  ob  hoc  totum  ad  tercium 
datum  et  erit  totum  datum  .  sie  erit  etiam  et  primum  et  ideo  secundum  atque 
tercium.  so 

48)  Numero  dato  per  quoüibet  diuiso  ,  si  singulis  eorum  dati  numeri 
addantur  ut  conpositorum  sie  continue  propordo  data  (•)  erit  prius  superim'um 
diuidencium  proporcio  similiter  data  et  ipsa  data,  §  Numeri  dati  additi  pariter 
.  dato  numero  diuiso  addantur  et  fiet  numerus  totus  datus  .  quod  constat 
diuisum  esse  in  numeros  ad  se  continue  .  datos  qui  constat  ex  condiuidentibus . .% 
primi  numeri  et  numeris  datis  .  quare  conpositos  illos  datos  esse  constat 
ex  quibus  si  dati  numeri  auferantur  relinquentur  porciones  propositi  (nume)ri 
date(i)  .  §  uerbi  gracia  .  XX  .  diuidatur  in  tria  quorum  vni  addantur  .  IUI  . 
alij  vnum  al\j .  V.  ut  sit  primum  secundo  sesqualterum  .  secundum  tercio  duplum 

.  Itaque  im  .  V .  vnum  addantur  .  XX  .  quod  si  diuiaua  fuerit  secundum  illas  4ü 
proporciones  exibunt  XV  .  X  .  et .  V.  anfionmir*         '         '   *  numeri  .  a  . 


tinebunt  primum  bis  et  eius  duaa  aeptimas  et  duas  viceaimas  prünas  . 
(juare  .  XIX  .  et  tercia  coutiaebuDt  eum  semel  etiam  erit  erg'O  .  XIIII  et  se- 
cimdus  XII  tercius  autem  VIII. 

es  SO)    Si  numerus  dolus   in   duo  diutdatur   guorum   aHrum  uel  nunterus 

ad  ipsum  dolus  cum  numero  ad  reliquum  dato  feccrit  numrrum  datum  tUrum^ 
dalum  erit.  §  Diuidatur  .  a  .  b  .  et  .  »it  .  c  .  datum  ad  .  b  .  atque  a  .  c  .  äit 
numerus  datus  cuius  differeucia  ad  a  .  b  .  sit  .  e  .  data  .  et  ipsa  est  differencia 
et  quia  c  .  ad  b  ,  datum  .  erit  .  e  .  ad  b  .  datum  cumque  sie  e  datua  erit  et .  b . 

30  et  .  a  .  datus .  §  uerbi  gracia  .  XII .  diuidatur  .  in  duo  quorum  vuum  cum  terci* 
reliqui  faciat  .  VI  ,  cuiua  ad  XII  differencia  est  .  VI  .  que  etiam  est  differencia 
tercie  ad  totum  suum  quare  .  VI  due  tercie  et  totum  .  IX  .  reaidnum  trea 
quod  cum  tercia  .  IX  .  hoc  est  cum  tribus  facit  ,  VI  . 

51)  Numero  dato  in  dw>  diuiso  si  aüerum  uel  numerus  ad  ipsum  dolos 

35  cum  »umero  dato  fccerit  numeram  aä  reliquum  dalum  utrumque  eorum  dolus 
eril.  §  Vt  prius  .a.b.  datus  paroiatur  in  a  .  et  b  .  atque  .  a  .  cum  .  c  . 
dato  faciat  .  a  .  c  .  numerum  ad  .  b  .  datum  .  addatur  .  ergo  .  c  .  ad  .  a  .  b  . 
ut  Bit  totus  datus  .  b  .  a  .  c  .  qui  diuisus  est  in  b  .  et  .  a  .  c  .  quomm  pro- 
porcio  data  vtrumque  ergo  datum  .  uerbi  gracia  .  XII  diuidantur  in  duo  qao- 

w  tarn  alteruui  cum  duobus  faciat  trea  quartas  reliqui  (-)  duo  iungantar  .  XU  et 
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Hent  XIIII   qui  diuisus   erit  secundum  illam  proporcionem  .  quare  alterum 
erit  .  VIII  .  alterum  .  VI  .  a  quo  subtractis  .  duobus  remanent .  IUI  . 

62)  Si  numerus  datus  in  quotlihet  diuidatur  quorum  quodlibet  sumpto  (um?) 
precedens  semper  ad  compositum  ex  reliquis  proporcionem  haheat  datam  . 
quodlibet  eorum  datum  erit,  §  Diuidatur  .  datus  numerus  .  in  .  a  .  b  .  c  .  d  .  5 
atque  a  .  ad  b  .  c  .  et  b  .  ad  .  c  .  d  .  et  d  .  ad  .  a  b  .  proporcionem  habeat 
datam  .  Diuidatur  .  ergo  a  .  in  e  .  et .  f  .  sie  .  que  b  .  ad  .  e  et  c  .  ad .  f  .  sicut 
b  .  c  .  ad  a  .  Item  quia  b  .  ad  .  c  d  .  habet  proporcionem  datam  atque  b  . 
et  (ad)  e  .  erit  e  ad  .  c  .  d  .  datum  quod  diuidatur .  in  g  .  h  .  secundum  propor- 
cionem .  c  .  ad  .  d  .  Cum  igitur  .  f .  g  .  ad  c  .  sit  datum  atque  c  .  ad  d  .  a  .  10 
erit  et  .  f  .  g  ad  .  d  .  a  .  datum  re8olua(n)tur  g  in  k  1 .  secundum  proporcionem 
ad  .  d  .  a  .  [d  ad  .  a]  erit  que  .  a  .  tamquam  ad  .  h  .  k  .  1  .  cumque  sit  1  . 
ad  a  datum  erit  si  quis  et  h  .  k  .  secundum  h  .  k  .  ad  .  d  .  datum  quare  d  . 
ad  .  a  .  atque  d  .  ad  a  .  b  quare  .  » .  ad  b  .  et  similiter  a  .  c  .  omnia  ergo  ad 
se  et  ad  totum  quare  singula  data  (•)  quod  si  quinque  fuerint .  yt  .  a  .  b  .  c  .  i5 
d  .  e  .  resoluetur  numero  dato  .  a  .  in  d  .  e  .  a  .  quare  in  d  .  e  atque  eundem 
racionem  .  e  .  in  d  .  c  .  et  d  .  in  c  .  b  .  et  .  c  .  in  .  b  .  a  .  et  sit .  a  .  in  .  b  . 
a  .  erit  itaque  .  a  .  ad  b  .  datum  et  sie  de  terciis  (Z.  16  u.  17  «s  ?)  .  §  uerbi 
gracia  .  ut  sit  exemplum  .  (numerus)  in  .  IUI  .  diuidatur .  siquidem  .  XXXII 
in  mi  quorum  primum  sit  septima  secundi  et  tercii  (•)  secundum  quinta  ^o 
tercii  et  quarti  .  tercium  medietas  quarti  et  primi  .  Ducatur  itaque  septima  . 
in  .  V  quintam  et  erit  .  XXXV  et  septima  in  dimidium  .  et  fret  .  XIIII  .  et 
XXXV  .  in  dimidium  et  fiet  .  LXX  fiet  que  primum  tamquam  sua  .  LXX  .  et 

Xim  hoc  est  VI  .  LXX  .  et  LXX  .  et .  XXXV  .  et .  Xmi  quarti  .  hoc  est 

e  e  o  e 

VIII  .  LXX  .  Itaque  LXIIII  .  LXX  .  primi  sunt  VIII  .  LXX  .  quarti  et  quia  25 

a  a  a 

.  VIII  est'  VIII .  LXini  erit  primus  Vm  quarti  (•)  est  et  primus  .  VII  .  se- 
cundi et  tercii  .  quare  .  quartus  continet  secundum  et  tei*cium  et  eorum  septi- 
mum  sed  secundus  est  quinta  tercii  et  quinta  quarti  (•)  et  (sed)  quinta  quarti 

a 

tamquam  quinta  et .  XXXV  secundi  et  quinta  .  et  .  XXXV  tercij  quare  secun- 

a  a 

dus  est  tamquam  quinta  et  XXXV  .  sui  .  hoc  est  Vm  XXXV  et  due  quinte  3o 

a  o 

et  XXXV  tercij  hoc  est  (tercii)  .  XV  .  XXXV  .  Itaque  eius  (equal .  ?)  .  X  .  X  . 

e 

VII .  XXXV .  tercij  (secundi . )  secundus  ergo  ad  tercium  sicut  XV  .  ad  .  XXVII 
.  sed  secundus  ad  tercium  et  quartum  ut  .  XV .  ad  .  LXXV  .  erit  igitur  ad 
quartum  ut .  XV  .  ad  XL  VIII  (•)  est  primus  ad  quartum  sicut  .  VI  .  ad  . 
XL  VIII  quare  primus  ad  secimdum  vt  .  VI  .  ad  .  XV  et  quia  VI  .  XV .  XXVII  w 
.  XL  VIII  faciimt  .  XCVI  .  qui  est  triplus  .  XXXII  .  erit  XXXII .  diuisus  in 
duo  (•)  quinque  .  IX  .  .  XVI  .  est  sumptas  (secundum  eas?)  habitudines. 

53)  Si  sumantur  quüibet  numeri  quorum  aUer  cum  numero  dato  ha- 
buerü  proporcionem  datam  ad  com  ^*^ris  ommbus  (•)  singulos  eorum 


tres  quai'te  (-)  qnare  tercius  et  avx  conlinent  primum  et  VI .  ter  et  tns . 
quartas  .  quia  uero  quartus  et  VI  .  sunt  ut  residua  aemel  (■)  ducends  erit . 
nonum  (nona)  in  vnum  et  fiet .  nona  qiiod  ai  etiam  vuum  ducatur  in  Tnum  et 
15  nonam  fiet  Tua  et  nona  que  diuidantur  .  per  duas  .  nonas  et  eiibunt .  V. 
quare   quartum  et .  VI  est  quintupluin  primo   cum  .  VI  .   Itaque   secundom 

tercium  quartum  et  ter  .  VI  .  continet  primiiin  et  VI  .  XI  .  et  qnartam  (■) 
sed  illa  tria  continent  ea  nonies  .  quare  ter  .  VI  ,  hie  (hoc)  est  .  X  .  et 
VIII  .  continet  primum  et  VI  .  bis  et  quartam  (■)  sunt  ergo  VIII  dem- 
suptisque  .  VI  .  remanent  duo  quod  est  primum  est  et  secundum  et  .  VI  .  erit 
.  XX  .  quare  secundum  est  XIIII  .  tercium  .  cum  .  VI  .  XXX  atque  ipsum 
.  XXIIII  .  quartum  cum  ,  .  VI  .  XL  .  quja  quintuplum  ,  VIII  .  ipsum  er^ 
mr.XXXIIII.   n 

54)  Si  proponantiir  i»  ordine  gitotlibcl  numeri  quorum  si«guli  cnm 
3S  numcro  ad  proximiim  scquenicm  dato  daltim  nttmcrum  amsiituatU  quäUxi 
eonnn  dahis  erit.  %  Sit  datua  numerus  .  e  ,  et  .  Uli  numeri  a  .  b  .  c  .  d  . 
atque  .  f  .  datus  ad  .  a  .  et  g  .  ad  b  .  et  li  .  ad  c  .  et  k  .  ad  .  d  atqae  .  a  .  cnm 
g  .  et  b  .  cum  h  et  c  .  cum  k  et  d  .  cum  .  f  .  faciat  .  e  .  sicut  a  .  g  .  ad  .  b 
ita  .  sicut  b  .  ad  .  b  .  et  sic[ut]  1  ad  c  .  ita  .  m  .  ad  k  .  et  sicut  m  .  ad  .  d  . 
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ita  n  .  ad  .  f .  itaque  g  .  1  .  ad  1  m  .  et  m  .  n  dati  erunt  et  quia  quod  est 
difTerencia  a.g  ad  .  g  .  b  .  ea  est .  a  .  ad  .  1  erit  differoncia.a.ad  l.data  simili- 
ter  .  differencia  1  .  ad  .  n  .  quare  et  differencia  .  a .  ad .  n  data  est  t[er]  sie  a .  ad . 
n  .  datus  erit  vterque  ergo  datus  cumque  sit .  a  datus  si  detrahatur  .  abe  . 
relinquitnr  .  g.  datus  quare  et  b. datus  erit  et  reliqui  similiter  quod  si  quinque  5 
fuerunt  primus  .a.g.l.m.n.c.  t[er]  sie  differencia  a  .  ad  .  1 .  data  atque 
1  ad  .  n  erit  et  a  .  ad  ..  n  difTerencia  data  cumque  .  n  .  c  .  dat  sit  si .  sit  a .  nu- 
merus .  n  et  dato  numerus  ipso  detracto  .  de  .  n  .  t  .  dato  remanebt  .  t  .  a  . 
datus  quare  vtrumque  datum  .  si  vero  maius  quia  dato  maius  .  ipso  addito 
ad  .  nc  .  fiet  a  .  t  .  similiter  dat  et  vtrumque  datum.  §  uerbi  gracia  .  datus  lo 
numerus  sit  CXTX  .  sint  que  alij  IUI  numeri  quorum  primus  cum  dimidio 
secundi  faciat .  CXIX  .  secundus  cum  tercia  tercii  tercius  cum  quarta  quarti 
quartus  cum  quinta  primi  constituat  ipsum  (•)  ducatur  .  itaque  medietas  in 

terciam   et  erit  sexta  et  sex  in  quartam   et  fiet  XXIIII  .  et .  XXIIII  .  in 

quintam    et    proueniet .  CXX  .  quia    igitur    primus   et  medietas   secundi   ft  '^ 

CXIX  .  et  medietas  secundi  et  sex  .  tercii  sunt .  LIX .  et  dimidium  (•)  primus 

tarn  a 

excedit .  VI    tercii  .  LIX  .  et   dimidio   et  quia   sex   tercii  et   XXIIII   quarti 

a  a 

sunt .  X[IX]  et  IX  .  et  quinque  sexte  et  XXIIII .  quarti  et  CXX  primi  sunt 

im  et  XXIII  .  XXIIII  quod  si  multiplicetur  .  CXX  .  fiet .  VIII  .  miüa  . 
D  .  C  (CCCC)  .  et  XXV  .  quia  primus  ad  illud  sicut .  CXX  .  ad  .  CXIX  .  si  pro-  20 
ductus  diuidatur  per  CXIX  .  exibit  .  LXXV  .  et  ipse  est  primus  .  quo  de- 
tracto .  de  .  CXIX  .  remanebt .  XLIIII  quo  duplicato  fiet  secundus  LXXXVIII . 
secundo  tunc  dempto  de  .  CXIX  relinquentur  .  XXXI  .  quo  triplicato  fiet 
tercius  XCIII  .  et  isto  sublato  .  de  .  CXIX  .  residuus  erit  XXVI .  quo  quater 
sumpto  fiet  quartus  .  CIIII  .  et  si  iste  auferatur  .  de  .  CXIX  .  remanebt .  25 
XV  que  est  quinta  .  LXXV  qui  est  primus. 

55)  Propositis  quottibet  numeris  si  quütbet  eorum  cum  numero  ad  con- 
posUum  ex  rdiquis  dato  fecerint  numerwn  datum  singuli  eorum  dati  erunt,  §  Si 
datus  numerus  etiam  et  numeri  propositi  a  .  b  .  c  .  d  sitque  .  e  .  f .  g  .  ad 
a  .  b  .  c  .  qui  cum  d  .  faciat  .  etiam  .  atque  .  h  .  k  .  1  .  datus  ad  .  b  .  c  .  d  .  sc 
qui  cum  .  a  .  faciat  .  etiam  est  et  m  .  n  .  0  datus  ad  .  d  .  c  .  a  .  et  ipse  cum  . 
b  .  faciat  etiam  atque  p  .  k .  r  .  datus  ad  .  d  .  b  .  a  .  qui  cum  .  e  .  faciat 
etiam  sitque  .h.k.l.ad  b.c.d.  minor  .  proporcio  quam  ra  .  n  .  0  .  ad  . 
b  .  c  .  d  .  a  .  et  istorum  minor  quam  .  p  .  q  .  r  .  ad  .  d  .  a  .  b  .  et  horum 
minor  quam  e.f.g.ad.a.b.c«  quia  igitur  k  .  1  .  minores  st  quam  .  35 
no  i  toUantur  ab  eis  et  remanent  s  .  t .  eruntque  a.b.  maius  m  .  b  .  sed 
si  h  est  maius  .  b  .  erit  a  .  minor  .  m  quoniam  maior  est  proporcio  .  m  ad  . 
*  a  .  quam  h  .  ad  .  VI  ablatis  ergo  .  a  .  de  .  m  et  b  .  de  b  remaneant .  XV  . 
eritque  .  enim  tamquam  .  X  .  sit  et  quia  .  m  .  0  .  minus  .  p  .  r  •  et    b  . 
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tamquam  duplum  et  quarta  et .  XXVIII .  primi  atque  quarta  .  et  XXVIII 
quarti  .  sublatis  tribus  septimis  et  tribus  XXXV  .  de  uno  .  et .  V  .  septimis 

•    a  e 

remanebit  vnum  et  YII  et  due  .  XXXV  .  secimdi  tamquam  duplum  primi  et 
quarta  .  et .  XXVIII .  et  due  XI  [XXI]  .  et  due .  C  quin[te]  eiusdem  hoc  est  .  vt 


or  e  o 


D .  et  IUI  CCCC .  XX .  secundi  u*  (quantum)  mille .  VHI .  eorum  (CCCC)  XX  primi  5 

[e]  e  (ans  or) 

et  quia  M  .  VHI  eontinent[ur]  .  bis .  D  .  IIU .  erit  secundus  duplns  primi .  et  quia 

e  e 

secimdum  semel  et .  V.VII  (minus  bis  primum  et  11 .  VII  ?) .  hoc  est  XXXII .  XX . 

Ul 

Vm.  quantum  quarta  et  XXVm  quarti  hoc  est  VIII  XXVIII  ||  et  quia  XXXII . M- 1«! 
est  quadruplus  .  VIII .  erit  quartus  quadruplus  primo  et  quia  duplum  secundi . 

or 

et  im .  Vn  .  atque  .  IX  .  XXVIII .  primi  et  quarti  sunt  ut  (quantum)  primum  lo 
sexies  et  tres  quarte  (•)  erit  duplum  tercij  et  quarta  .  tantumdem  et  quia  .  VI . 
et  tres  .  quarte  est  triplum  .  duobus  et  quarta  (•)  erit  tercium  triplum  primo 
.  Triplum  igitur  secundi  tercij  quarti  est  .  vt  .  XXVII  ad  vnum  que  C  (con- 
iunctim?)  faciant  .  XXVm  erit  primum  vnum  et  ob  hoc  secundum  duo  . 
tercium  tria  .  quartum  quatuor.  i5 

56)   Opus  autem  arabum  in  partibus  tantum  consistit  est  que  huius  . 

or 

£xempli  causa  sumendi  sunt .  IIII  .  numeri  quorum  primus  cum  modietate 
reliquorum  faciat  .  XXXVII  .  secundus  cum  tercia  .  tercius  cum  quarta  . 
quartus  cum  quinta  .  omnium  reliquorum  faciat  XXXVII  .  ponatur  igitur 
numerus  partes  ex  hijs  partibus  habens  ut  est .  XU  .  cuius  medietas  est.  2ü 
VI  .  tollaturque  de  XQ  numerus  qui  cum  tercia  .  reliqui  faciat .  VI  .  et 
ipse  est .  LEI  .  Item  alius  qui  cum  quarta  .  residui  constituat .  VI  .  et  bic 
est  IUI  tercius  quoque  qui  cum  quinta  .  reliqui  faciat  ipsum  .  VI  .  qui  erit 
IIII  et  dimidium  .  coniunganturque  .  III  .  IIII  .  Uli  .  et  dimidium  et  faciont 

le    cc 

XI  et  dimidium  quod  si  nominarent  (ipsi  nominarunt)  ad  XII .  in  po  esse  fi'(in  2.-> 
positione  esse  falsi).  Reliquum .  igitur  ad  XU  hoc  est  dimidium  parciatur.  per  tria 
et  eueniet  sexta  et  habebimus  loco  primi  .  sextam  loco  secundi  tria  .  et  sextam 
loco  tercii  .  IIII  et .  sextam  loco  quarti .  IUI  dimidium  et  sextam .  Cumque  sex 

68 

qui  est  dimidium  .  XU  .  cum  sexta  continet  sextam  .  XXXVU  .  de  quesitis 
numeris  primus  erit  vnum  secundus  XIX  .  tercius  XX  .  V  .  quartus  XXVUI  .  ^ 
Demonstracio  .  sint .  IUI  .  numeri  .  a  .  b  .  c  .  d  .  sitque  in  ter  partes  maioris 
denominacionis  .  e  .  que  cum  .  a  .  facit  datum  numerum  .  sitque  .  f .  vt .  b  . 
c  .  d  .  erit  igitur  .  a  .  minimum  .  Esto  enim  .  g  .  pars  a  .  c  .  d  .  que  cum  V 
[b]  coniungetur  .  et  quia  pars  .cd.  quarta  .est  e  .  est  maior  .  qua  pars 
eorum  qaota  est  g .  erit  e  .  et  pars  a  •  quota  .  est  g  maius  quam  a  .  cum  S5 
parte  V  [b]  quota  .  est  e  .  Demptia  iflitar  SUb  partibus  de  .  a  .  et  b  .  erit 


c  .  d  .  et .  c  .  d  .  maior  .  k  .  1  .  quare  .  f  .  g  .  msior  .  m  .  f  .  g  .  qiiod   est  in 

po  .  Reducamus  igittir  GiipraposiUim  exempltim  in  quo  primviB  cum  triplo  reli- 
fiuomm  trium  fadt  .  datum  mimerum  ,  siimainua  itaque  .  XXVIII .  loco.XII . 

*!>  superius  posit«  Bit  que  aiiper  primum  quod  cum  illo  additur  .  quod  ad  re- 
li(jiia  minorem  .  habet  proporcionem  ai  fuerit  mains  ut  hie  tripltun  .  sit . 
igitur  tripliim  .  XXVIII  .  LXXXHII  .  et  minuamus  niimenim  .  a  .  XXVIll 
qui  cum  triplo  et  qnarta  .  residiii  faciat  .  LXXXllII  .  et  ipse  ett  tres  el 
nona  .  iternque    nlium  .  qui   cum   tripla(o)    et  IUI    feptimia  residiii  faciHt . 

3u  LXXXHII  .  et  hie  eat .  VI .  et  due  none  .  tercium  eÜam  qui  cum  quadruple 
residui  faciat  .  LXXXHII  .  et  ipae  .  IX  .  et  none  .  que  similiter  iuncta  faciunt . 
XVIII  ,  et  .VI  .  nonas  super  que  .  XVIII  ,  et  addit  .  IX  .  et  tres  nonaa  euins 
tercia  .  est  tres  et  nona  .  et  hie  erit  proprimo  Ipsum  etiam  addatur  siDgnlis 
aliorutu  et  fiet  loco  aecundi  .  VI .  et  dae  .  none  .  toco  tercij  .  IX  .  et  tres 

K  none  ■  loco  quarti  .  XII  .  et  IUI  none  .  imo  .  qne  est  proporcio  inuenta  .  In 

non  (?) 

ista  autera  operatione  uero  erit  .  8X  .  quasi  numerue  datus  est  quod  aggre- 

gator  .  ex  ipao  et  primo  inuento  .  a  .  8A  .  et .  i.iprimum  .  sicut  patet  et 
proporcionem  et  per  rationem  .  et  istiua  aggregati  ad  primnm  propositum 
inuentum    considerabitur  .  proporcio  .  s  .  8A  .  et  .  i  .  q  [9*]    ad  3  .  et  .  i . 
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um  auf  Basnr 

[9]  .  et  est  uigetupla  octupla  .  et  talis  erit  .  [28]  ad  primum  suorum  .  s  . 
ad  vnitatem  .  et  hoc  manifeste  docet  in  opere  parcium  quo  vtuntnr  .  arabes 
comparat  .  enim  .  VI  .  et  qua  tamquam  numerum  datum  inuentum  qui  compo- 

a  a 

nitur  .  ex  .  tf  .  et .  VI  .  ad  VI  .  quod  est  loco  primi  ut  sunt  .  inueniatur  pro- 
porcionum   3  j\  ad  .  I.  •*> 

58)  Trium  numerorum  continue  proporcionalium  si  duo  extrenü  duii 
fuerint  et  medius  datus  erit,  Extremus  in  extremum  ducatur  .  et  tantum 
erit  quantum  medius  in  se  ductus  .  Rlius  ergo  radix  .  extrahatur  .  et  habe- 
bitor  medius  .  uerbi  gracia  .  IX  .  et  im  extremi  sint  .  ducatur  que  vnus  in 
alium  et  .  XXXVI .  cuius  radix  est .  VI  .  et  ipse  est  medius  in  continua  pro-  lo 

or 

porcionalitate  IIII  .  IX  .  et  IIII . 

59)  SI  trium  numerorum  continue  proporcionalium  medium  cum  altcro 
extremorum  datus  .  fuerit  et  retiqus  daius  erit.     Si  enim  medius  in  se  du- 
catur .  et  productum  per  alterum  extremorum   datum  .  diuidatur  .  exibit 
reliqus  .  uerbi   gracia  .  sit  Uli   .   alter   extremorum   .   et  .  VI  .  medius  .  15 
Ducatur  .  ergo  .  VI  .  in   se  et  fient  .  XXXVI  .  qui  diuidantur  per  .  IIII 

.  abent  .  IX  .  et  ipse  est  tercius  in  continua  proporcionalitate  post .  IIII  .    . 
et .  VI . 

60)  Si  trium  numerorum  continue  prqpordonalium  primi  ad  secundum 
fuerit  proporcio  .  data  et  primi  ad  terdum  data  erit.    Proporcio  siquidem  20 
primi  ad  secundum  in  proporcionem  secundi  ad  tercium  fa^  proporcionem  ;| 
primi  .  ad  tercium  in   se  ergo,  ducta  fa'^  eandem  .  c  .  ergo  ipsa  nota  sit  m/oi-mi 
se  ducta  faciet  extremorum  proporcionem  datam  .  uerbi  gracia  .  proporcio 
primi  ad  secundum  sit  sesquitercia  .  Ducatur  ergo  ynum  et  tercia  in  se  et 
fient  vnum  et  due  tercie  et  nona  .  primum  ergo  continebit  tercium  et  duas  25 
tercias  et  nonam  ipsius. 

61)  Trium  numerorum  continue  proporcionalitatis  (ium)  si  primi  ad  tercium 
fuerit  proporcio  data  (•)  et  primi  ad  secundum  data  erit,   Quia  enim  proporcio 
primi  ad  secundum  (in)  se  ducta  facit  proporcionem  primi  .  ad  tercium  si  pro- 
porcionis  primi  ad  tercium  radix  extrahatur  .  habebitur  .  proporcio  primi  ad  so 
secundum  data  .  uerbi  gracia  .  primus  contineat  tercium  bis  et  eius  quartam 

.  hoc  est .  IX  .  quartas  eius  radix  est  tres  medietates  quare  primus  continet 
secundum  semel  et  medietatem. 

62)  Si  trium  numerorum  continue  proporcionalium  medius  datus  fuerit 
et  compositus  ex  reliquis  (  )  sinffuli  eorum  dati  erunt,  Sit  .  a  .  ad  .  b  .  sicut  b  .  35 
ad  .  c  .  sitque  .  b  .  datus  et  a  ^  .  datus  et  quia  quod  fit  ex  .  b  .  in  se  tantum 
est  quantum  quod  ex  .  a  .  in  .  c  .  producitur  .  datum  quare  ytrumque  datum  . 
uerbi  gracia  .  sit  XII  .  medius  et  conpbsitus  ex  extremis  sit  XXVI .  qui  (in) 
se  ductus  faciet  .  D  .  C  .  LXXVI  .  vnus  .  a  .  ductus  in  alium   faciat  .  C  . 


Alter  cxtremonim  sit  .  IX  .  et  conpoaitua  ex  reliquis  XXVIII  .  Ducatur 
itaque  .  IX  .  in  XXVIII  et  fient  .  CC  .  LH  .  quod  quater  sumptum  facit . 
mille  .  et  .  VIIT  .  quibus  addatur  .  quadratum  .  IX  ,  et  fient  mÜle  .  LXXXIX . 
cuius  radii  est  .  XXXIII  .  sublato  .  IX    remanent .  XXIIII  .  cuius  dimidinm 

^a  est  XII  et  ipse  est  mediug  trium  .  t«rciusqiie  erit  .  XVI. 

65)  Si  alterum  exircmorum  cum  mal/o  nd  rcliquum  cxtremorum  dalum 
fuerit  .  utrtimqjic  ail  nwdiinn  dalum  eril.  üt  sit  .  a  .  b  .  ad  .  c  .  proporcio 
data  .  at^jue  ipsa  constat  ex  proporcione  .  a  .  ad  .  c  .  et  b  .  ad  .  c  .  est  pro- 
porcio  .  a  .  ad  .  c  .  ad  proporcionem  .  b  .  ad  .  c  .  siciit  proporcio  .  b  .  ad  .  c  . 

»  ad  vnum  .  propter  missa  ergo  vtrumque  earum  data  erit .  üerbi  gracia  .  sit  alte- 
rum eitremorum  . cum medio  sescuphim  ad  terciuin. itaque  sex  quater  sumptum 
facit  .  XXIllI  .  cui  addito  vno  fient  .  XXV,  ciiius  radix  .  V  .  de  quo  dematur  . 
vnum  et  reliqui  dimidium  erunt  duo  .  quare  medium  minori  et  maius  medio 
duplum  erit. 

15  66)  Si  dnplus  ntedii  cum  uno  daium  nunurum  fcccrit  rdiquo  exirctnonim 

fxcunie  (?)  dato  (■)  singuU  ipsorum  dali  eriint.  Ut  si  .  a  .  cum  duplo  .  b .  fecerit 
numerum  datum  atque  c  .  datus  fuerit .  Ducatur  ergo  .  c  .  in  se  et  fiat .  d  .  et 
in  a  ,  et  fiat .  e  .  et  in  b  ,  bis  et  fiant .  f  .  g  -  critque  totuB  .  d  .  e  .  f .  g . 
datus   est   et  quia  e  .  quantum    quod    ex  .  b  .  in  ae  eril  .  d  .  e  .  f  .  g  .  qnod 
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sit .  ex  .  b  .  c  .  in  se  .  £xtracta  igitur  radice  habebimus  .b.c.  datum  et  quia 
c  .  datus  et  .  b  .  atque  .  a  .  üerbi  gracia  .  Alter  extremonun  sit  duo  duplum 
que  medii  cum  reliquo  faciat  .  XVI  .  Ducatur  ergo  duo  in  se  et  XVI .  et  fient  . 
XXXVI  .  cuius  radix  est  .  VI  .  dempto  que  binario  remanent  .  IUI  et  ipse 
medius  (•)  tercius  VIII    (•)  5 

67)  Trihus  numeris  proporcionalüer  sumptis  si  conpositus  ex  omnihns 
datus  fu^t  extremorumque  proporcio  data  quüibet  eorum  datus  erit.  Si 
enim  proporcio  fuerit  data  .  et  extremi  ad  medium  et  medii  ad  tercium  . 
erit  proporcio  .  data  conpositus  ergo  secundum  hoc  proporcionaliter  diuidatur 

.  et  habebimus  illos  tres  .  Uerbi  gracia  .  conpositus  ex  tribus  fit  (sit) .  XIX .  et  10 
extremorum  alter  alterum  contineat  bis  et  quartam  (•)  duorum  .  ergo  et  quarte 
extrahatur  radix  et  erit  vnum  et  dimidium  .  Diuidatur  igitur  .  XIX  .  per  tria 

t    10     t  or 

u  p  .  s  .  secundum  scsqualterum  et  secundum .  tercio  et  fient .  IIII  .  VI  .  IX  . 

68)  Si  composüus  ex  trihus  numeris  proporcionabUibus  fuerit  datus  atque 
extremorum  differencia  data  ipsi  etiam  dati  erunt.  Data  autem  differencia  aufera-  ^^ 
tur  .  et  item  addatur  .  ||  conposito  et  prouenient  data  duplum  minoris  trium/o^nsT 
cum  medio  itemque  duplum  maioris  cum  medio  .  vnumque  in  alterum  ducetur 

.  et  quia  quod  ex  duplo  minoris  in  duplum  maioris  ducitur  .  est  quantum  quod 
ex  medio  in  se  quantus  (quater)  erit  quod  producitur  .  quantum  quod  ex  medio 
in  se  ter  et  in  compositum  .  bis  datum  (•)  quare  quod  fit  ^x  medio  in  se  et  in  20 
duas  tercias  compositi  datum  erit  cumque  tercia  sicut  data  erit  medium  datum 
.  et  sit  extrema  .  Uerbi  gracia  .  (Compositum  ex  tribus  sit)  XXXVIII .  differencia 
extremorum .  X .  quo  detracto  a  XXX VIII .  et  addito  fient  XXVIII .  et  XL  VIII .  vno 
quod  in  alterum  ducto  fient.  M.CCC.XLIIII.cnius  tercia .  CCCC  .  XL  VIII .  hec 
quadruplicetur  et  erunt .  M .  DCCXC  (IT)  .  cui  addatur  quadratum  duarum  ter-  25 
ciarum  .  XXXVIH  .  hoc  .  XXV  .  et   tercia  et  fient  .  H  .  CCCC  .  XXXIII    et 

(a) 

due  tercie  et .  IX  .  cuius  .  radix  est .  XLIX  .  et  tercia  de  quo  ablatis  .  XXV  . 
et  tercia  reliqui  medietas  est  .  XII  et  ipse  est  medius  conpositusque  ex 
reliquis  .  XXVI  .  quare  vnus  .  VIII  .  et  alter  .  XVIU. 

69)  Tribus  numeris  proporcionaliter  sumptis  si  conpositus  ex  duobus  so 
extremis  .  itemque   conpositus  ex  minimo  extremorum  et  medio  dati  fuerini. 
omnes  eos  datos  esse  conueniet.    Sint  tres  numeri  proporcionales  .  a  .  b  .  c  . 
maximo  .  a  .  sintque  dati  .  a .  c  .  et .  b  c .  medietas  quod  (que)  differencie  a.  ad . 

c  .  sit  .  d  .  manifestumque  quod  c  .  d  .  est  medietas  .  a  .  c  .  quadratum  . 
itemque  .  c  .  d  .  est  u^  quadratum  .  b  .  et  quadratum  .  d  .  quantum  quadratum  .  s^ 
c  .  d  .  est  u^  quadratum  .  d  .  et  quod  fit  ex  .  d  .  in  .  c  .  et  .  c  .  d  .  in  c  .  est  . 
cd  .  cum  .  d  .  fac^  .  a  .  atque  .  a  .  in  .  c  .  u^  .  b  .  in  se  et  quia  c  .  b  (über  a) 
tot  .  et  c  .  d  .  dat  erit  differencia  eorum  data  .  que  est  differencia  .  d  et  .  b . 
quare  cum  qaadrato  eorum  data  conpositus  ex  eis  et .  vterque  datus  erit . 
cumque  d(ti .  b  .  datus  .  et .  a .  c .  erit  et  a  .  etc .  datus  .  Uerbi  gracia.  conpositus  4o 
ex   maximo   et  minimo  fit  XXXTür  .  et  ex  medio  et  minimo  .  sit  XXIIII  . 
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72)  Primo  au  fem  et  sectmdo  datus  (quarto  dato)  si  differencia  et  secundi  et 
tercii  data  fuerit  tUerque  eorvm  datus  erit.  £adein  enim  de  causa  qua  et  prius 
quod  fit  ex  eecundo  in  tercium  datam  erit  est  ergo  sie  eorum  differencia  data 
consequitur  eos  datos .  esse  .  Uerbi  gracia .  primusXII .  quartus  tres  (•)  differencia 
est  secundi  et  tercii  quinque  .  Itaque  ex  ductu  .  Xu  .  in  tria  fiunt  .  XXXVI  .  5 
quod  quater  sumptum  cum  quadrato  V  .  faciet .  CLXiX  .  cuius  radix  est  . 
XTTT  .  de  quo  dempto  .  Y  .  reliqni  medietas  .  erit  IUI  .  qui  est  unus  et  re- 
liquus  .  IX  .  erit  sed  indistincte  quis  tercius  quis  secundus. 

73)  Si  item  prhnus  et  qn<xrtu8  dati  fuemd  et  proporcio  secundi  ad  ter- 
cium data  quüibet  eorum  datus  erit,  Si  enim  dati  sunt  primus  et  quartus  io 
erit  eorum  proporcio  data  queconstat  ex  proporcione  primi  ad  tercium  et 
secundi  ad  quartum  sed  est  proporcio  tercij  ad  secundum  data  .  sit  diuisa 
per  ipsum  propo^cionem  primi  ad  quartum  (•)  data  erit  et  conposita  ex  pro- 
porcione primi  ad  tercium  et  secundi  ad  quartum  Totius  ergo  radix  extrahatur 
et  habebitur  proporcio  primi  ad  tercium  quare  tercium  datum  est  et  proporcio  i'» 
secundi  ad  quartum  et  ob  hoc  secundum  .  datum  .  Uerbi  gracia  Primum  sit 

.  XVIII  .  quartum  duo  .  ||  secundum  quadruplum  tercio  .  secundum  (primum)/»'.  hV 
[X]  VIU  continet  duo  nouies .  Itaqae  nouem  diuidantur  per  quartam  et  exibunt . 
XXXVI  cuias  radix   extrahatur  et  erit .  VI  .  Primum  ergo  continebit  sexies 
tercium  .  cum  igitur  tercius  tres  et  secimdos   sexies  duo  et  ipse  secundum  20 
hoc  erit  XII  . 

or 

74)  Si  fuerint  IUI  numeri  proporcioncdes  primus  que  et  quartus  dati 
fuerint  conpositus  que  ex  primo  et  seoundo  ad  tercium  datus  (•)  singulos  eorum 
datos  esse  conueniet.     Sint  proporcionales  numeri  a  .  b  .  c  .  d  .  datique  sint  . 

a  .  et  .  d  .  et  .  a  .  b  .  ad  .  c  .  datus  et  quia  proporcio  .  a  .  b  .  ad  .  c  .  constat  25 
ex  proporcione  a.b.  [ad]  .  a  .  et .  a  .  ad  .  c  .  sed  proporcio  .  a  .  b  .  ad  .  a  . 

auf  b 

sed  aero  proporcio  .  b  .  ad  .  a  .  et  vnum  .  erit  ut  proporcio  .  a  .  ad  .  [c  .  ] 
dncta  in  proporcione[m]  .  b  .  [ad  .  a  .  ]  et  in  vnum  faciat  proporcionem  a  . 
b  .  ad  .  c  .  sed  proporcio  .  a  .  ad  .  [e]  .  ducta  in  proporcionem  .  e  .  ad  .  d  . 
fact  proporcionem  .  a  .  ad  .  d  .  sicut  ergo  proporcio  .  a  .  ad  .  d  .  ad  propor-  so 
cionem  .  a  .  b  .  ad  .  c  .  ita  proporcio  .  c  .  ad  .  d  .  ad  proporcionem  .  b  .  ad 
a  .  et  ad  vnum  .  sed  quia  proporcio  .  c  .  ad  .  d  .  ad  vnum  sicut  vnum  ad 
proporcionem  .  b  .  ad  a  .  vtrumque  ad  medium  datam  esse  consequitur  .  quare 
vtraqne  data  et  sie  .  b  .  et  .  c  .  data  erunt  .  Uerbi  gracia  .  Primum  sit  .  XVI  . 
quartum  tria  atque  primus  et  secundus  quadruplum  .  sicut  tercio  cumque  sn 
sit .  XV  (XVI) .  contine(n)s .  III  quinquies  et  eius  terciam .  V .  et  tercia  continebit 

a  or 

IUI  .  et  eorum   quartam    et   XII   et   IUI   erit  in   quarte   quinarii   et  vnus 
tercie  .  Itaque  tres  quarte  quater  sunt   tria  quibus   addatur  .  vnum   et  fient 

or 

IUI  cuius  radix  est  duo  de  quo  subtracto  .  vno  et  reliquo  mediato  proueniet 
medietas  vnius  (•)  secundus  ergo  medietas  .  XVI  .  et  est  VIII  .  tercius  duplus  40 
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ex  Omnibus  sit .  XXXV  .  et  differencia  primi  ad  secundum  .  V  .  et  tercii  ad 
quartum  .  duo  (•)  primi  ergo  et  tercii .  differencia  ad  secundum  et  qoiartum  . 
erit   VU  .  quo  subtracto  de  .  XXXV  .  residui  medietas  erit  XIIU  .  qui  con- 

ponitur  ex  secundo  et  quartus(o  •)  conpositus  que  ex  primo  et  tercio  XXI  que 

I-I 
c  .  sit  triplus  ad  VII .  que  est  differencia  ipsius  ad  XIIII .  erit  pri(m)us  triplus  5 

ad  .  V  .  et  tercie  (us)  ad  due  que  sunt  differencie  ipsorum  ad  secundum  et 

quartum  primus  ergo  XV  .  secundus  .  X  .  tercius  VI  quartus  Uli  . 

78)  QticUtior  numeris  proparcionalüer  disposUis  et  conposito  ex  omnibus 
dato  si  differencie  primi  ad  quartum  et  secundi  ad  tercium  dcUe  fiierint  (•)  sin- 
gutos  eorum  datos  esse  consequitur.  Conposito  ex  .  a  .  b  .  c  .  d  .  dato  sit  e  lo 
differencia  .  a  .  ad .  d  .  et  h  .  differencia  .  b  .  ad  .  c .  data  (•)  posito  quod  a  .  sit 
maximus  et .  b  .  maior  .  c  .  quia  igitur  differencia  .  a  .  ad  b  .  et .  b  .  ad  .  c  .  et .  c  . 
ad  .  d  .  si  de  e  toUatur  .  h  .  remanebit  differencia  .  a  .  ad  .  b  .  cum  differencia 

c  .  ad .  d  .  faciens  quiddam  datum  quod  erit  differencia  .  a  .  c  .  ad  .  b  .  d  .  data 
cumque  totus  .  a  .  b  .  c  .  d  .  sit  datus  .  erit  .  a  .  c  .  et  .  b  .  d  .  dati  erunt  .  b  .  i5 
et .  c  .  similiter  .  b  .  et  d  .  dati  .  üerbi  gracia  .  sit  conpositus  ex  omnibus  . 
XLV  .  differenciaque  primi  ad  quartum  .  VII  et  secundi  ad  tercium  duo  Dem- 
ptis  ergo  duobus  .  de  .  VII  .  remanient  .  V  .  quibus  detractis  de  XLV  reliqui 
medietas  erit  XX  et  ipse  conponitur  ex  secundo  et  quarto  primusquo  et 
tercius  erunt .  XXV  .  Iterum  .  Juncta  VII  .  cum  duobus  faciunt  IX  .  quibus  20 
demptis  de  .  XLV  .  residui  dimidium  erit  XVIII  qui  constat  ex  tercio  et 
quarto  et  XXVII  .  et  (ex)  primo  et  secundo  et  quia  XXV  .  addt .  sio  (con- 
tinet?)  .  XX  (et)  eins  quartam  (  .  simili  modo)  primus  continebit  secundum 
et  eius  quartam  Itaque  XXVII  .  continet  secundum  bis  et  eins  quartam  ipse 
ergo  erit  XII  et  pri(m)us  XV  sicque  tercius  .  X  .  et  quartus  .  VIII  .  ||         /0/.144*. 

79)  Si  tres  numeri  proporcionales  tribus  aliis  Continus  proporcionälibus «« 
camperantur  primi^  ad  primum  atgue  tercii  ad   tercium  fuerit  proporcio  . 
data  (•)  medius  quoque  ad  medium  datus  erit .  Ut  si  .  a  .  ad  .  b  .  sicut .  b  .  ad  . 

c  .  itemque  .  d  .  ad  .  e  .  sicut  .  e  .  ad  .  f .  sitque  proporcio  .  a  .  ad  .  [d  .  ]  et . 
[c .  ]  ad  .  f .  data  (•)  erit  .  b  .  ad  .  e  .  proporcio  data  .  continuentur  .  enim  pro-  so 
porcio  .  a  .  ad  .  d  et  proporcio  .  c  .  ad  .  f .  et  conposite  extrabatur  radix  et 
ipsa  proporcio  .  b  .  ad  .  e  .  Uerbi  gracia  .  primus  contineat  primum  et  uius 
octauam  .  tercius  sit  duplus  tercie  Ducantur  ergo  duo  in  vnum  et  octauam  et 
fient  duo  et  due  octaue  quod  erit  denominatio  proporcionis  .  conposite  si  conti- 
nentur  .  eius  extrabatur  radix  et  prouenient  XII  .  et  VIII  hoc  est  vnum  et  äa 
dimidium  .  Itaque  medium  continet  medium  semel  et  eius  medietatem  (•)  pro- 
porcio enim  ex  proporcionibus  extremorum  continuata  est  tamquam  proporcio 
mediorum  duplicata. 

80)  Si  quoüibet  numeri  contiwue  proporcionales  todidem  aliis  continuc 
proporcionälibus  conperentur  fmriM  que  primi  ad  primum  (•)  secundi  ad  sccun-  w 
dum  propormnes  date  (•)  rdiquarum  ad  retiquos  per  ordincm  porciones  data 

Snppl.  s.  hift.-lit.  Abth.  d.  Ztaohr.  f.  lUili.  »-  Vhva.  1 1 
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d  .  et  diuidatur  .  productum  per  g  et  exibit  1  .  datum  .  quare  .  c  .  dififcren- 
cia  .  b  .  ad  .  c  sie  data  erit . b  .  et  c.  data  et  ob  hoc  . b  .  et .  f .  üerbi  gracia . 
XXIIII  diuidatur  per  duos  numeros  quorum  differencia  sit  vnum  et  exeaot 
duo  numeri  quorum  differencia  duo  Ducatur  ergo  vnum  in  XXIIII  et 
erunt  .  XXIIII  .  que  ducantur  (diuidantur)  per  duo  et  fient  XII  quorum  qua-  5 
druplo  addatur  quadratum  vnius  fientque  XLIX  cuius  radix  .  VII  de  quo  sub- 
lato  vno  et  reliquo  mediato  prouenient  tiia  et  ipse  erit  minor  diuisomm 

or  

maior  HU  diuidencia  .  VIII  et  VI  . 

84)  SI  uero  diuidentium  differencia,  data  fiierü  conposiiusque  ex  diui- 
sorihtis  datus  quüihet  eorum  dattts  erü,    Disposicio  superior  remaneat  preter  10 
quod  .b.c.  datus^est  et  non  d  .  sed  etiam  proporcio  .  a  .  ad  .  g  .  que  .  I  . 
ad  .  d  si  igitar  1  diuidatur  per  .  d  perueniet  quoddam  datum  cumque  d  .  sit 
differencia  e  (c)  .  et  b  qui  faciunt  vnum  datum  et  b  fient  ex  c  in  b  .  erit  . 

a  .  et  b  .  datum  et  sie  .  e  .  et  f  .  data  .  erunt .  üerbi  gracia  .  XX  diuidan- 
tur per  duos  numeros  ex  quibus  conponitur  VII  et  prouenerint  duo  nu-  15 
meri  quorum  differencia  est .  VI .  diuidatur  ergo  .  XX  .  per  VI .  et  exibunt 
tria  et  tercia  cuius  quadruplum  est  XIII  et  tercia  .  cuius  quadratum  si  ad- 
datur .  quadruple  quadrati  VII  .  fient  (C)  CC  .  LXXIU  .  et  VII  none  cuius 
radix  est  XIX  et  tercia  .  de  quo  subtracto  XIII  .  et  tercia  .  reliqui  medietas 
est  in .  quo  subtracto  de  VII  reliqui  dimidium  est  duo  qui  est  unus  diuisorum  20 
(•)  reliquus  .  V  .  diuidencia  quoque  .  X  .  et  .  IIII. 

85)  Si  duo  fuerint  numeri  ad  inuicem  dati  et  unus  in  cMum  dudus 
fecerit  numerum  datum  (•)  uterque  eorum  datus  erit .  Ut  si  .  a  .  ad  .  b  .  datus  et 
vnus  in  alium  fecerit  .  c  .  datum  esto  ergo  aliquis  ad  .  c  .  sicut .  a  .  ad  .  b  . 
qui  fit  .  d  .  et  datus  atque  ipse  fiet  ex  a  .  in  se  (•)  extracta  ergo  radice  illius  25 
babebitur  a  .  datus  et  sie  .  b  .  datus  erit.  üerbi  gracia  .  vnus  alteri  sit  sesqui- 
tercius  vnusque  in  alium  faciat  XL  VIII  addatur  ergo  XL  VIII  .  sua  tercia  et 
fient .  LXIin  cuius  radix  est  VIII  et  ipse  est  ille  vnus  et  reliquus  erit  VI. 

86)  Duobus  numeris  ad  se  datis  si  quadrata  eorum  fecerint  numerum 
datum  ipsi  etiam  dati  erunt  .  üt  .  a  .  et .  b  .  datus  et  ex  .  a  .  in  se  fiat  .  c  .  so 
et   ex  .  b  .  in   se   fiat  .  d  .  sitque  .  c  .  d  .  datus  .   Est  autem  c  .  ad  .  d  .  pro 
porcio  a  .  ad  .  b  .  duplicata  quare  et  data  (est)  .  et  c  .  et  d  .  datum  erit.    üerbi 
gracia  .  alter   alteri   duplus   erit  et   quadrata  eorum  coniuncta  faciunt  .  D  . 
quia  ergo  vnum  vni  quadruplum  erit  erit  .  D  .  eidem  quintuplum  ||  et  ipsuIn/o^145^ 
erit  C  .  cuius  radix  est .  X  .  et  ipse  est  minor  maior  autem  erit .  XX  .  duo  35 

et  reliquus  .  IV  .  („duo  et  reliquus  .  IV  ."  gehört  an  das  Ende  von  87.) 

87)  Datis  numeris  duohus  ad  inuicem  si  quot  fit  ex  conposito  ex  ip$  (is)  in 
eorum  differencium  datum  fuerit  uterque  eorum  erit  datus,    Quod  enim  fit  ex 
conposito  in  eorum   differenciam  est  quod  addit   quadratum   maioris   super 
quadratum  minoris  .  cumque  quadrati  ad  quadratum  sit   proporcio   data  et  40 
illius   ad   ipsuni   data  erit  (•)    quare  quadratum    datum  ob  hoc  oblatus  eius 

II* 
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radix  est  IUI  .  de   quo   dimidio   IUI  .  dempto   remanebunt  duo   que   addita 
simili  modo  IUI  .  faciunt ,  VI  .  et  ipse  est  radix  quadratus  que  XXXVI . 

91)  Si  numerus  ad  quadrcUum  datus  cum  addicione  numeri  ad  radicem  ipsi 
düH  fecerit  numerum  datum  et  quadrcUum  et  radicem  datos  esse  consefpietur, 
Sit .  a  .  radix   et .  b  .  quadratus   et  .  c  .  datus   ad  .  a  .  et   d  .  datus  .  ad  .  b  .  5 
ut  sit  c  .  d  .  datus   Esto  .  autetn   sicut  .  b  .  ad  .  d  .  ita  sit  g  .  ad  c  .  Itaque 
g  .  b  .  ad  .  c  .  d  .  sit  b  .  ad  .  d  .  quare  .  b  .  g   datus    est    autem    et   g  .  ad  . 

a  .  datus  ipsius  que  ad  illum  proporcio  sit  e  quare  .  a  .  in  e  datum  faciet  g  . 
qui  .  c  .  b  .  quadrato  faeit  numerum  datum  erit  igitur  et  a  .  et  b  datus  . 
Uurbi  gracia  .  Tercia  radicis  et  quarta  quadrati  faciunt  .  XI  .  igitur  qua-  lo 
dratus  cum  radice  et  tercia  eins  faciet .  XLIUI .  Huic  itaque  addatur  qua- 
dratum  duarum  terciarum  que  sunt  dimidium  unius  et  tercie  et  fient 
XLnn  .  et  Uli  nono  cuius  radix  .  est  XX  tercie  hoc  est  VI .  et  duo  tercie 
ablatis  igitur  duobus  tercijs  manent  VI  et  ipse  est  radix  quadratus  uero 
XXXVI .  15 

92)  Si  numerus  ad  quudratum  datus  cum  numero  dato  fecerit  numerum 
datum  ad  radicem  et  radix  et  quadratus  datus  erit,  Sit  ut  prius  .  a  .  radix 
et  .  b  .  quadratus  et  .  d  .  datus  ad  .  b  .  qui  cum  .  c  .  dato  numero  faciet  . 
c  .  d  .  datum  ad  .  a  .  sicut  igitur  .  b  .  ad  d  .  sit .  e  .  ad  c  .  quare  c  datus  at- 
que  .  b  .  e  .  erit  numerus  datus  ad  .  a  .  erit  ergo  simili  modo  et  a  .  et  b  .  20 
datus.  Uerbi  gracia  .  Vicesima  pars  quadrati  cum  XXV  .  faciat  triplum  radi- 
cis Itaque  quadratum  cum  quingentis  faciet  sexagincuplum  radicis  .  Me- 
dietas  igitur  LX  .  in  (se)  facit  DCCCC  qui  addit  CCCC  super  .  D  .  cuius 
radix  .  XX  .  et  ipse  est  di£ferencia  radicis  quadrati  et  XXX  addita  ergo  . 
bac  differencia  et  ea  .  dempta  .  a  .  XXX  .  habebitur  radix  et  X  .  et  .  L  .  25 
quorum  quadrata  .  C  .  et  IID  (•)  de  utriusque  vicesima  sumatur  que  sunt 
V  et  CXX(V)  vtrique  additis  XXV  .  fient  binc  .  XXX  .  triplum  X  .  et 
llinc  .  CL  .  triplus  ut  propositum  fuerat  . 

93)  Si  numero  ad  radicem  dato  addatur  numerus  ut  proueniat  numerus 
ad  quadratum  datus  uterque  sed  hoc  (sed  hoc  =  eorum?)  datus  erit,     Dis-  so 
posicio  eadem  sit  preter  quod  .  d  .  sit   datus  ad  .  g  .  et  .  c  .  d  .  totus  datus 
ad  .  b  .  Eodem   autem   modo   sit  .  b  .  ad  .  c  .  d  .  ita  sit   f  .  ad  .  c  .  et  f  .  ad 

d  .  quare  e  datus  et  .  f  .  ad  .  a  .  datus  atque  e  f .  equalis  .  b  .  itaque  ex  boc 
et  a  et   b  .  datus  .    Uerbi  gracia  .  triplum   radicis   cum  XII  .  facit  .  sesqual- 
terum  quadrato   ergo   duplum   radicis   et   VIII  .  facit  quadratum   secunduni  35 
operacionem  ergo  decime  presentis  proueniet  radix  IUI .  et  quadratus  XVI  .  ||  foi.Ub^. 

94)  Si  conpositus  ex  duohus  numeris  fuerit  ad  fercium  datus  quiqu^  ex 
iUis  producitur  ad  quadratum  ipsius  daius  uterque  ipsorum  ad  eundem  datus 
erit,     §  Ut  si  .  a  .  sit  .  b  .  c  .  datus  atque   ex  a  .  in   se  fiat  .  d  .  et  ex  .  b  . 
in  .  c  .  fiat  e  .  datus  ad  .  d  (•)  sit  autem  proporcio  .  b  .  c  .  ad  a  .  (equalis)  .  40 
f  .  g  .  conposita  ex  proporcione  .  b  .  ad  .  a  et  c  .  et  a  .  proporcio  .  autem  . 
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e  .  ad  .  d  .  sit  .  h  .  et  ipsa  producitur  ex  .  f  .  in  g  .  Cum  ergo  .  f  .  g  .  daium 
et  ex  .  f  .  in  .  g  .  fiat  datuni  (•)  erit  et  f  et  g  •  datiim  .  Itaque  et  b  .  et  c 
ad  a  datum  .  Uerbi  gracia  .  Sit  conpositus  ex  duobus  ad  tercium  quintuplus 
et  quod  ex  vno  in  alterum  fit  sie  quadrato  eins  sescuplum  igitur  VI  .  tolla- 
5  iur  quater  de  quadrato  .  V  .  et  remanebit  vnum  cuius  radix  vnum  quod 
tollatur  de  .  V  et  reliqui  medietas  erit  duo  vnum  ergo  illi  duplum  et  re- 
liqum  .  erit  triplum. 

95)  Si  uero  conpo»Um  ad  tercium  dcUiis  et  quadrata  eorum  simUittr  ad 
qnndratum  üUus  data  (•)  iUa  quoque  ad  ipsum  data  ertini,    §  Disposicio  supe- 

10  rior  remaneat  preter  quod  quadrata  .  b  et  c  sint  e  et  (o  ?)  .  atque  ex  .  f  in 
se  fiat .  h  .  et  ex  g  .  in  se  fiat  1  .  erit  .  h  .  proporcio  e  ad  .  d  .  et  •  1  .  pro- 
porcio  0  (?)  ad  .  d  sie  que  h  .  1  .  datum  erit  cumque  .  f '  g  datum  erit  et  f 
g  datum.  Ita  et .  b  .  et .  c  .  erit  datum  ad  e  (a)  .  §  Uerbi  gracia  .  con- 
positum  sit  triplum  illi  et  conpositum  quadratis  sit  simili  modo  quadratum 

15  (quintuplum)  quadrati  .  eius  etc  . 


Zur  Geschichte  der  Mathematik. 


I.    Das  Trapez 
bei  Euklid,  Heron  und  Bralinieg'upta 


von 


Dr.  H.  Welssenbom , 

Frofeasor  am  Grostherzogl.  BeAlgymnasiom  sa  Kisenach. 


Das  Trapez 

bei  Euklid,  Heron  und  Brahmegupta. 

Wenn  ich  diese  gewiss  Manchem  aufföUig  erscheinende  üeberschrifi  fttr 
die  erste  dieser  Abhandlungen  wähle,  so  geschieht  es  nur  deshalb,  weil 
alle  Fragen,  Bedenken  und  Ansichten,  welche  den  Gegenstand  des  Folgenden 
bilden,  mehr  oder  weniger  direkt  mit  der  Betrachtung  des  Trapezes  zu- 
sammenhängen^ und  weil  sich  alle  an  letztere,  ohne  dass  diese  doch  gerade 
den  Schwerpunkt  bildete,  als  an  einen  leitenden  Faden,  freilich  oft  lose 
genug,  aufreihen  lassen. 

Die  Figur  des  Trapezes,  d.  h.  des  von  zwei  parallelen  und  zwei  nicht- 
parallelbn  Seiten  gebildeten  Vierecks,  tritt  uns  schon  auf  dem  ältesten  uns 
bekannten,  Geometrie  überhaupt  und  speciell  ägyptische  Geometrie  be- 
handelnden Documente  entgegen,  auf  dem  nunmehr  veröffentlicht  vor- 
liegenden Papyrus  Rhind').  Wir  ersehen  aus  demselben,  pag.  125 — 129, 
dass  die  alten  Acgjpter  sich  bei  ihren  Flächenberechnungen  häufig  des 
gleichschenkligen  Dreiecks  und  des  durch  eine  Parallele  zur  Basis  aus  diesem 
entstehenden  gleichschenkligen  Trapezes  bedienten,  und  dass  sie  zur  Er- 
mittelung der  Fläche  eines  gleichschenkligen  Dreiecks  mit  der  Basis  a  und 
dem  Schenkel  5,  sowie  der  eines  gleichschenkligen  Trapezes  mit  den  parallelen 

üb 
Seiten  a  und  c  und  den  nicht-parallelen  h  die  Formeln   bezüglich  —  und 

J^       anwandten.    Dass  aber  diese  irrigen  Methoden  nicht  blos  in  den 

frühesten  Zeiten,  sondern  bis  zu  denen  der  Ptolemäer  angewandt  wurden, 
wird  durch  eine  zweite  Urkunde  bewiesen,  durch  eine  Inschrift  an  dem 
von  diesen  wieder  aufgebauten  Tempel  zu  Edfu  (ApoUinopolis  magna). 
Wann  diese  Wiederherstellung  erfolgte,  ist  genau  bekannt,  denn  Brugsch 
theilt  mit^):  „Es  ist  inschriftlich  erwiesen,  und  zwar  nach  Jahr  und  Tag, 


1)  Ein  mathematisches  Handbuch  der  alten  Aegypter,  übersetzt  und  erklärt 
von  A.  Eisenlohr.  Leipzig,  Hinricbs.  1877.  Vergl.  llankel:  Die  Geschichte  der 
Mathematik  im  Alterthum  und  Mittelalter.  Leipzig,  Teubner.  1874,  p.  84; 
Cantor:  Die  römischen  Agrimensoren.  Leipzig,  Teubner.  1875,  p.  32.  Letzteres 
Werk  soll  im  Texte  kurz  mit  A.  bezeichnet  werden.  —  Siehe  Anmerkung  7)  der 
folgenden  Abhandlung. 

2)  Bnigsch-Bey:  Geschichte  Aegyptens  unter  den  Pharaonen.  Leipzig,  Hin- 
richfl.    1877,  p.  268. 


Schaft  zu  verseil molzen  und  daa  daraus  gebildete  System  der  praktischen 
Geometrie  eben  so  )K>pulär  zu  machen  suchten ,  als  es  bisher  die  Regeln  der 
einbeimischen  Lundeävermesser  waren.  Auch  Cnator,  A.  30—31,  tritt 
dieser  Ansicht  bei,  indem  or  in  den  Heroniachen  Werken  ein  officielles 
Lehrbuch  erblickt,  welches  die  iigyptische  Regierung,  gesonnen  der  An- 
wendung der  falschen  Hegeln,  welche  mehrere  Tausende  von  Jahren  be- 
stunden und  sich,  wie  zumal  die  Tempel -Inschriften  in  Edfu  beweisen, 
immer  noch  erhielten,  ein  Ende  zu  machen  und  dieselben  durch  richtigere 
zu  ersetzen,  abfassen  liess-  5o  wenig  nun  auch  Jemand  die  M6gUcbkeii, 
doss  sich  dieses  so  verhalten,  leugnen  wird,  so  möchte  ich  es  doch  noch 
nicht  als  gewiss  ansehen,  da  ich  für  die  Ansicht,  Heron  habe  sein  Werk 
„im  Auftrage  der  Regierung"    geschrieben,    weder    in    den  genannten  noch 


'i)   HultBch;    Metrologicorum   scriptonim    rcliquiau.     Vol.   I,   II.     Lipai»e,    i 
aedibus  Teubneri,  I8G4— 6G,  I.  p.  9;  A.  8-9, 

4)  Uultach:  Uc-ronis  Alezandrioi  geometricoruiu  et  stereometncorum  r 
Uerolini.     Apud  Weidmaanos  1861. 

Ifultscb;  Der  Ucroniriche  Lehrsatz  über  die  Flüche  d 
der  drei  Seiten.  Im  19.  Band  von  Öihlömilch'a  Zeitüchr. 
249.    Dieier  Aufsatz  hoH  im  Texte  kurz  mit  Z.  bezeichu< 
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in  einer  anderen  Schrift^),  bestimmte  auf  sie  hinweisende  Gründe  und 
Thatsachen  gefunden  habe;  ich  glaube  daher  einstweilen  bei  dem  Natür- 
lichsten und  Nächstliegenden  verbleiben  zu  sollen ,  bei  der  Meinung,  Heron 
habe  sein  Werk  aus  eigenem  Antriebe  verfasst.  Sei  dem  aber^  wie  ihm 
wolle,  jedenfalls  geben  Cantor's  Worte  zum  Denken  Veranlassung.  Sie 
lauten,  A.  35  —  36:  „Das  (Beibehalten  der  falschen  Regeln)  war  zu  viel 
der  Anhänglichkeit  an  Hergebrachtes  in  einem  Lande,  welches  200  Jahre 
früher  einen  Euklid,  100  Jahre  früher  einen  Eratosthenes  zum  Bürger  hatte'S 
und;  A.  42:  ;,Gerade  das  gleichschenklige  Trapez  und  das  rechtwinklige 
halten  wir  für  so  echt  heronisch,  wie  irgend  einen  Theil  seiner  Schriften. 
Jenes,  die  Lieblingsfigur  der  ägyptischen  Feldmesser,  durfte  er  unter 
keinen  Umständen  unbesprochen  lassen ;  dieses  behandelte  er ,  um  zu  zeigen^ 
dass  es  in  der  That  einen  Fall  gebe^  in  welchem  wenigstens  das  arith- 
metische Mittel  eines  Seitenpaares  vervielfacht  zwar  nicht  mit  dem  Mittel 
des  anderen  Seitenpaares ,  aber  mit  einer  der  beiden  anderen  Seiten  wirklich 
den  Flächenraum  des  Vierecks  genau  angebe/'  Diese  Worte  also  geben 
zum  Nachdenken  Anlass.  Wohl  erscheint  es  auf  den  ersten  Anblick  wun- 
derbar, dass  noch  zwei  Jahrhunderte  nach  Euklid's  epochemachenden 
„Elementen"  in  Aegypten  die  unrichtigen  Regeln  sich  behaupten  konnten; 
betrachten  wir  aber  dieses  sein  wichtigstes  Werk  genauer,  so  finden  wir 
zwar  viele  die  Vergleichung  der  Flächen  enthaltende  Sätze,  Lehren ^  wie 
sich  Dreiecke  von  gleicher  Grundlinie  und  verschiedener  Höhe,  und  um- 
gekehrt femer,  wie  sich  Dreiecke  zu  Parallelogrammen,  wie  sich  Parallelo- 
gramme unter  einander  verhalten  u.  s.  w. ,  und  der  Kundige  kann  sich 
aus  denselben  leicht  die  Regeln  für  die  Berechnung  der  Flächen  ableiten, 
nicht  so  aber  der  Ungeschulte  und  Ungeübte.  Von  einem  solchen  kann 
es  nicht  allzu  sehr  Wunder  nehmen,  wenn  er  mit  den  allgemeinen  Theo- 
remen Euklid's  im  concreten  Falle  nichts  anzufangen  weiss,  wenn  es  ihm 
nicht  gelingt,  die  geometrischen  in  Rechen-Regeln  umzusetzen,  und  wenn 
er  daher  bei  den  ihm  bekannten  und  verständlichen  Verfahrungsweiscn  be- 
harrt. Wenn  femer  Euklid*  den  Gnomon,  eine  lebhaft  an  den  bei  prak- 
tischen Arbeiten  zur  Anwendung  kommenden  Winkelhaken  erinnernde  Figur, 
ausführlich  betrachtet,  muss  es  nicht  auffallen,  dass  er  das  Trapez,  diese 
in  der  Praxis  so  häufig  sich  darbietende  Figur»  einer  Betrachtung  gar 
nicht  würdigt,  ja  dasselbe  gar  nicht  erwähnt?  Denn  nicht  das  Viereck 
mit  zwei  parallelen  Seiten ,  sondern  ganz  allgemein  jedes  von  Quadrat,  Ob- 
longum,  Rhombus  und  Rhomboid  verschiedene  Viereck  nennt  er  in  seiner 
34.  Erklärung  Trapez.  Des  eigentlichen  Parallel-Trapezes  aber  gedenkt  er 
nicht,  und  noch  weniger  des  gleichschenkligen  insbesondere ,  obschon  dieses 


5)  Hultsch:  Giieduteha  und  ziteikche  Metrologie.     Berlin,  Weidmann*8che 
ftnflitlüwwilnug^ . 
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bereits  ein  für  alle  Mal  als  j^o^oycivuyv*'^  charakterisirt  hat,  noch  einmal 
betrachtet.  Zu  weiteren  Betrachtungen  aber  führt  die  Behandlung  des 
Trapezes  bei  Heron.  Abweichend  von  Euklid  versteht  er  unter  „Trapez" 
dasselbe  wie  wir  jetzt  gewöhnlich,  nämlich  ein  Viereck  mit  zwei  parallelen 
und  zwei  nicht- parallelen  Seiten ,  und  unterscheidet  in  seiner  Geometrie  das 
rechtwinklige,  98 — 103,  das  gleichschenklige ,  103 — 108,  das  spitzwinklige, 
108 — 109,  das  stumpfwinklige,  109.  Für  jedes  der  beiden  letzteren  giebt 
er  nur  ein  Beispiel,  und  zwar  für  das  spitzwinklige  die  folgenden  Längen- 
zahlen: die  Basis  (eine  parallele  Seite)  habe  die  Länge  6,  die  kleinere 
(nicht-parallele)  Seitenlinie  die  Länge  5,  die  grössere  Seitenlinie  die  Länge  12, 
die  Scheitellinie  (andere  parallele  Seite)  die  Länge  13,  die  Diagonale,  welche 
von  der  Ecke  ausgeht,  welche  die  Seiten  5  und  13  bilden,  ebenfalls  die 
Länge  5.  Mit  Recht  hat  Cantor,  A.  191  Note  85  darauf  aufmerksam  ge- 
macht, dass  bei  den  hier  angegebenen  Maassen:  AB  ^=s  Q  , 
^C==12,    CD  =13,   AD  =  BI)  =  b,   die  Basis  und  (i 

Scheitellinie  nicht  parallel  sein  können,  und  nimmt  daher,         ^ — "  ^-^^ 
soweit  sich  nach  einem  einzigen  Beispiele  urtheilen   lässt,     jZ__A^ 
an,    das    spitzwinklige   Trapez    bezeichne    bei    Heron    ein 
Viereck,   in  welchem   eine  Diagonale  einer  Seite  gleich  sei,   vergl.  A.   42. 
Und   in   der  That,   hält   man  sich   streng  an  das  vorliegende  Beispiel,  so 
bleibt  kaum   eine  andere  Annahme   übrig;    und   doch    will   dieselbe  keine 
rechte  Befriedigung  gewähren.     Denn   nach   der  Definition   von   „Trapez**, 
21,  10,   wäre  nicht  einzusehen,   wie   eine   solche  Figur  unter  die  Trapeze 
gerechnet  werden  könnte,  andrerseits  lässt  auch  die  bestimmte  Eintheihmg 
in  spitz-,  recht-  und  stumpfwinklige  Trapeze  annehmen,    Heron  habe  wohl 
bemerkt,  dass,  wie  an  einem  Dreieck,   so  auch  an  einem  Trapez  drei  ver- 
schiedene Formen 

möglich  sind,  näm-  ■^'      ^  '^*     zt   '  '^'    n 

lieh  das  von  ihm  als 

spitzwinklig      be- 

zeichneteTrapez  I., 

in  welchem  an  der 

einen  parallelen  Seite  zwei  spitze,  an  der  anderen  zwei  stumpfe  Winkel  liegen, 
mit  dem  Specialfall  des  gleichschenkligen  Trapezes,  dann  IL  das  recht- 
winklige, in  welchem  an  der  einen  parallelen  Seite  ein  rechter  und  ein 
spitzer,  an  der  anderen  ein  rechter  und  ein  stumpfer  Winkel  liegt,  und 
das  von  ihm  als  stumpfwinklig  bezeichnete,  HL,  in  welchem  an  jeder  der 
parallelen  Seiten  ein  spitzer  und  ein  stumpfer  Winkel  sich  befindet.  In 
Bezug  auf  das  recht-  und  stumpfwinklige  Trapez  nun  lassen  Heron's  An- 
gaben keinen  Zweifel  übrig,  bei  dem  spitzwinkligen  aber  mag  ein  Ver- 
sehen mit  untergelaufen  sein.  Der  Umstand,  dass  in  jenem  erstgenannten 
für  ein  spitzwinkliges  Trapez  ausgegebenen  Viereck  das  Dreieck  DBC  ein 


B  JL 


1 — ^ — 7 
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stumpfwinklige,  oder  das  zuerst  gebildete  stumpfwinklige  und  das  zuletzt 
gebildete  spitzwinklige  Dreieck  mit  den  Seiten  37  an  einander,  so  erhält 
man  ein  spitzwinkliges  Trapez;  legt  man  aber  das  zuerst  gebildete  spitz- 
winklige oder  stumpfwinklige  und  bezüglich  das  zuletzt  gebildete  spitz- 
winklige oder  stumpfwinklige  Dreieck  mit  den  gleichen  Seiten  37  an  ein- 
ander, so  erhält  man  ein  stumpfwinkliges  Trapez,  und  jedes  der  so  er- 
haltenen vier  Trapeze  ist  rational, 
d.  h.  seine  Höhe  lässt  sich  rational  J^  ip  C  ^T 
durch  die  Seiten  ausdrücken.  Auf 
gleiche  Weise  erhält  man  aus  den 

drei  rationalen  rechtwinkligen  Drei-    ^  Jg ^ —   JB 

ecken  63,  60,  87;  11,  60,  61;  32, 
60,  68  die  spitzwinkligen  Trapeze 
mit  den  Seiten  ^-B=63-f  11=74, 
J?C=68,  CD  =  63  — 32  =  31, 
^D  =  61 ,  J5D  =  87 ;  ÄB=63 

—  11  =  52,  JBC=68,  (7D=63 

-f-  32  =  95,  ÄD  =  ei,  52)  =  87,  und  die  stumpfwinkligen  ^  J?  =  63 
-j-  11  =  74,  50=68,  C2)  =  63  +  32  =  95,  ^i>  =  61,  BI)  =  87; 
J.J?  =  63  —  11  =  52,  5C=68,  02>=  63 —  32  =  31,  ^D  =  61, 
jBD  =  87;  aus  den  rechtwinkligen  Dreiecken  36,  15,  39;  8,  15,  17; 
20,  15,  25  ergeben  sich  die  spitzwinkligen  Trapeze  J^J?  =  36  -f-  8  =  44, 
J5C=25,    CD  =  36 —  20=  16,    ^D=17,    BD  =  39]    ^5  =  36 

—  8  =  28,  5C=25,  CD  =  36 +  20  =  56,  ^D  =  17,  DD  =  39  , 
die  stumpfwinkligen  ^D  =  36  +  8  =  44,  DC  =  25,  CD  =  36  -f  20 
=  56,  ^D=17,  DD  =  39;  JiD  =  36  —  8  =  28,  DC=  25,  CD 
=  36  —  20  =  16,  ÄD  =  17,  BD  =  39;  aus  den  rechtwinkligen  Drei- 
ecken 45,  24,  51;  10,  24,  26;  18,  24,  30  folgen  die  spitzwinkligen 
Trapeze  .45  =  45  +  10  =  55,  DC=30,  CD=  45—  18  =  27,  AD 
=  26,  DD  =  51;  ^5  =  45  —  10  =  35,  5C=  30,  CD  =  45  +  18 
=  63,  ÄD  =  26,  DD  =  51,  die  stumpfwinkligen  ^5  =  45  +  10  =  55, 
5C=  30,    CD  =  45 +18  =  63,    -4D  =  26,    5D  =  51 ;    .45=45 

—  10  =  35,  BC=  30,  CD  =  45  —  18  =  27,  ^D  =  26,  BD  =  51; 
u.  8.  w.  In  allen  diesen  Fällen  lässt  sich  die  Höhe  des  Trapezes  rational 
aus  den  Seiten  berechnen  (sie  beträgt  in  den  drei  letzten  Beispielen  be- 
züglich 60,  15,  24),  und  ein  Gleiches  gilt  offenbar  auch  von  der  Fläche. 
Wenn  es  also  auffällig  erscheint,  dass  man  auf  diese  Art,  Trapeze  mit 
Hilfe  rechtwinkliger  Dreiecke  zusammenzusetzen,  nicht  verfiel,  so  ist  es 
noch  mehr  zu  verwundem,  dass  Heron,  der  doch  die  Fläche  des  Dreiecks 
aus  den  Seiten  zu  finden  verstand,  nicht  erkannte,  dass  sich  auch  die  des 
Tn^ezes  durch  die  Seiten  ausdrücken  lässt,  ebenso,  wie  dies  bekanntlich 
beim   sog.   Kreisvicreck   der   Fall   ist.      Dies   führt   auf  die   Betrachtungen 


.^^m^tmt 


fOr  die  Berechnong  der  Dreieck sfliiche  au3  den  drei  Seiten,  femer  den 
unrichtigen  ägyptisclien  Formeln  für  die  Fläche  eines  Dreiecks  und  Vier- 
ecks, und  endlich  der  obigen  Formel  2)  für  die  FlScbo  dea  Vierecks,  aber 
ohne  Beweis ,  und  nur  auf  eine  gewisse  Classe  von  Vierecken  bezogen. 
Der  erste  Artikel,  Art.  21,  der  Geometrie  des  Brahniegupta  nämlich  lautet, 
295— 29C:  „Das  Produkt  der  halben  (Summe  der)  SeiUn  mit  (der  halben 
Summe)  der  Gegenseiten  giebt  die  ungenaue  Fläche  eines  Dreiecks  und 
Vierecks.  Die  halbe  Summe  der  Seiten  viermal  hingeschrieben  und  je- 
malig  um  die  Seiten  verkleinert,  (die  vier  Zahlen)  mit  einander  mnltiplicirt, 
(und)  aus  dem  Product  die  Quadratwurzel  gezogen,  giebt  den  genauen 
Flächeninhalt."**)  Wir  sehen  also,  die  falschen  ägyptischen  Regeln  wer- 
den bjer  ausdrücklich  als  rohe  und  ungenaue  Nahem ngsmeth öden  bezeichnet. 
Wenn  femer  oben  gesagt  ward ,  Brahmegiipta  habe  seine  als  genau  be- 
zeichnete,   der   obigen    Formel    2)    entsprechende    Kegel    nur    auf   gewisse 

']  Algebra  with  arithinetic  aod  mensuration  from  t)ic  sanacrit  from  Brah- 
negupta  and  Bbäscara.    Tranalated  by  Colebrooke.    Lomlon  I8II 

•*)  „Tlie  product  or  halt'  the  üides  and  counteraides  is  t)ic  grosa  area  of  a 
trianjTle  and  tetragoii.  Half  the  aum  of  the  sidea  aet  down  four  timea  and  severalh 
leaaeued  by  the  sidee,  being  multiplied  to^rether,   the   squareroot  of  the  prodact 
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i  V{e  +  a+h){—e  +"a  +  b)  {e  —  a  +  b)  {e  +  a  —  b) 


ab : ad] 


iy{€  +  c  +  d)  (—6  +  c  4-  t/)  {e  ^.  c  +  rf)  (c  +  c  —  d) 

folglich 

[(a4-5)?-e2][c^-(a  — &)']:  [{c+df- e''][e^--{c-dy^=:an'' :  c^d^  . 

Multiplicirt  man  aus ,  und  schreibt 

(a?  +  2;?)^  —  4a2fc2  fur  (a'  —  2>2)«^  ^^^j  (^2  -|_  eP)^  —  4c^cP  für  (^^  -  d'^f , 

so  erhält  man: 

4.aH^  —  [e^  —  (a«  +  &^)]^ :  4c^rf^  -  [e^  -  (c^  +  d^)f  =  a«6^  :  c^  J- , 
also  [e^  —  (a'  +  b^)f  c^d^  =  [e'^  -  (c'  +  d^)]^«^^,?  . 

Nun  ist  LABC  ^  LABD  +  LCBD  =  LDCA  +  LBAC  ^  \m' 
—  LALC,  Ist  also  LABC  spitz,  so  ist  LADC  stumpf,  und  umge- 
kehrt. Ist  LABC  spitz,  so  ist  (Euklid  ü.  12,  13)  c^  <  a^  +  fe^  also 
dann  zugleich  e^  >  c^  +  el^;  ist  L  ABC  stumpf,  so  ist  e^  >  a"^  -^^  6^ 
also  dann  zugleich  e^  <  c^  -f"  ^^-  ^^  folgt  also  dass,  wenn  man  aus  der 
letzten  Gleichung  die  Diagonale  e  berechnen  will,  das  Wurzelzeichen  auf 
einer  Seite  negativ  werden  muss.     Man  erhält  demnach 

[(«^  +  ^^)  —  e']c<^  =  W  —  (^-  +  ^0]«^  » 

woraus  folgt  e  =  y — t-  V — i- • 

'  ab  -f-  cd 

Setzt  man  diesen  Werth  in  die  Heronischen  Ausdrücke  für  AABC  und 
/S,ADC  ein ,  und  addirt  die  erhaltenen  Werthe ,  so  ergiebt  sich  nach 
einigen  Umformungen  als  Fläche  des  Vierecks  AB  CD 


F=i^(— a+&  +  c  +  (i)(a  — 6  +  c+d)(a  +  &-c  +  t^)(a  +  ft  +  c~d).   2) 

Zugleich  bemerkt  man,  dass  wegen  der  Gleichheit  der  oben  genannten 
Winkel  L  BAC  =  L  CJDB,  L  DBA  =  LACB,  L  CAD  =  LDBCj 
L  ADB  =  i  BCA  sich  um  ein  solches  Viereck  ein  Kreis  beschreiben 
lassen  muss.     Man  erhält  also  den  Satz: 

Die  Fläche  eines  Vierecks -4J5C2>  lässt  sich  durch  die  vier 
Seiten  ausdrücken: 

1)  wenndie  zwei  Winkel  BAC,  DCA,  welche  dieselbe  Dia- 
gonale mit  den  beiden  Gegenseiten  AB,  CD  bildet, 
einander  gleich  sind.   Ein  solches  Viereck  ist  einTrapez; 

2)  wenn  die  zwei  Winkel  BAC^  CDB,  welche  die  ver- 
schiedenen Diagonalen  mit  den  beiden  Gegenseiten 
AB^  CD  bilden,  einander  gleich  sind.  Um  ein  solches 
Viereck  lässt  sich  ein  Kreis  beschreiben. 

Die  Aehnlichkeit   der  Formeln    Ib)   und   2)   ist  oifenbar,   und   in  der 
That  stehen   auch   die  beiden  soeben  unter  1)  und  2)  genannten  Vierecke 

Sappl.  z.  hist.-lit.  Abth.  d.  Zeitschr.  f.  Math.  a.  Phyi.  12 


O  senkrecht  auf  einander  stehen.  Die  auf  diese  Weise  entstehenden  ud- 
regelmKsssigeu  Vierecke  bilden  die  erwähnte  fHoR« 
Ctasse  Brahmegupta'ä,  und  werden  von  ihm,  ab- 
weichend sowohl  von  Euklid  als  von  Heran,  „Tra 


P~y  BT^  \  i>eze"   genannt.     Nach  Hankel  hStte    Brahmegupti 

p^  ^ta-T^  die  übrigen  vier  Classen  von  Vierecken  mit  dem 
\\  Namen  Tetragone  bezeichnet,  und  sie  dem  von  iiun 
^  —~^B  Trapeze  genannten  entgegengestellt,  so  dass  et 
„die  für  Tdrapotie  ausgesprochenen  Sfitie  nnr  mf 
Jene,  die  lUr  Trapeze  nur  auf  diese  bezogen  wissen  wollte"  (Uankel  1.  (. 
"-M3— 'ill).  Allein  dem  ist  augcnsch  ein  lieh  nicht  so.  Denn  sonst  wOnfc 
ja  gerade  der  hier  in  Bede  stehende  Satz,  dessen  Wortlaut  oben  ang«fDkn 
itt,  da  in  demselben  nur  dos  Teiragon  erwähnt  wird,  gar  nicht  für  i»i 
Trapes  gelten.  Femer  beginnt  Art.  23  mit  den  Worten;  „In  any  tetisgon 
but  n  trapezium",  und  Art.  '2G:  „The  diagonal  of  a  tetragon  olher  tbin 
a  trapezium",  und  Ürahmegupta  würde  sicherlich  nicht  filr  uSlhig  geb»ll« 
haben,  in  diesen  das  Trapez  erst  besonders  anszuschliessen ,  wenn  «■  «* 
nicht  als  der  Hegel  nach  unter  die  Telragi/iic  mit  eingeschlossen  betradiWt 
hätte.  Offenbar  bezeichnet  vielmehr  Tetuigou  odei'  das  in  der  rel*r!<tnft 
gebrauchte    Qiia<lnhlr,til    den    ullgeineim'n    Begriff,    und    Trapfz  nnr  eiw 
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specielle  Art.  Wenn  nun  in  Bezug  darauf,  dass  Brahmegupta  die  Con- 
struction  der  von  ihm  behandelten  Drei-  und  Vierecke  erst  am  Ende  des 
betreffenden  Abschnittes  giebt,  wie  es  indische  Sitte  gewesen  sein  mag, 
wenn  also  Hankel  in  Bezug  hierauf  sich  so  ausspricht,  215:  „Verböte  es 
nicht  der  enge  Raum  an  diesem  Orte,  so  würde  ich  zeigen,  wie  natürlich 
sich  alle  diese  Sätze  entwickeln,  wenn  man  sie  in  umgekehrter  Reihen- 
folge aufeinander  folgen  lässt^^  so  muss  es  doch  zu  unnatürlich  erscheinen, 
die  Sätze  in  gerade  umgekehrter  Ordnung  aufzustellen.  Desgleichen  will 
es  nicht  wahrscheinlich  erscheinen,  Brahmegupta  habe  erst  die  Formeln  für 
das  Produkt  und  den  Quotienten  der  Diagonalen,  hieraus  die  Diagonalen 
selbst,  deren  Werthe  in  Art.  28  angegeben  sind,  und  aus  ihnen  seine  Flächen- 
formel entwickelt.  Denn  einmal  hätte  dann  Brahmegupta  seinen  an  die 
Spitze  gestellten  Satz  auf  einen  andern,  weder  am  Anfange  noch  Ende, 
sondern  in  der  Mitte  stehenden  gegründet,  und  sodann  lag  es  gewiss  viel 
näher,  die  Fläche  F  durch  die  kurze  Regel  F  =  ^  {ac  -{'  hd)  auszudrücken, 
als  durch  jene  immerhin  complicirte  Formel.  Denn  zeichnet  man,  was 
auch  der  Scholiast  Chaturveda,  p.  301,  thut,  um  Brahmegupta's  Trapez  ein 
Rechteck,  dessen  Seiten  also  gleich  den  Dia- 
gonalen ÄC  oder  e,  BD  oder  f  sind,  so  hat 
man  offenbar  F  ^=^  i  ef  =  ^  {aa  -{-  ßß') 
(a/r  +  ßa)  =  i  («2« /T  +  aßß"^  +  aßa"^ 

+  ß'^'n  =  i  [(«'  +  ß')  «  ^'  +  («  ^  +  ß'') 
aßl     Nun  ist  a-^  +  ß^  =  y\  a'^  +  ß"^  =  /^ 

also   F=  ^  [y'^aß'  +  y^aß]  =  ^  {ya   •  yjT 

+  «/  •  ßy)^    d-    h-    ^  =  i  U^  '  (^^  + 

AD  .  BD)  oder  F=^(ac+  bd).  Es  scheint 
daher  nicht  wahrscheinlich,  dass  Brahmegupta 
auf  diesem  Wege  zu  seiner  viel  weiter  ent- 
fernt liegenden  Regel  gekommen  sein  sollte,  vielmehr  muss  er  dieselbe, 
da  er  sie  an  die  Spitze  der  ganzen  Untersuchung  stellt;  auf  ganz  einfache 
Weise  und  ohne  Zuhilfenahme  der  späteren  Sätze  gefunden  haben.  Alle 
angeführten  Schwierigkeiten  aber  schwinden,  und  Alles  erklärt  sich  auf  die 
natürlichste  und  ungezwungenste  Weise,  wenn  man  annimmt,  Brahmegupta 
habe  aus  der  Heronischen  Regel  für  die  Fläche  des  Dreiecks 


jp=  I  /(a  +  5  +  c)  (—  a  +  6  +  c)  (a  —  6  -f  c)  (a  -fh  —  c)      4) 

seine  Regel  durch  Induction  gefunden.  Dass  er  aber  dieselbe  auf  diesem 
Wege  durch  Rechnung  ohne  andere  geometrische  Hilfsmittel  als  den  Pytha- 
gorischen  Satz  und  die  Dreiecksformel  entdecken  konnte,  liegt  auf  der 
Hand.  Denn  letztere  war  ihm  jedenfalls  bekannt,  mochte  er  sie  selbst 
gefunden  oder  von  den  Griechen  überkommen  haben.  Indem  er  nun,  wo- 
rauf das  Zusammenfassen  beider  Regeln  hinweist,  das  Dreieck  als  ein  Viereck 


F-iia  +  cifW-ia-cr  . 
Wurde  mm,  um  dieselbe  auf  ihre  Uicbtigkdt  za  prüfen,  das  Trapez  durch 
zwei,  von  den  Ecken  der  Scheitellinie  auf  die  Baaia  gef&Ilto  Senkrechte 
in  zwei  fläch  cd  gleiche  rechtwinklige  Dreiecke  und  ein  It  echteck  zerlegt, 
die  Senkrechte  einstweilen  mit  h,  die  auf  der  Basis  liegende  Kathet«  mit  3 
bezeichnet,  so  ergab  sich 


oder  F^c-h  +  '2-i  j/[{l'~-i-T)^^JnW^~{l>  -  5?j  ■ 


Nun    ist    aber    nach    dem    Pythagoriächen    Satze    !i  ■ 


=  ?^^'.—  l«  ~.*^f. 


ij  ^  — s — ;  werden  diese  Weithc  eingesetzt,  so  ergiebt  sich  i'ür  die  Flüche 

derselbe  Ausdruck  wieder,  der  oben  aU  aus  2)  folgend  bezeichnet  worden 
war.  Es  gilt  demnach  letztere  Itegel  auch  fitr  das  gleichschenklige  Trupei, 
«nd  mitbin  auch  fUr  das  Trai>ez  mit  drei  gleichen  Seiten.  Sollte  endlich 
die  Formel  2)  für  die  von  Brahinegupta  mit  dem  Namen  „Tmjifz''  \x- 
legten  Vierecke  geprüft  werden,  so  konnte  dies  leicht  so  geüchehen:  Die- 
selbe ISsst  sich  schreiben 
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Nunist^5=a  =  ya,  BC=h  =  ßy\  CD  =  c  =  yß\  AD  =  d  =  ay 
zu  setzen,  und  man  hat  demnach 

Werden  die  Quadrirungen  ausgeftlhrt,  so  erhält  man  in  jedem  der  beiden 
Factoren  unter  dem  Wurzelzeichen  drei  Glieder,  eines  mit  dem  Factor  y\ 
eines  mit  dem  Factor  /^,  und  eins  mit  dem  Factor  2yy.  Da  nun  nach 
der  Voraussetzung  y  und  /  die  Hypotenusen  rechtwinkliger  Dreiecke  sind, 
also  y^  =  «2  +  ß^i  y^  =  "^  4"  ß'^  ist,  so  erhält  man,  wenn  man  diese 
Werthe  einsetzt, 


/(2 y /(«|S'+  |J«')  +  [«»  +  ^*)  («'»  -p)  -  («' _ ^2) («'2  +  ^») I }  . 
Es  ist  aber  (««  +  /J»)  (a»  —  /S'^)  —  («»  —  /S^)  («'2  +  p)  =  2  («^/T»  —  /J««'^), 
mithin 

oder  JF'  =  4  (a/5'  +  /3a')  j/p/^  ^^ä)f  "^aj'^' . 

Setzt  man  wieder  y^  c=a  «*  -|-  jS^,  y'2  =  «'^  -|-  /J'^^  go  ergiebt  sich  nach  ge- 
schehener Vereinfachung: 

oder,  der  Figur  zufolge,  F  =\[A0  -^^  CO)  (DO  +  BO)y 
oder  F=^'  ÄC'  BD, 

oder  jp  =  ^  .  c  .  /*, 

also  der  Satz,  dass  die  Fläche  dieses  von  Brahmegupta  als  Tra})cz  bezeich- 
neten Vierecks  halb  so  gross  ist  als  die  des  Rechtecks  aus  den  Diagonalen, 
ein  Besultat,  dessen  Dichtigkeit  ein  Blick  auf  die  Figur  sofort  bestätigt. 
Auf  diese  Weise  also,  glaube  ich,  gelangte  Brahmegupta  zu  seinem  Satze, 
indem  er  ihn  durch  Induction  aus  der  Dreiecksformel  fand  und  nach- 
träglich verificirte.  Er  bedurfte  zum  letzteren  keiner  anderen  Kenntniss  als 
der  des  Pjthagorischen  Satzes,  insbesondere  aber  nicht  der  Kenntniss  eines 
der  erst  im  Folgenden  aufgestellten  Sätze,  und  einer  Gewandtheit  in  arith- 
metischen  Umformungen,  wie  man  sie  einem  indischen  Rechner  wohl  zu- 
trauen kann.  So  erklärt  es  sich,  dass  dieser  Satz  gerade  an  die  Spitze 
aller  übrigen  gestellt  ward,  denn,  nachdem  es  ihm  gelungen  war,  die  Fläche 
von  Vierecken  durch  die  Seiten  auszudrücken,  lag  der  Gedanke  nicht  all- 
zufem,  ein  Gleiches  mit  den  übrigen  an  ihnen  vorkommenden  Stücken  zu 
versuchen.  Andere  Vierecke,  als  die  oben  genannten  fünf  Arten,  erwähnt 
Brahmegupta  nicht,  und  auch  sein  Scholiast  Chaturveda  kennt  nur  diese, 
während  Ganesa,  der  Commentator  zu  Bhascara's  Lilavati,  Ghapter  VI. 
p.  58,  Rule  133,  noch  andere  Formen  aufzählt.  Da  also  Brahmegupta 
nur  jene  fUnf  Classen  berücksichtigt,  füi*  welche  seine  Regel  gilt,  und  an- 


Li»*si'lu'i«?l>cn  wird,  •■■ 

nml  sio  dvslialb  für 
_^  .'lupta  meinen  Satz  u- 

-^  \'i\v  dio  tliltigkeit  ■ 

^  l>iagonnlon    nicht 

Moi^en,  doini  di«.«   : 
,  a*  \on  Varallol-TraiM 

rrthi   stolicn;    sie 

nicht    wissen,    ul- 

« 

ivrlilstohi'n    statt t' 
^*  />W)r  dii^  Itedin-- 

•  „'ohon,    oinmal    w- 

t»bon  anjjropobeuc 
y  viov  Arton  lausstT 

Noidor   von    mir 
nioht    nur    /,//.( 
^  So     rrkanntc     !*.r. 

■\n{'^v\Tihrien  \U:i 
\\0f]\    fWr   andf»! 
nSmlich  fllr  alli.' 
^  /war,  das^  sich  ■ 

!a<so.   denn   er  i 
I ''kannte  aber  n: 
vv  sah  nicht,  d:- 
'       '^  .'ilt.   rmrh  ein  K* 
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II.    l)ie  Boetius- Frage 


von 


Dr.  H.  Weissenborn, 

Professor  am  GroBsherzogl.  Realgymnasium  xu  Plisenach. 


Die  Boetius- Frage.*) 

Eine  meine  Programm* Abhandlung:  „Die  Entwickelang  des  ZifiPer- 
rechnens.  Ostern  1877"  betreffende  Bemerkung  in  Z.  XXTI.  Histor.-liter. 
Abth.  184,  sowie  eine  Stelle ;  A.  130^  in  Cantor's  mir  durch  diese  Recen- 
sion  erst  bekannt  gewordene  Schrift:  ^,Die  römischen  Agrimensoren'*  ver- 
anlassen mich,  die  immer  noch  nicht  endgiltig  entschiedene  Boetius-Frage 
hier  ausführlicher  zu  behandeln  und  meine  Ansicht  über  dieselbe  eingehen- 
der zu  begründen,  als  es  der  enge  Raum  eines  Programms,  in  welchem 
dieser  Gregenstand  ohnehin  nur  gelegentlich  zur  Sprache  kommen  konnte, 
gestattete.  Ich  glaube  aber  um  so  weniger  befürchten  zu  müssen,  mit 
einer  Wieder-Aufuahme  dieser  Controverse  etwas  üeberflüssiges  zu  thun, 
als  in  der  That  bei  den  Beweisen  für  die  Unächtheit  der  Boetius-Schrift, 
wie  Cantor,  A.  130,  mit  Recht  bemerkt^  fast  stets  die  Abacus-Stellc  in 
den  Vordergrund  tritt,  und  von  dem  übrigen  Inhalt  nur  das  Eine  oder 
Andere  zur  Motivirung  herangezogen  wird,  während  ich  meinerseits,  so 
hoch  ich  auch  die  Resultate  der  durch  das  Abacus-Problem  hervorgerufenen 
Forschungen  schätze,  der  Meinung  bin,  eine  sichere  Entscheidung  könne 
nicht  auf  die  eine  oder  andere  Stelle,    sondern  müsse  auf  den  gesammten 


*)  In  dieser  Abhandlung  habe  ich  mich  ausser  den  in  der  vorigen  genannten 
folgender  Werke  bedient:  Für  die  Arithmetik  des  Nicomachus  der  Ausgabe  von 
Ast:  „Theologumena  arithmeticae :  Accedit  Nicomachi  Geraseni  institutio  arith- 
metica.  Lipsiae  1817",  welche  von  p.  65  an  yyNmofidxov  üaaytoyri  api^/tnjrtxif** 
enthält)  sowie  der  Ausgabe  von  Hoche,  Leipzig,  Teubner,  1864,  auf  welche,  nach 
Seite  und  Zeile,  sich  die  Citate  beziehen;  für  die  Musik  des  Nicomachus  des 
Werkes:  Marcus  Meibomius:  Antiquae  musicae  auctores  septem.  Amstelodami. 
1652",  in  welchem  wir  u.  a.  auch  ,,EvxAe/^ov  daayouyii  agfiovi^j}"^  und  „iVTixo- 
fidxov  regaarjvov  TIvd'ayoQtxov  dQfiovi.xrjg  iy%HQC9iov^*^  finden;  für  die  Gromatiker, 
der  Lachmann*schen  Ausgabe  1848:  „Die  Schriften  der  römischen  Feldmesser, 
herausgegeben  von  Blume,  Lachmann  und  A.  Rudolff.  Vol.  I,  11",  im  Texte  mit 
F.  bezeichnet;  für  ßoetius,  der  Friedlei n'schen  Ausgabe.  Lipsiae,  Teubner.  1867; 
auf  Seiten  und  Zeilen  derselben  beziehen  sich  die  Citate  im  Texte ;  ferner  Cantor : 
„Mathemat.  Beiträge  zum  Culturleben  der  Völker.  Halle  1863",  durch  C.  be- 
zeichnet; Kästner:  ,, Geschichte  der  Mathematik.  Hd.  L  1796",  mit  K.,  undChasles: 
„Geschichte  der  Geometrie,  übersetzt  von  Sohncke",  mit  Ch.  bezeichnet.  Ein  Z. 
mit  nachstehender  Zahl  deutet  auf  einen  Band  der  „Zeitschrift  für  Mathematik 
und  Physik.    Herausgegeben  von  Schlömilch,  Kahl  und  Cantor". 
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Willens  gewesen  ist,  ist  meines  Wissens  von  keiner  Seite  in  Abrede  gestellt 
worden.  Zwischen  schreiben- wollen  und  wirklich  schreiben  aber  be- 
steht immer  noch  ein  erheblicher  Unterschied ;  es  entsteht  daher  die  zweite 
Vorfrage : 

Haben  wir  sichere  Beweise  und  Zeugnisse,  dass  Boetius 
eine  Geometrie  wirklich  geschrieben  hat?  Solcher  Zeugnisse  nun, 
die  hier  in  Betracht  kommen,  liegen  in  der  That  fünf  vor:  1)  Ein  Brief 
des  Theodorich  an  Boetius,  in  welchem  er  denselben  mit  der  Anfertigung 
einer  Wasser-  und  Sand-Uhr  beauftragt,  und  in  dem  wir  die  Worte  lesen, 
C.  183,  401,  Note  370:  „Translationibus  enim  tuis  Pythagoras  musicus, 
Ptolemaeus  astronomus  leguntur  Itali.  Nicomachus  arithmeticus,  geometri- 
cus  Euclides  audiuntur  Ausoniis.  Plato  theologus,  Aristoteles  logicus  Quiri- 
nali  voce  disceptant.  Mechanicum  etiam  Archimedem  Latialem  Siculis  red- 
didisti.  Et  quascunque  disciplinas  vel  artes  foecunda  Graecia  per  singulos 
viros  edidit,  te  uno  auctore,  patrio  sermone  Roma  suscepit/*  Femer  2)  eine 
Stelle  Cassiodors,  C.  185,  402,  Note  376:  „Cujus  disciplinae  apud  Graecos 
Euclides,  Apollonius,  Archimedes  nee  non  et  alii  scriptores  probabiles  ex- 
titerunt:  ex  quibus  Euclidem  translatum  in  latinam  linguam  idem  vir 
magnificus  Boetius  dedit/^  Es  liegt  weiter  3)  eine  andere  Stelle  Cassiodor's 
vor,  welche  sich  in  einer  neuerdings  wieder  aufgefundenen,  im  Jahre  522, 
also  kurz  vor  Boetius'  Tode,  verfassten  Schrift*)  findet.  Sie  lautet,  U.  4: 
(Boetius)  scripsit  librum  de  sancta  trinitate  et  capita  quaedam  dogmatica 
et  librum  contra  Nestorium.  condidit  et  Carmen  bucolicum.  sed  in  opere 
artis  logicae  id  est  dialecticae  transferendo  ac  mathematicis  disciplinis  talis 
fuit,  ut  antiquos  auctores  aut  aequiperaret  aut  vinceret/*  Sodann  schreibt 
Gerbert,  C.  183,  185,  401.  Note  371:  „Reperimus  octo  volumina  Boetii 
de  Astrologia  praeclarissima  quoque  figurarum  Geometriae  aliaque  non  minus 
admiranda,"  und  endlich  5)  eine  Bemerkung,  welche  sich  dem  Yatican- 
Codex  Nr.  3123,  n^  bei  Friedlein,  aus  dem  11.  oder  12.  Jahrhundert,  wie 
es  scheint  in  früher  Zeit,  eingeschrieben  findet,  ü.  47:  „Euclides  in  greco 
boetius  transtulit  in  latinum  commentatus  in  difficiliora  capitula,  dirigit 
autem  ad  simachum  socerum  suum  cum  prologo.  sicut  in  arithmetica  imi- 
tatus  nicomachum  dirigit  ad  eundem.  Videntur  tamen  pocius  excerpta  a 
boetii  libro."  Betrachten  wir  nun  diese  Zeugnisse,  von  denen  namentlich 
die  drei  ersten,  als  von  Zeitgenossen  des  Boetius,  nämlich  von  Theodorich 
und  Cassiodorus  Senator  herrührend,  von  besonderem  Belange  sind,  ge- 
nauer. Nach  1)  müssen  wir  annehmen,  Boetius  habe  seinen  Plan  wirklich 
ausgeführt,  und  ausser  der  Arithmetik  des  Nicomachus  und  der  Musik  eine 


*)  FestBchrift  sor  Begrüsrang  der  82.  Versammiung  deutscher  Philologen  und 
SchnlmänDer  in  Wieabaden.  Boniii  GeorgL  1877.  Anecdotou  Holderi.  ein  Beitrag 
zur  Geschichte  Bomi  in  oi  ~  ÜBener,  p.  74.    Diese  Schritt 

soll  vdi  ü.  beseicliiMl  * 
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glaubte,  dass  Boetius  sie  schreiben  wolle  [die  letzten  Worte  in  1)  erinnern 
an  die  Worte  der  Dedication  an  Symmachus,  3,  10  ,,ea,  quae  ex  Grae- 
camm  opulentia  litterarum  in  Bomanae  orationis  tbesaurum  snmpta  con- 
veximns*'],  von  denen  man  ihm  zutraute,  dass  er  sie  schreiben  könne; 
wäre  es  so  undenkbar,  dass  sich  aus  dieser  Ansicht  bald  diejenige  ent- 
wickelt hätte,  dass  er  die  Geometrie  —  und  der  Name  Euklid's  mochte 
als  von  einer,  solchen  unzertrennlich  erscheinen  —  schon  geschrieben  habe; 
sollten  sich  die  Aussagen  des  Theodorich  und  Cassiodor  in  1)  und  2)  nicht 
etwa  nur  auf  Hörensagen  gründen?  Beide  behaupten  zwar,  Boetius  habe 
eine  üebersetzung  oder  Bearbeitung  des  Euklid  geliefert,  keiner  aber  be- 
stätigt, dass  er  dieselbe  gesehen  oder  gelesen  habe^  keiner  theilt  etwas 
Specielles  irgend  welcher  Art  über  dieselbe  oder  aus  derselben  mit. 
Ein  sicheres  Zeugniss  also,  dass  sich  Alles  so  verhalten  habe,  wie  wir  in 
1)  bis  3)  hören,  können  wir  das  Bisherige  nicht  nennen.  An  der  Stelle  4) 
nun  berichtet  Gerbert  in  einem  982  geschriebenen  Briefe^  er  habe  in  Mantua 
„octo  Volumina^*  des  Boetius  über  Astrologie,  über  geometrischa  Figuren 
und  Anderes  gefunden.  Wie  schon  Cantor  angedeutet,  sind  wi»  wegen 
mangelnder  Interpunktion  dem  Wortlaute  nach  nicht  einmal  sicher,  dass 
Boetius  als  Verfasser  nicht  nur  der  Astrologie,  sondern  auch  der  geometri- 
schen Figuren  und  des  übrigen  Bewundemswerthen  angesehen  werden  soll. 
Cantor  schliesst,  185,  wahrscheinlich  solle  Boetius  auch  als  Verfasser  der 
hier  genannten  Geometrie  gelten  ^  weil  die  Astrologie  desselben  sonst  den 
unverhältnissmässigen  umfang  von  ,,acht  Bänden*^  eingenommen  hätte.  Wäre 
nun  hier  die  Rede  von  gedruckten  Werken,  und  dürften  wir  unsere  mo- 
derne Vorstellung,  nach  welcher  wir  unter  einem  „Band"  ein  wenigstens 
nicht  allzukleines  Buch  ;su  verstehen  gewohnt  sind,  hier  in  Anwendung 
bringen,  so  möchte  diese  Folgerung  etwas  für  sich  haben,  obschon  auch 
dann  die  kleine  Schrift  über  Geometrie  —  sie  umfasst  mit  den  Anmerkungen 
in  der  Friedlein'schen  Ausgabe  nur  55  Seiten  klein  8^,  und  würde  ohne 
dieselben  wenig  mehr  als  3  Druckbogen  füllen  —  nur  einen  sehr  geringen 
Theil  der  acht  Bände  bilden  würde.  Allein  wir  haben  hier  selbstverständ- 
lich nur  an  Manuscripte  zu  denken,  und  es  fehlen  alle  Anhaltspunkte  für 
die  Abschätzung  dieser  „octo  volumina^',  und  somit  für  die  Annahme  der 
Wahrscheinlichkeit,  Gerbert  habe  982  eine  den  Namen  des  Boetius  tragende 
Geometrie  gesehen.  Gesetzt  aber  auch,  dies  wäre  wirklich  der  Fall  ge- 
wesen, so  könnte  ja  eine  Unterschiebung  einer  Pseudonymen  Schrift  bis 
zu  dieser  Zeit  sehr  wohl  stattgefunden  haben.  In  5)  endlich  begegnen  wir 
wieder  der  in  1)  und  2)  ausgesprochenen  Ansicht,  Boetius  habe  in  der 
That  den  Euklid  in  das  Lateinische  übersetzt  und  die  schwierigeren  Stellen 
commentirt;  zugleich  aber  finden  wir  schon  hier  den  Zweifel  ausgesprochen, 
ob  denn  die  vorliegende,  für  die  Geometrie  des  Boetius  sich  ausgebende 
Schrift  diese  Bearbeitung   sein   könne,   ob  sie  nicht  vielmehr  als  ein  Aus- 
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er  die  Zahl  als  das  Wesen  aller  Dinge  und  sucht  auf  die  Eigenschaften 
der  Zahlen  Alles  zurückzuführen  und  zu  gründen.  Seine  Arithmetik  ent- 
hält daher  Speculationen  über  die  Natur  der  Zahlen,  über  die  verschiedenen 
Arten  derselben,  gerade  und  ungerade,  einfache  und  zusammengesetzte,  ab- 
solute und  relative  Primzahlen,  es  wird  das  sog.  Sieb  des  Eratosthenes 
beschrieben,  mittelst  dessen  die  Primzahlen  ausgeschieden  werden,  es  wird 
der  grösste  gemeinschaftliche  Theiler  zu  finden  gelehrt,  es  werden  die  Pro- 
gressionen, die  Polygonal-,  Triangulär-,  Quadrat-,  Kubik-,  Pyramidal- Zahlen 
erläutert,  welche  Boetius  durch  Hinzufügung  von  Zeichnungen  erläutert, 
es  wird  die  Entstehung  der  Quadrat-  und  Kubik- Zahlen  angegeben,  und 
endlich  das  arithmetische  und  geometrische  VerhUltniss,  sowie  die  arith- 
metische ^  geometrische  und  harmonische  Proportion  besprochen.  Letztere 
bildet  offenbar  den  üebergang  zum  zweiten  Theile,  der  Musik,  auf  welchen 
Gegenstand  Boetius,  wieder  ganz  im  Sinne  der  Pythagoreer  und  Platoniker, 
grosses  Gewicht  legt.  In  den  fünf  Büchern  seiner  Musik  nun  bewegt  er 
sich  völlig  frei,  nur  hie  und  da  finden  sich  Anklänge  an  die  auch  an  um- 
fang weit  kleinere  Schrift  gleichen  Namens  in  zwei  Bänden  von  Nicomachus, 
und  wir  erhalten  den  Eindruck  eines  ganz  selbständigen  Werkes.  Die 
letzten  11  Kapitel  desselben  sind  leider  verloren ;  und  es  ist  daher 
nicht  zu  entscheiden,  ob  sich  am  Ende  der  Musik  eine  Hinweisung  auf  die 
nun  folgende  Geometrie  gefunden  hat.  Die  noch  vorhandenen  Ueberschriften 
dieser  11  Kapitel  lassen  allerdings  nichts  der  Art  vermuthen,  allein  die- 
selben rühren  nach  Friedlein  Praef.  VI.  wahrscheinlich  nicht  von  Boetius 
her.  —  Welchen  Inhalt  nun  haben  wir  in  der  Geometrie,  mit  welcher  der 
Disposition  nach^  nachdem  in  der  Arithmetik  und  Musik  die  Mengen  be- 
handelt waren,  der  zweite  Haupt- Abschnitt,  die  Betrachtung  der  Grössen, 
beginnen  sollte,  zu  erwarten?  Zimächst  gewiss  keine  Uebersetzung  im 
eigentlichen  Sinne,  denn  eine  solche  hätte  übel  zu  den  vorausgegangenen; 
sich  frei  bewegenden,  Theilen  gepasst,  sondern,  wenn  sich  die  Schrift  an 
einen  früheren  Autor  anlehnte,  eine  Bearbeitung.  Ferner  deutet  Boetius, 
wie  oben  bemerkt  ward,  zwar  an,  dass  er  eine  Geometrie  zu  schreiben 
beabsichtige;  was  aber  berechtigt  zu  der  Annahme,  dass  er  eine  solche 
nach  Euklid  habe  verfassen  wollen?  Es  liegt  mir  ferne,  eine  solche  des- 
halb für  unwahrscheinlich  zu  halten,  weil  doch  nicht  allzu  lange  vorher 
schon  Proklus,  412 — 485;  dessen  Lebenszeit  also  bis  in  die  des  Boetius 
hineinreichte,  seinen  bekannten  aus  4  Bänden  bestehenden  Commentar  zum 
1 .  Buche  der  Euklidischen  Elemente  verfasst  hatte,  der  dem  Boetius,  sollte 
man  meinen,  doch  nicht  unbekannt  geblieben  sein  wird.  Nicht  deshalb 
also,  weil  derselbe  eine  nochmalige  Commentirung  des  Euklid  etwa  für 
überflüssig  hätte  halten  können,  finde  ich  dieselbe  unwahrscheinlich,  denn 
auch  die  Arithmetik  der  Nicomachus  war,  wie  an  der  einen  oben  angeführten 
Stelle  Cassiodor  berichtet,  vo»    ^       ^eins  aus   Madaura,   C.   172,   in  das 
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■*"  [Cf)'""  ^]  ""  [(l^)*"^  0  ^^^  ^^"^  gerades  w,  nach  Plato  2) 
(und  welche  Gelegenheit,  auf  die  Speculationen  über  gerade  und  ungerade 
Zahlen  zurückzuverweisen  hätte  sich  hier  nicht  geboten?).  Dabei  sind  wir 
gewiss  berechtigt,  anzunehmen,  Boetius,  der  in  der  Arithmetik  und  Musik 
36  Mal  Pjthagoras  und  die  Pjthagoriker,  11  Mal  Plato  und  die  Platoniker 
erwähnt,  werde  bei  Besprechung  dieser  so  überaus  wichtigen  Sätze  die 
Namen  ihrer  Entdecker,  des  Pjthagoras  und  Plato ,  die  schon  Heron  und 
nicht  minder  bestimmt  Proklus*)  IV;  111,  nennt,  nicht  verschwiegen,  son- 
dern dieselben,  wenn  irgendwo,  gerade  hier  gebührend  hervorgehoben  haben. 
Wir  müssen  femer  erwarten,  in  seiner  Geometrie  noch  zu  finden  die  Zu- 
sammensetzung mehrerer  rechtwinkliger  Dreiecke  zu  einem  nicht-recht- 
winkligen rationalen  Dreieck,  sodann  das  Irrationale,  die  coromensurabelen 
und  incommensurabelen  Linien,  das  Auffinden  des  grössten  gemeinschaft- 
lichen Masses  zweier  Strecken  im  Anschlüsse  an  das  Auffinden  des  grössten 
gemeinschaftlichen  Theilers  in  der  Arithmetik;  ich  würde  noch  hinzusetzen: 
die  regelmässigen  Polygone  und  Körper,  wenn  dieselben  nicht  in  der 
Arithmetik  bei  Gelegenheit  der  figurirten  Zahlen  berücksichtigt  worden 
wären.  Dies  etwa,  und  vielleicht  noch  das  Eine  oder  Andere,  haben  wir 
in  einer  Geometrie  des  Boetius  zu  erwarten.  Was  wir  aber  in  derselben 
sicherlich  am  Wenigsten  suchen  dürfen,  sind  Gegenstände  der  praktischen 
Feldmesskunst,  welch'  letztere  der  auf  das  Ideelle  gerichteten,  in  reinen, 
nicht  selten  mystischen,  Speculationen  sich  ergehenden  Pythagoreisch-Plato- 
nischen Schule  gewiss  ebenso  fem  lag;  als  der  Mechanismus  des  bürger- 
lichen, praktischen  Rechnens.  An  die  Geometrie  mochte  sich  als  vierter 
Theil  die  Astronomie,  vielleicht  im  Anschlüsse  an  den  Almagest  des  Pto- 
lemaeus,  anreihen^  C.  183,  es  mochte  der  Sphären-Musik  gedacht  werden, 
auf  welche  Boetius  schon  im  Prooemium  zur  Arithmetik  12,  1—3,  hin- 
deutet, und  deren  er  in  der  Musik  gedenkt  187;  26:  „Qui  enim  fieri  po- 
lest, ut  tam  velox  caeli  machina  tacito  silentique  cursu  moveatur?  Etsi 
ad  nostras  aures  sonus  ille  non  pervenit,  quod  multis  fieri  de  causis  ne- 
cesse  est;  non  poterit  tamen  motus  tam  velocissimus  ita  magnorum  cor- 
porum  nullos  omnino  sonos  eiere**,  es  konnten  ferner  die  Zahlenverhältnisse 


*]  Die  Citate  aus  Euklid  beziehen  sich  auf  die  erste  gedruckte  Ausgabe  des 
Euklid:  ^tEonlsidov  atoixeimv  ßtßl.  is  i%  tmv  Siatvog  cvvovaimv.  Eig  rov  avxov 
tbv  itQoitovt  iirjyriiidtmv  JIqokXov  ßißl,  d.  Adjecta  praefatiuncula  iu  qua  de  dis- 
ciplinis  Mathematicis  noonihil.  Basileae  apud  Joan.  Hervagium  anno  1533.  Mense 
Septembri."  Nach  Hankel  388  ist  der  Znsatz:  „^x  rcSv  Siavog  avvovaioiv*^  hand- 
schriftlich nicht  gesichert.  Wenigstens  sagt,  K.  248,  249,  Savilius,  derselbe  befinde 
sich  in  keinem  seiner  beiden  Manuscripte.  Der  dieser  offenbar  sehr  sorgfältig  auf 
Qrond  zweier  Handschriften  besorgten  Baseier  Ausgabe  beigefElgte  Commentar 
des  Proklus  ist  selbständig  paginirt.  £r  besteht  aus  4  Büchern.  Auf  die  Zahl 
des  betreffenden  Buches  und  der  Seite  beziehen  sich  die  Citate  im  Tai 
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geraden  Zahlen  die  n^°  Quadratzahl  giebt^  so  die  Summe  der  n  ersten  geraden 

die  »*^  heteromeke  Zahl  liefert,  denn  es  ist  2  •  1  +  2  •  2  -f-  2  •  3  -| f-  2  •  n 

BS  n  (n  -|-  1).    Es  haben  also  die  heteromeken  Zahlen  in  dieser  Hinsicht  eine 
gewisse  Aehnlichkeit  mit  den  Quadrat-Zahlen.    Solche  Zahlen  ferner,  welche 
aus  dem  Produkte  von  zwei  nicht  gerade  um  eine  Einheit  verschiedenen 
Zahlen  bestehen,  nennt  Nicomachus  promek,  z.  B.  2  •  4,  3  •  6^  4  •  8,  Arithm. 
108,  20—109,  2;  113,  6—16.  üeber  die  Natur  dieser  Zahlen  nun  handelt  er, 
unter  Berufung  auf  Physiker  und  Mathematiker,  112,  14,  ausführlicher.  Ob  er 
bei  der  Benennung  heteromek  an  die  geometrische  Figur  eines  Rechtecks  ge- 
dacht, lässt  sich  aus  seinen  Worten  nicht  mit  Bestimmtheit  erkennen.    Ge- 
nau dieselbe   Theorie  nun  finden  wir  bei  Boetius  in  der  Arithmetik,  56, 
115—126,  vorgetragen  und  ausführlich  erklärt.     Nur  bedient  er  sich  statt 
des  Nicomachischen  Ausdruckes  heteromek,  an  der  früheren  Stelle  56,  der 
Bezeichnung    „longüaterus",    an    der    späteren    durchgehends    „parte   altera 
Jongior",  115,  7  —  13;   die  Polygonal-Zahlen   macht  er  durch  entsprechende 
Anordnung  paralleler  Sti'iche,   87,  5 — 7,   „virgulae",   anschaulich,  wie  wir 
Punkte  anwenden  (Nicomachus   bedient  sich  in  seiner  Arithmetik,    84,  zur 
Bezeichnung  der  Einheit  des  Buchstabens  a),  die  Quadrat-Zahlen  erecheinen 
daher  bei  diesem  Verfahren  als  in  quadratischer,  die  heteromeken  bei  glei- 
cher Darstellung  als  in  Form  eines  Rechtecks  angeordnete  Striche.    Gleich- 
,  wohl  aber  nimmt  Boetius  seine  Bezeichnung  parte  altera  longior  nicht  von 
der  geometrischen   Figur,    sondern   ausdrücklich   (vergl.   Nicora.    109)    aus 
Speculationen  Über  die  Natur  der  Zweiheit,  des  „Alterum"  und  der  ,, Alteri- 
tas **  her,    117,   1 — 12.     Da  ich  auf  diese  nicht  ganz  klare  Pythagor(Jisch- 
mystische  Stelle  später  noch  einmal  zurückkommen  muss,  setze  ich  sie  her. 
Sie  lautet:    ,,Altenim   enim  apud  Pythagoram  vel  sapientiae  ejus  heredes 
nulli   alii  nisi  tantum   binario   adscribebatur.     Hunc  alteritatis  principium 
esse  dicebant;   eandem  autem  naturam  et   semper   sibi  similem  consentien- 
temque  nuUam  aliam  nisi   primaevam  ingeneratamque  unitatem.     Binarius 
autem,   numerus    primuS;   est  unitatis    dissimilis,   idcirco  quod   primus  ab 
unitate  disjungitur.     Atque  ideo  alteritatis  cig'usdam  principium  fuit,  quod 
ab  illa  prima  et  semper  eadem  substantia  sola  tantum  est  unitate  dissimilis. 
Merito  ergo  dicentur  hi  numeri  parte  altera  longiores,   quod  eorum   latera 
unius  tantum  sese  adjecta  numerositate  praecedunt."     Statt  des  ,;promek'^ 
bei  Nicomachus  gebraucht  Boetius  entweder  „antelongior"  116,  22 —  117,  1 
oder  „anteriore  parte  longior^    124,  15,   an  welcher   letzteren   Stelle   124, 
13 — 23  er  sich   so  ausspricht:    „Et  primo   quidem  distribuendum  est,    qui 
sint  hi,  quos  promeces  vocant,  id  est  anteriore  parte  longiores,  vel  qui,  quos 
Ir^pofitj'xei^ ,    id  est  parte  altera  longiores.     Est   enim  parte  aUera   longior 
numerus,   quicunque  unitate  tantum  lateri    crescit    adjecta  .  .  .    Anteriore 
vero  parte  longior  est,  qui  sub  duobus  numeris  hujusmodi  continetur,  quo- 
rum  latera  non  possidet  u/nüatis  differentia^  sed  aliorum  quommque  nume- 
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drücke  keine  Verlegenheit  yerursachte,  und  endlich :  das  m^fiijxi^g  kommt 
bei  Euklid  nur  dieses  einzige  Mal  vor.  Es  lag  mithin  nicht  der  ge- 
ringste Grund  für  die  Wahl  dieses,  gerade  des  unpassendsten^  Ausdruckes 
vor.  Wenn  nun  also  Boetius  das  Euklidische  Irepoftt/xijg  nicht  durch 
parte  aUera  ^n^ior  übersetzen  konnte,  bei  jedemAnderen  aber  die  Wie- 
dergabe dieses  Wortes  durch  denselben  Ausdruck  so  natürlich  und  sinn- 
getreu erscheint;  dass  Niemand^  der  die  Arithmetik  des  Boetius  nicht  kennt, 
daran  Anstoss  nehmen  kann,  so  liegt  es  nahe,  zuzusehen ,  wie  Andere 
diese  Stelle  des  Euklid  wiedergeben  (vgl.  Ch.  468).  Die  römischen  Feld- 
messer geben  hierüber  keinen  Aufschluss;  es  bleibt  also  nur  übrig,  aus 
der  Zeit  nach  Boetius  Werke  zum  Vergleiche  heranzuziehen.  Nun  ist  in 
der  Zeit  nach  Boetius  eine  der  ältesten  Uebersetzungen  des  Euklid,  und  zwar 
aus  dem  Arabischen  in  das  Lateinische,  die  von  Campano  im  13.  Jahrb., 
welche  zum  ersten  Male  bei  Erhard  Radtolt  in  Augsburg  1482  ge- 
druckt erschien,  K.  290;  Chasles  548 — 549;  aus  dem  Griechischen  ward 
der  Euklid  zuerst  von  Bartholomaeus  Zamberti  in  Venedig  (um  1500)  in 
das  Lateinische  übertragen  (dass  derselbe  von  Mathematik  nichts  verstanden 
haben  sollte,  K.  257 — 259,  ist  gewiss  nicht  wörtlich  zu  verstehen).  Beide 
Uebersetzungen  neben  einander  wurden  zuerst  unter  den  Auspicien  von 
Faber  von  Etaples  (Faber  Stapulensis)  zu  Paris  bei  Stephan  1516,  und 
dann,  4  Jahre  nach  der  griechischen  oben  erwähnten  Ausgabe,  also  1537, 
bei  demselben  Verleger  Hervagen  in  Basel  gedruckt  herausgegeben,  K.  258, 
versehen  mit  einer  Einleitung  von  Melanchthon.  Letztere  Doppel-Ausgabe 
liegt  mir  vor.  Sie  trägt  den  Titel:  ,;Euclidis  Megarensis  mathematici 
clarissimi  elementorum  Geometricorum  lib.  XV.  Cum  expositione  Theonis 
in  priores  XIII  a  Bartholomeo  Veneto  Latinitate  donato,  Campani  in  omneS; 
et  Hypsiclis  Alexandrini  in  duos  postremos  etc.  Basileae  apud  Johannem 
Hervagium.  Mense  Augusto.  Anno  1537.  In  dieser  Ausgabe  nun  lautet 
die  30^®  und  31^^  Definition  bei  Campano  nach  dem  Arabischen:  „Figurarum 
autem  quadrilaterarum,  alia  est  quadratum,  quod  est  aequilaterum  atque  rectan- 
gulum.  Alia  est  tetragonus  longus,  quae  est  figura  rectangula,  sed  aequilatera 
non  est^^  (bei  Rhombus,  Bhomboid  und  Trapez  behält  er  die  arabische  Be- 
nennung bei).  Bei  der  zugehörigen  Figur  steht  ebenfalls  tetragonus  langte. 
Bei  Zamberti  lautet  dieselbe  Stelle:  „Quadrilaterarum  autem  figurarum, 
quadratum  quidem,  est  quod  et  aequilaterum  ac  rectangulum  est.  Altera 
parte  longius,  est  quod  rectangulum  quidem,  at  aequilaterum  non  est.^ 
Bei  der  Figur  steht  sonderbarer  Weise  ebenfalls  tetragonus  longus  (das 
^jTcaQakkriloygccfifiov  iXXemov  Btöei  zetQayoivoi^'  im  X.  Buch  übersetzt  Zam- 
berti ,,deficiens  forma  quadrata'^  Campano  umschreibt  umständlicher).  Wir 
sehen  alsO;  Zamberti  übersetzt  das  iTiQOfiritug  des  Euklid  ebenso  wie  Boetius 
durch  paiie  altera  longius»  Es  kann  dies  nun  völlig  unabhängig  von  dem- 
selben geschehen  seiU;   denn  nichts  ist  natürlicher  als  diese  Uebertragung; 
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für  Dreieck,  tQlymvov,  stets  (32  Mal)  triangulum  oder  tnangulm ,  nur  an 
2  verdorbenen  Stellen,  386,  17;  387,  17  trigonum;  für  Quadrat,  TCT^aywvoi/, 
stets  (24  Mal)  quadratum;  für  Fünfeck,  nevrdyoDvov ,  stets  (2  Mal)  quin- 
quangvlum;  für  gleichseitig,  iconUvqog^  stets  (6  Mal)  aequüateru^;  für 
rechtwinklig,  oq^oycovioq ^  stets  (3  Mal)  rediangulus;  für  das  Rechteck, 
o^oydvMv^  5  Mal  rectiangulum ,  3  Mal  rectüineum;  für  stumpf  (vom 
Winkel),  afißXvgy  stets  (2  Mal)  obtusus;  für  parallel,  Tta^AAijAo^,  stets  (11 
Mal)  dlternus;  das  ^va^la^  des  Euklid  ist  durch  alternatim,  382,  23,  wie- 
dergegeben. In  demjenigen  Theile  der  Geometrie  aber,  welcher  keine 
Uebersetzung  des  Euklid  ist,  finden  wir,  natürlich  ohne  Berücksichtigung 
der  Stellen,  die  Citate  aus  Euklid  oder  den  Feldmessern  enthalten,  Punkt 
in  geometrischer  Bedeutung  nicht;  für  Fläche  stets  (2  Mal)  superficies;  für 
Figur  14  Mal  figura,  9  Mal  forma,  10  Mal  formula,  1  Mal  deformatio; 
für  Dreieck  stets  (26  Mal)  trigonus;  für  Quadrat  3  Mal  tdragonus,  1  Mal 
tetragonus  normälis,  1  Mal  tetragonus  normoHUer  constiiiUus,  1  Mal  quadra- 
tum; das  Rechteck  heisst  3  Mal  tetragonus  parte  altera  hngior,  2  Mal  paraU 
Idogrammum  orthogonium;  3  Mal  heisst  auch  das  Viereck  tetragonus;  für 
Fünfeck  stets  (5  Mal)  pentagonus;  für  gleichseitig  stets  (6  Mal)  isopleurus; 
für  rechtwinklig  stets  (15  Mal)  orthogonium;  stumpf-  und  spitzwinklig  heissen, 
jenes  2,  letzteres  1  Mal  vorkommend,  ersteres  amblygonius,  letzteres  oxygo- 
nius;  parallel  findet  sich  nicht.  In  der  Arithmetik  des  Boetius,  die  also 
eine  freie  Bearbeitung,  nicht  eine  wörtliche  Uebersetzung,  der  Arithmetik 
des  Nicomachus  ist,  lesen  wir  für  Punkt  (bei  Nicomachus,  z.  B.  84,  9,  13; 
100,  7,  15,  13  arifJietov)  bei  Boetius  punctum;  nur  2  Mal  87,  4,  13  bei 
Boetius  notula,  vergl.  Nicomachus  83,  20  arjfieiov^  die  Fl&che,  bei  letzterem 
iniqxiveiay  heisst  bei  Boetius  superficies;  die  Figur,  cxfinccj  aber  bald  figura, 
z.  B.  86,  12,  21;  91,  6,  14;  99,  3,  16,  20,  27;  109,  18;  114,  8,  etc., 
bald  forma,  z.  B.  8,  5;  11,  4,  6;  99,  10,  24;  104,  12;  108,  24,  27; 
109,  17;  111,  10,  24,  etc.,  das  Dreieck,  xQfycavov,  heisst  triangtUus  oder 
triangulum;  quadratisch,  das  Quadrat  40  Mal  quadratus,  a,  um,  quadratum, 
aber  häufiger,  122  Mal,  tetragonus,  a,  um,  tetragonus;  das  Fünfeck  stets 
pentagonus,  das  Sechseck  exagonus,  nur  1  Mal,  99,  17,  scxangulum;  gleich- 
seitig, gleichwinklig,  rechtwinklig  kommt  nicht  vor;  für  parallel,  TCciQaXXr]- 
kog,  lesen  wir  bei  Boetius,  11,  25,  ,yparaUeli  circuli'';  87,  7,  j^ordinatac 
virgulae^^;  111,  15,  „parallelepipeda,  quae  sunt,  quotiens  superficies  contra 
se  sunt,  et  ductae  in  infinitum  nunquam  concurrent^',  115,  3  „Ea  namque 
hoc  nomine  (parallelepipedus)  vocatur  figura,  quae  alternatim  xiosüis  latitu- 
dinibus  continetur.*'  Der  Kreis  wird  in  der  Uebersetzung  des  Euklid, 
375,  3,  so  definirt:  „Circulus  vero  est  figura  quaedam  plana  et  circum- 
ducta  et  sub  una  linea  contenta,  ad  quam  a  puncto,  quod  infra  figuram 
positum  est,  omnes  quae  incidunt  rectae  lineae  sunt  invicem  sibi  aeqaale8^^ 
in  der  Arithmetik,  121,  22,  aber:  „Est  enim  circulus  posito  qiM 
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sich  die  Geraden  auf  dieser  Seite.    Die  letztgenannten  Postulate  4)  und  5) 
nun  pflegen  wir   zu  den  Axiomen  zu  rechnen,  und  ersteres  als  das   10*', 
letzteres  als  das    14*^  Axiom  anzusehen.     Nun  haben  bis  auf  Candalla,  K. 
313,  316,  alle  auf  die  von  Theon  aus  Alexandrien  im  vierten  Jahrhundert 
n.  Chr.   veranstaltete  Ausgabe   des  Euklid   basirten  lateinischen  Ueberseiz- 
ungen  desselben,  auch  Campano  und  Zamberti,  4)  und  5)  unter  den  Postu- 
laten,  nach  Qregori  in  üebereinstimmung  mit  einigen  Handschriften,  K.  285, 
doch  muss  es  unter  letzteren  auch  solche  gegeben  haben,  bei  denen  4)  und 
5)  sich  unter  den  Axiomen  befanden,  denn  unter  diesen  stehen  sie   (durch 
eine  Bandbemerkung  wird   freilich   bezweifelt,  dass   sie  überhaupt  Axiome 
seien),  der  jetzt  üblichen  Anordnung  entsprechend  in  der  Baseler  Ausgabe  B, 
auffallender  Weise.     Absichtlich   sage  ich:    auffallender  Weise;    denn   aus 
dem  gerade  dieser  Ausgabe  beigefügten  Commentare  des  Proklus   ersehen 
wir,  dass  dieser  nicht  anders  wusste,  als  dass  Euklid  4)  und  5)  allerdings 
unter  die  Postulate  stelle.     Proklus   führt   dieselben  Postulate  und  in  der- 
selben Beihenfolge  auf  wie  Boetius,  nämlich    1)  —  3)   auf  III,    51  letzte 
—  in  52   erste   Zeile   (sie   sind   freilich   nicht   wie   die  übrigen  durch  be- 
sonderen Druck  hervorgehoben),  4)  auf  III,  52,  5)  auf  III,  53.    Dann  folgen 
bei  Boetius   die  Axiome,   wenn   auch  nur   1),  3),  2),  8),   namentlich  fehlt 
das  in   der  Arithmetik  doch   erwähnte   Axiom    12)   der  gewöhnlichen  An- 
ordnung, die  wir  auch  in  der  Baseler  Ausgabe,  in  welcher  12)  durch  eine 
Randbemerkung  als  überflüssig  bezeichnet  wird,  finden.,  Die  gleiche  Reihen- 
folge finden  wir  bei  Proklus  III;  54;   doch  fehlt  hier  bei  diesem  das  die 
Congruenz  betreffende,    welches  erst  III,   55,    ebenfalls  durch  den  Druck 
nicht  hervorgehoben ;    erscheint.     Das   1'^  Axiom    lautet  nun   bei  Euklid: 
Ta  TCO  avup  TcTor,  Kai  cckkrlkoig  iczlv  ftfa,  und  in  der  Lachmann'schen  Aus- 
gabe lautet   die  Uebersetzung   des  Boetius,  F.  I.  379:    ,,quae   eidem   sunt 
aequalia,  et  sibi  invicem  sunt  aequalia*\  in  der  Friedlein'schen,  378,  1 — 2 
aber,   an  Ausdrücke  der  Feldmesser  lebhaft   erinnernd:    „Cum    spatia    et 
intervaUa  eidem  sunt  aequalia,  et  sibi  invicem  sunt  aequalia'*.     Es  ist  also 
hier  der  abstractO;  rein  logische,  Ausspruch  des  Euklid,  in  concreter  Form 
dargestellt.     Wenn  es  nun  also  durch   das  Zeugniss   des  Proklus   auch  ge- 
rechtfertigt ist^  dass  Boetius  den  obigen  Satz  4)  und  5)  unter  die  Postu- 
late aufnimmt  (aus  den  Anmeldungen  zu  Heron  245,  24G  glaube  ich  folgein 
za  müssen,  dass  auch  der  von  Peyrard  benutzte  älteste  Codex  a  die  gleiche 
Zahl  und  Reihenfolge  der  Postulate  hat),  so  war  dies  Verfahren  doch  schon 
damals  nicht  unangefochten.     Ausführlich   setzt  Proklus ^  III,  50 — 51,  die 
verschiedenen  Ansichten  von  Aristoteles,  Geminus,  u.  a.   über  den  unter- 
schied von  aXxtiiict  und  al/ofia  aus  einander  und   tadelt   schliesslich    hier 
und  IV,  95   den  öxoixeimtrig  Euklid   bitter,    dass  er   4)  und  5)  unter   die 
Postiilate  stelle  I  da  doch  ersteres  ein  Axiom,   letzteres  ein  zu  beweisender 
Sats    sei.     Sollto   »iw  ^'^«ch    gebildeten   Boetius,    dem    Bearbeiter 
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genommen  und  Construction  und  Beweis  gegeben.  Dazu  sagt  Boetius ,  390, 
8 — 9:  „Qua  de  re  bujus  exempli  notam  subjecimus**  in  Bezug  auf  die 
Aufgabe  1 ,  femer  391 ,  4  —  6 :  „Sed  nos  .  .  .  explanationem  .  .  .  pate- 
facimus**  in  Bezug  auf  die  Aufgabe  2,  und,  392,  8 — 11.  f,Nos  vero  .  .  . 
hujus  descriptionem  formulae  subjecimus*'  in  Bezug  auf  die  Aufgabe  3. 
Es  unterliegt  also  aueb  nicbt  dem  mindesten  Zweifel ,  dass  Boetius  bebauptet, 
die  Constructionen  und  Beweise ,  wie  sie  nun  folgen,  habe  er  gegeben.  Wel- 
cher Art  sind  dieselben  nun  ?  Damit  man  sich  darüber  ein  ürtheil  verschaffe^ 
stelle  ich  die  Construction  und  den  Beweis  von  Euklid  I ,  I  nach  der  Baseler 
Ausgabe  und  nach  Boetius  neben  einander.  Es  ist  die  Aufgabe ,  ein  gleich- 
seitiges Dreieck  zu  zeichnen,  dessen  Seitenlänge  gegeben  ist. 

Euklid. 


6ei  öri  ini  Ttjg  aß  ev^eiag  xQfyfovov 
iöOTcXsvQOv  GvvriöTaa^ai,    KivxQfp  fiiv 

yiyqacp^oi^  6  ßyö,  %al  nahv  KevTfjo) 
fiev  To5  ß  öiaarrffiau  6i  tc5  ßa^  y.v~ 
%Xog  yeyQaqtd'O}  ^  6  aye^  tuxI  and  xov 
y  Cfjfuüyv ;  xcf'^'  o  rcfivovtfiv  akXriXovg 
ot  %v%koi^  inl  ra  a  ß  arnieuc^  ine- 
^svx&CDOav  svd'etai^  at  ya,  yß.  iml 
x6  a  (SfifiHOv^  xivTQOv  iotl  xov  y6ß 
xvxXov^  i<Sri  liSxiv  fi  ay  xrj  aß,  ndXiv 
inel  TO  ß  arjfiHOv,  xivxgov  iöxl  xov 
yaz  xvKilot;,  Xcr^  icxlv  fj  ßy  xfj  ßa. 
idsLjfiifi  dh  nai  fi  ya  xfj  aß  tatj,  Ixa- 
reQ4x  a^  twv  ya,  yß  xij  aß  iöxlv 
tötj.  T«  de  TW  avro)  Ta«,  %ai  aXXyj' 
Xoig  iaxlv  ifSa  .  nal  ij  ya  aga  rf]  yß 
iaxlv  farj,  at  XQStg  &qa  at  ya  aß  ßy 
tiSai  aXXi]Xaig  ilclv,  lü6nX£V(fOV  aqa 
ioxl  xo  aßy  xqlytavov^  x«l  avvicxaxat 
inl  t^g  So^elcrig  Bv^slag  nsneQüöfii- 
vfjg  xffg  aß  .  oneq  iSov  noir}iSai, 


Sit  data  recta  linea  terminata  AB. 
Oportet  igitur  super  eam,  quae  est 
AB,  triangulum  aequilaterum  con- 
stituere  et  centro  quidem  A  spatio 
vero  B  circulus  scribatur  B  CED  et 
rursus  centro  B  spatio  autem  A  cir- 
culus scribatur  AFCD  et  ab  eo 
puncto,  quod  est  (7,  quo  se  circuli 
dividunt,  ad  ea  puncta^  quae  sunt 
A ,  B  adiunguntur  rectae  lineae  CA, 
CB,  Quoniam  igitur  A  punctum 
centrum  est  BCED  circuli,  acqua 
est  AB  ei;  quae  est  ^(7.  Rursus 
quoniam  B  punctum  est  centrum 
ACFD  circuli,  aequa  est  AB  ei, 
quae  est  BC,  Sed  et  AB  ei,  quae 
est  CA,  aequa  esse  monstrata  est. 
Et  -4C  igitur  ei,  quae  est  BC,  erit 
aequalis.  Tres  igitur,  quae  sunt 
CA,  AB,  BC,  aequae  sibi  invicem 
sunt.  Aequilaterum  igitur  est  CAB 
triangulum  et  constitutum  est  supra 
datam  rectam  lineam  terminatam  eam, 
quae  est  AB]  quod  oportebat  facere. 
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mines  stulti  et  perridiculi"  gewesen  sein ,  die  da  meinten ,  Euklid  habe  diu 
Sätze,  Theon  die  Beweise  gegeben?  Sollte  nicht  vielmehr  die  Entstehung 
dieser  Annahme  in  eine  spätere  Zeit,  in  der  die  Wissenschaften  noch 
tiefer  gesunken,  die  Eenntniss  der  griechischen  Sprache  und  Litteratur  ge- 
schwunden war,  zu  suchen  sein?  Und  endlich,  was  das  Wichtigste, 
sollte  Boetius,  wenn  er  wirklich  der  Meinung  war,  die  Beweise  rührten 
nicht  von  Euklid,  sondern  von  Theon  oder  irgend  einem  Anderen  her, 
dieselben  für  seine  eigenen  ausgegeben  haben?  —  Auf  Weiteres 
als  die  drei  ersten  Aufgaben  einzugehen ,  hält  Boetius  nicht  für  nöthig ,  denn 
er  sagt  393,  1—5:  „His  jam  compendiosis ,  et  tamen  hujus  artis  rudibus 
pernecessariis  introductionibus  lector  initiatus  si  in  aliquibus  superius  pro- 
positis  vacillando  abhorreat,  per  se  similes  figurarum  descriptiones  sine 
omnis  impedimenti  reclamatione  adin venire  potest  et  componere^^  Nach- 
dem also  Boetius  den  Leser  so  eingeweiht,  überlässt  er  es  ihm,  sich  selbst 
weiter  zu  helfen,  und  „similes  figurarum  descriptiones  .  .  adinvenire  et 
componere'^  Wie  dieser  das  anfangen  soll,  ob  er  Beweise  und  Lösungen 
der  Aufgaben  selbst  finden  soll,  oder  was  wir  sonst  darüber  zu  denken 
haben,  darüber  bleiben  wir  völL'g  im  Ungewissen.  Zugleich  aber  geht  aus 
den  soeben  citirten  Worten  hervor,  dass  in  der  That,  worauf  auch  die 
dem  Euklid  vorangestellte  Definition  von  „mensura^*  hindeutete,  diese  Com- 
mentining  des  Euklid  nicht  der  Hauptzweck  dieser  Schrift  sein  kann ,  denn 
das  Bisherige  wird  ja  ausdrücklich  nur  für  die  zum  Verständniss  des  nun 
Kommenden  sehr  nothwendige  Einleitung  („pernecessariis  introductionibus*^) 
erklärt;  die  Hauptsache  also  haben  wir  erst  noch  zu  erwarten.  Gehen  wir 
daher  nach  Beendigung  des  Euklid  zum  Folgenden  über. 

Boetius  also  föhrt  fort  393,  6:  „Sed  jam  tempus  est  ad  geometricalis 
mensae  traditionem  ab  Archita,  non  sordido  hujus  disciplinae  auctore,  Latio 
accommodatam  venire,  si  prius  praemisero,  quot  sint  genera  angulorum  et 
linearum  et  pauca  fuero  praelocutus  de  summitatibus  et  extremitatibus*^ 
Es  soll  also  (die  Besprechung  des  Archytas  verspare  ich  auf  das  Folgende) 
Einiges  über  Winkel ,  Linien  und  Flächen  folgen.  Nun  möchten  wir  wohl 
der  Meinung  sein,  das  sei  ja  in  dem  bisher  mitgetheilten  Stücke  des 
Euklid  bereits  enthalten,  Boetius  aber  ist  anderer  Ansicht,  und  giebt 
393,  12  —  32;  394,  16 — 32  die  Definitionen  von  rechtem,  spitzem  und 
stumpfem  Winkel,  von  gerader  Linie  und  Fläche,  sowie  die  Erklärung 
einiger  Feldmesserausdrücke  augenscheinlich  nach  den  römischen  Feld- 
messern, Baibus  ad  Celsura,  F.  I.  100—101,  99—100,  98.  Weshalb  Boetius 
das  von  Euklid  Vorgetragene  nicht  für  genügend  hält,  ob  er  nicht  be- 
merklr  hat,  dass  die  von  Baibus  gegebene  Eintheilung  der  Winkel  dieselbe 
ist,  wie  die  von  Euklid  gegebene,  dass  namentlich  die  von  Baibus  F.  I. 
100,  9 — 101,  2  entlehnte  Definition  des  Rechten  dieselbe  ist  wie  die  von 
ihm  selbst   früher   374,  12  —  17   nach  Euklid   gegebene,   dass  Baibus  nur 
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getheilten  nicht,  denn  es  fehlt  die  Lehre  vom  Ausziehen  der  Quadrat- 
wurzel, deutlich  aber  sind  die  Anweisungen  für  die  Multiplikation  und  Di- 
vision gewiss  ebenfalls  nicht,  vielmehr  verfährt  Boetius  auch  hier  wie  in 
seiner  Uebersetzung  des  Euklid ^  er  lässt  den  Leser  gerade  da  im  Stiche^  wo 
er  einer  Nachhilfe  am  meisten  bedarf.  Ja,  hier  in  dem  Abschnitte  über 
das  Rechnen  verwirrt  er  ihn  vollends,  und  noch  dazu  ohne  alle  Ursache. 
Denn,  wenn  die  Einen  behaupten,  diese  ganze  Stelle  gehöre  weit  eher  in 
die  Arithmetik  des  Boetius  als  in  die  Geometrie;  und  Andere  dagegen  be- 
tonen ;  jene  enthalte  nur  Speculationen  über  die  Natur  der  Zahlen ,  sie  sei 
eine  Art  Zahlenlehre  und  mithin  etwas  von  der  Logistik  oder  gewöhnlichen 
Rechenkunst  ganz  Verschiedenes,  so  haben  gewiss  die  Letzteren  Recht, 
ebenso  sicher  aber  ist  es  auch,  dass  gerade  Boetius  selbst  Zahlenlehre  und 
Logistik  hier  nicht  streng  auseinander  hält,  sondern  beide  vermengt,  und 
dadurch  den  Leser  verwirrt.  Auf  diesen  Punkt  nun  muss  ich ,  indem  ich 
die  Abacus-Stelle  als  solche  absichtlich  unberührt  lasse,  des  Folgenden 
wegen  genauer  eingehen.  Nichts  kann  dem  den  betreffenden  Abschnitt 
der  Geometrie  üeUerblickenden  natürlicher  erscheinen,  als  dass  Boetius  hier, 
395,  12  — 16,  zwei  Arten  von  Zahlen  unterscheidet,  „incompositi"  und 
„compositi*^,  und  dass  er  unter  ersteren  die  Zahlen  1 ,  2 ,  3  ...  9 ,  femer 
10,  20,  30,  .  .  .,  unter  letzteren  die  zwischen  ihnen  liegenden,  wie  11, 
12,  .  •  21,'  22;  .  .  31;  versteht.  Denn  erstere  erfordern  (Boetius  freilich 
giebt  den  Grtmd  nicht  selbst  an),  C.  208 — 209,  zur  Darstellung  auf  dem 
Columnen- Abacus ,  falls  man  sich  der  von  ihm  bald  darauf  besprochenen 
„Apices^*  bedient;  nur  eine  Marke,  welche;  je  in  die  Columne  I,  X,  C, 
etc.  gesetzt,  die  zu  bezeichnende  Zahl  angiebt,  letztere  aber  machen  zur 
Darstellung  die  Anwendung  mehrerer  Marken  nöthig,  z.  B.  23  die  der 
2  und  die  der  3.  Das  Alles  also  ist  verständlich  genug.  Indem  aber 
Boetius  wenige  Zeilen  weiter;  395,  25  —  396,  6  mit  den  Worten  be- 
ginnend: „Priscae  igitur  prudentiae  viri  Pythagoreum  dogma  secuti,  Pla- 
tonicaeque  auctoritatis  investigatores  speculatoresque  curiosi  totum  philo- 
sophiae  culmen  in  numerorum  vi  constituerunt^*  etc.  Ansichten  entwickelt, 
welche  offenbar  an  das  Prooemium  zur  ^i'i^n^otik  11,  10;  12,  1 — 12;  10, 
28  — 11;  6  erinnern  sollen ,  und  wenn  er  sich  dabei  ausdrücklich  auf 
seine  Arithmetik  beruft,  396,  5,  muss  dann  nicht  dem  Leser  beifallen, 
dass  ja  gerade  in  der  Arithmetik  des  Boetius  der  ;;incompositus^*  und 
„compositus*'  numerus  etwas  ganz  Anderes  bedeutete?  In  der  Arithmetik, 
30  —  37,  nämlich  unterscheidet  Boetius  drei  Arten  des  „inpar  numerus"; 
der  eine  ist  der  „numerus  primus  et  incofnposüvts^'^  (,,Dicitur  autem  primus 
et  incompositus,  quod  nuUus  eum  alter  numerus  metiatur  praeter  so] am, 
quae  cunctis  mater  est,  unitatem^',  30,  26 — 28),  dies  sind  die  Primzahlen 
],  3,  5,  7;  etc.;  der  zweite  ist  der  numerus  „secrmdus  ei  composUtis^^,  dies 
sind  die  aus  dem  Produkte  der  ungeraden  Primi^Uan  entitabenden  Zahlen 

Sappt.  s.  hist.-lit.  Abth.  d.  Ztitfchr.  f.  Math.  n.  Phyi.  14 
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haupt;  sondern  nur,  sie  sei  keine  lineare  Zahl.  Für  die  Ansicht  aber, 
die  Eins  sei  überhaupt  keine  Zahl,  yermag  ich  in  der  ganzen  Arithmetik 
nur  eine  einzige  Stelle  zu  finden,  aus  der  sie  entnommen  werden  könnte, 
es  ist  die  oben  citirte  117,  1 — 12,  an  welcher  er  erklärt,  warum  er  das 
ireQOfifjnrig  des  Nicomachus  durch  „parte  altera  longior*'  wiedergiebt,  wobei 
er  sich  auf  die  Natur  des  „Alterum'^  und  der  „Alteritas^^  stützt.  In  dieser 
Stelle,  welche  man  nochmals  nachlesen  möge,  kommen  die  Worte  vor: 
„Binarius  autem,  numerus  primns,  est  unitati  dissimilis,  idcirco  quod 
primus  ab  unitate  disjungitur*^  Diese  könnten  nun  so  verstanden  werden^ 
als  ob  Boetius  die  2  für  die  erste  Zahl  gehalten  wissen  wollte.  Allein 
einmal  ist  die  ganze  Auseinandersetzung  keineswegs  klar,  sodann  soll  der 
Sinn  jedenfalls  der  sein,  die  2  sei  die  erste  von  1  verschiedene 
Zahl,  und  die  erste,  der  die  „Alteritas'*  zukomme.  Dass  dies 
der  Sinn  ist,  geht  aus  mehreren  anderen  Stellen  hervor,  welche  dasselbe 
aussagen,  wie  117,  1  — 12.  Wir  lesen  nämlich  123,  4:  ,,Et  illam  pri- 
mam  inmutabilem  naturam  unius  ejusdemque  substantiae  vocant,  hanc 
vero  alterius,  scilicet  quod  a  prima  illa  inmutabili  discedens  prima  sit 
(ütera,  quod  nimirum  ad  unitatem  pertinet  et  ad  dualitatem,  qui  numerus 
primus  ab  uno  discedens  alter  factus  esV\  und  ebenso  132,  23:  „Constat 
igitur  primo  quidem  loco  unitatem  propriae  inmutabilisque  substantiae 
ejusdemque  naturae,  ^uaMaiem  vero  primam  aUeritatis  mutationisque  esse 
principium^^.  Wir  haben  es  femer  an  der  betreffenden  Stelle  der  Geo- 
metrie nicht  mit  zahlentheoretischen  und  transcendentalen  Speculationen 
und  nicht  mit  figurirten  Zahlen,  sondern  mit  Logistik  und  der  Reihe  der 
natürlichen  Zahlen  („naturalis  numeri  ordinem")  zu  thun,  imd  hier  muss, 
wenn  nicht  die  heilloseste  Verwirrung  entstehen  soll,  wovon  sich  im  Fol- 
genden ein  Beispiel  zeigen  wird,  die  Eins  stets  als  Zahl  gelten,  wie  schon 
Xjlander  1566  richtig  bemerkt,  E.  281.  Während  also  hier,  in  der  Geo- 
metrie bei  der  Erklärung,  was  aus  den  natürlichen  Zahlen  wird,  wenn  sie 
in  die  Spalte  der  X,  C  etc.  gesetzt  werden,  Boetius  mit  der  Zwei  anfängt, 
die  Eins  aber  nicht  mitzählt,  und  dies  unter  Berufung  auf  seihe  Aiith- 
metik  damit  rechtfertigt,  dass  er  hinzusetzt:  „Primum  enim  numerum  id 
est  binarium,  unitas  enim,  utin  arithmeticis  est  dictum,  numerus  non  est*', 
hat  Boetius  in  seiner  Arithmetik  in  der  Beihe  der  natürlichen  Zahlen, 
auf  die  es,  wie  gesagt,  hier  allein  ankommt,  die  Eins  stets  mitge- 
zählt, so  47,  28:  „Ponatur  enim  naturaUs  numerus  hoc  modo:  I,  II,  in...*\ 
ebenso  50,  8,  10,  desgl.  94,  6  —  9,  wo  nach  Aufstellung  der  Reihe  der 
natürlichen  Zahlen  die  Worte  folgen :  „Ex  bis  si  primum  (numerum)  sumam, 
id  est  unUatem'\  femer  96,  8—9,  femer  113,  9—10,  ferner  115,  22,  endlich 
140,  23  —  25.  Die  Anzahl  solcher  Stellen  würde  sich  leicht  noch  ver- 
mehren lassen,  ich  habe  jedoch  nur  die  schlagendsten  angeführt.     Wenn 

Boetius  daher  hier  in  der  Geometrie  die  Eins  nicht  mitzählt,  so  vermengt 
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letzterer  rechtwinklige^  stumpfwinklige  nnd  spitzwinklige  unterschieden; 
Boetins  aber  erkennt  nicht,  dass  beide  Eintheilungs-Pnncipien  einander 
nicht  ausschliessen,  dass  ein  gleichschenkliges  oder  ein  ungleichseitiges 
Dreieck  auch  zugleich  recht-,  stumpf-  oder  spitzwinklig  sein  kann,  und 
glaubt  sich  in  üebereinstimmung  mit  Euklid,  408,  7;  413,  12;  414,  17, 
wenn  er,  zugleich  die  Reihenfolge  angebend,  in  welcher  sie  behandelt 
werden  sollen,  sechs  Arten  von  Dreiecken  unterscheidet ,  404,  9,  1)  gleich- 
seitige, 2)  gleichschenklige,  3)  ungleichseitige,  4)  rechtwinklige,  5)  stumpf- 
winklige, 6)  spitzwinklige,  ähnlich,  wie  wir  dies  bei  Epaphroditus ,  A.  209, 
§  10,  finden,  dessen  Schriften  an  das  Licht  gezogen  zu  haben  das  hoch 
zu  schätzende  Verdienst  Cantor's  ist.  Es  wird  also  zuerst  das  gleichseitige 
Dreieck  berechnet,  404 — 406,  und  zwar  wird  die  Rechnung  auf  zwei  ganz 
verschiedene  Weisen  ausgeführt.  Da  jede  an  einem  anderen  Zahlenbeispiele 
gezeigt  wird,  tritt  der  bedenkliche  Umstand ,  dass  man  bei  demselben  Bei- 
spiele verschiedene  Resultate  für  die  Fläche  erhält,  je  nachdem  man  das 
eine  oder  das  andere  Verfahren  anwendet,  A.  157 — 158,  174 — 175,  nicht 
hervor,  jedenfalls  deutet  Boetius  auf  keine  Weise  darauf  hin.  Die  erste 
Methode,  angewandt  auf  ein  Dreieck  mit  der  Seitenlänge  30,  lautet  so: 
Die  Höhe  wird  in  runder  Zahl  als  26  angenommen;  sie  ist  offenbar  nach 
dem  Pythagoreischen  Lehrsatze  berechnet,  wie  aus  demselben  Beispiele  bei 
Epaphroditus,  A.  208,  §  3,  hervorgeht,  während  bei  Boetius  die  Angabe 

30  V^  2  ß 

der  Rechnung  fehlt.'     Da  aber  auch  die  Höhe   — -  -  ist,   so  ist  ys  ==  -~ 

A  15 

gesetzt,   also  ist  die  Fläche  =  |  .  30^  .  ^  =  |  .  30^  (  2  ~  ^^  =  ~ 

—  ^  =  ^  -  2  .  30  =  30«  —  -^-  —  2  .  30  =  30«  —  15  .  30  —  2    30 

«»  30'  —  17  •  30  =  30'  —  510.  Boetius  also  zieht,  ohne  diese  Zwischen- 
rechnung zu  erwähnen,  510  von  900  ab.  Auf  ein  zweites  Beispiel,  an 
welchem  die  andere  Methode  gezeigt  wird,  und  welches  sich  ebenso  bei 
Epaphroditus,  A.  210,  §  15  findet,  komme  ich  später  zurück.  Nur  das 
sei  bemerkt,  dass  weder  hier  noch  im  Folgenden  bei  Gelegenheit  des  Py- 
thagoreischen Satzes  der  Name  seines  Erfinders  mit  irgend  einem  Worte, 
mit  der  geringsten  Andeutung,  erwähnt,  ja,  dass  nicht  einmal  darauf  hin- 
gewiesen ist,  es  komme  hier  einer  der  aus  Euklid  übersetzten  Sätze  zur 
Verwendung.  So  vermissen  wir  Beides  auch  bei  dem  gleichschenkligen 
Dreieck,  406  —  407,  bei  welchem  wie  bei  Epaphroditus,  A.  209,  §  11 
(nur  steht  bei  letzterem  in  den  Zahlen  576,  168  G  statt  7),  aus  Grund- 
linie und  Schenkel  die  Höhe  und  dann  hieraus  die  Fläche  findet.  Nun 
kommt,  407 — 408,  das  ungleichseitige  Dreieck  an  die  Reihe,  und  zwar 
sind,  wie  bei  Epaphroditus  A.  209,  §  13  die  Seiten  desselben  15,  20,  25. 

fl2  -i-  2)'  —  c' 

Es    wird   zunächst   nach  der  Regel   —^ ein  Abschnitt    auf  der 
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Aufgabe  bezieht  und  nicht  hervorhebt,  dass  dan,  was  dort  gegeben  war, 
hier  gesucht  ist,  411^  eine  Aufgabe  des  Nipsus,  F.  L  298 — 299;. aus  der' 
Summe  der  beiden  Katheten  5  «»23,  der  Hypotenuse  ce=:17,  und  der 
Fläche  Jr=60  die  beiden  Katheten  a  und  b  zu  berechnen,  indem  die 
beiden  Gleichungen  a  +  Z^  =  5  und  a  —  5  =  f/c^  —  AF  addirt  werden, 
worauf  a  in  die  erstere  substituirt  wird.  Boetius  also  entnimmt  dieses 
Beispiel  dem  Nipsus  und  findet,  wie  dieser,  die  Ejitheten  a  =  15,  2»  =3  8, 
also  dasselbe  rechtwinklige  Dreieck,  dessen  Fläche  er  selbst  kurz  zuvor 
als  64  (hier  war  F  *=  60)  berechnet  hat^).  Hieran  schliesst  sich,  411—412, 
eine  ähnliche,  mit  den  Zahlenwerthen  dem  Nipsus,  F.  I.  297 — 298,  ent- 
nommene Aufgabe  (bei  welcher  Boetius  freilich  wieder  zwei  verschiedene 
durch  einander  wirft):  aus  der  Hypotenuse  (bei  Nipsus  fehlt,  F.  I.  297,  16 
hypotenusae  hinter  oder  vor  podismus)  c  <s  25  und  der  Fläche  F=:  150 
die  Katheten  a  und  h  eines  rechtwinkligen  Dreiecks  zu  berechnen.  Dieses 
geschieht  durch  Addition  der  beiden  Gleichungen  a  -f-  ^  ="  V^^  •-{-  ^F 
und  a  —  5  =  "/c^  —  AF  und  nachherige  Substitution  des  a  in  die  erstere. 
Die  Berechnung  von  a  -{-  h  wird  von  Nipsus  und  Boetius  numerisch  richtig 
ausgeführt,  es  ist  a  4~  ^  '^  ^^'  ^^^  Auffindung  von  a  —  h  sagt  Nipsus: 
„facies  hypotenusae  numerum  in  se;  fit  625,  hjnc  tolle  AFj  et  remanent 
25,  hujui^  ....  fit  5* ^  Hier  ist  bei  Nipsus,  F.  L  298;  7  eine  Lücke, 
es  fehlen  hinter  „hujus*'  die  WoHe  „sumo  latus*',  d.  h.  ich  ziehe  die 
Quadratwurzel,  nämlich  aus  25,  und,  sonderbar  —  gerade  hier,  wo  Boetius 
an  Nipsus  keinen  Anhalt  hat  (falls  nämlich  diese  Lücke  schon  damals  vor- 
handen war),  verfährt  er  anders,  denn  er  dividirt  25  durch  5  {„Harum 
quinta  pars  differentiam  tenä^.  412,  15)  und  erhält  so  allerdings  dasselbe 
Besultat;  aber  seine  Rechnung  ist  offenbar  sinnlos,  er  hat  das  Verfahren 
des  Nipps,  obschon  es  bei  dieser  und  der  vorigen  Aufgabe  schon  einmal 
angewandt   ist;    nicht    verstanden.     Doch    damit   nicht   genug.     Nachdem 


5]  Wenu  Cantor,  A.  131;  218  Note  251;  168,  auf  diese  Stelle,  411,  9,  des 
Boetius  verweist,  als  führe  der  Text  derselben  zur  Gewissheit,  dass  bei  Nipsus 
irriger  Weise  podismus  statt  hypotenusae  podismus  stehe,  so  beruht  dies  auf  einem 
Versehen,  A.  105.  Denn  Nipsus  bebandelt  u.  a.  zwei  einander  ähnliche  Aufgaben, 
F.  I.  297,  16  und  F.  I.  298,  12;  Boetius  aber  kehrt  diese  Reihenfolge  um  und  be- 
handelt die  letztere  Aufgabe,  als  die  leichtere,  zuerst,  auf  die  im  Texte  ange- 
gebene Weise.  Der  Fehler  in  Nipsus  aber  befindet  sich  nicht  bei  dieser,  son- 
dern bei  der  anderen  Aufgabe,  welche  also  bei  Boetius,  und  daher  auch  im  Texte, 
erst  die  folgende,  411—412,  ist.  Allein  hier  ist  die  DarsteUung  der  Aufgabe  von 
Seiten  des  Boetius,  412,  4  (nicht  411,  9)  entsprechend  F.  1.  297,  16,  so  unklar, 
dass  sie  durchaus  keinen  Anhalt  bietet  zur  Berichtigung  dieses  Schreibfehlers. 
Dass  aber  ein  solcher  vorliegt  und  die  Länge  der  Hypotenuse  25  gegeben  ist^ 
ergiebt  sich  ohne  allen  Zweifel  aus  den  ersten  Worten  der  Auflösung  bei  Nipsus 
selbst,  F.  I.  298,  welche  Worte  auch  Boetius,  412,  5,  gebraucht.  Dieser  aber  ist 
weit  davon  entfernt,  etwas  zur  Klärung  und  Berichtigung  beizutragen,  im  Gegen- 
theil,  er  bringt  neue  Fehler  hinein. 
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enim  tetragonus  una  quidem  superficies  est  quaituor  angulorum,  toti- 
demque  latenim'\  Die  Berechnung  der  Fläche  des  Quadrates  will  Boetius 
kurz  abmachen.    „Quadratorum  enim  ceteris  facilior  est  collectio*^  sagt  er, 

415,  16  — 17;  dass  aber  die  Berechnung  des  Quadrates  der  aller  übrigen 
zu  Grunde  liegt;  sieht  Boetius  augenscheinlich  nicht.     Wenn  femer  hier, 

416,  3,  gesagt  wird:  „Qui  yidelicet  normalis  tetragonus  ab  Euclide  aequi- 
laterus  atque  rectiangelus  nominatur,  a  Nicomacho  autem  in  arithmeticis 
similiter  appellatur^',  so  ist  es  befremdlich,  dass  Boetius,  der  doch  die 
Arithmetik  des  Nicomachus  so  sorgfältig  bearbeitet'  hat,  sich  nur  so  unbe- 
stimmt, simüUer,  ausdrückt,  und  nicht  genau  anzugeben  weiss ,  wie  Nico- 
machus das  Quadrat  definirt.  In  der  That  aber  erwähnt  Nicomachus  von 
demselben  nur  die  Gleichheit  der  Seiten  und  die  Anzahl  4  der  Winkel, 
nirgends  aber  gedenkt  er  der  Bechtwinkligkeit;  und  dieselben  Eigenschaften 
führt  auch  Boetius  in  seiner  Arithmetik  an,  er  spricht  auch,  aber  nur  an 
einer  einzigen  Stelle  118,  5,  von  der  Gleichheit  der  Winkel,  sagt  aber 
nirgends,  dass  jeder  ein  Rechter  sei.  Seine  Berufung  auf  Nicomachus  ist 
daher  entweder  ganz  vag  und  unbestimmt^  oder  sie  ist  unrichtig.  Noch 
auffälliger  ist  aber  das,  was  von  dem  nun  folgenden  Rechteck ,  416 ,  gesagt 
wird.  Denn  wie  sollen  wir  es  verstehen,  wenn  Boetius  hier,  416,  8, 
sagt :  „Tetragonus  autem  parle  dUera  hngior  ab  Euclide  quidem  rectiangulum 
sed  non  aequilaterum  definitur,  a  Nicomacho  autem  ixBQO(ii^Kfjg  dicitur  .  .  . 
Sit  modo  parte  äUera  hngior  tetragonus,  cujus  longitudo  pedes  8,  latitudo 
autem  4,  vel  longitudo  9,  latitudo  autem  6  vel  5  vel  3  colligat?*^  Nennt 
etwa  Euklid  das  Rechteck  nicht  Irs^'fttjxeg?  Hat  Boetius  vergessen;  dass 
er  ja  selbst  dieses  Euklidische  ixB(^iq%rig  durch  parte  altera  hngior  tiber- 
setzt hat?  Wenn  ferner,  wie  bereits  oben  bemerkt  ward ,  gerade  Boetius 
diese  Worte,  die  jeder  Andere  zur  Wiedergabe  von  Irc^oiiAY/xf/g  in  der 
Geometrie  wählen  konnte,  nicht  anwenden  konnte,  da  er  durch  dieselben 
in  seiner  Arithmetik  das  gleichlautende  vom  Euklidischen  aber  ver- 
schiedene Nicomachische  ixBQOfirjxrjg  wiedergegeben  hat;  was  sollen  wir 
dazu  sagen,  wenn  er  selbst  sich  hier  auf  Nicomachus  beruft,  und  so  die 
Verwirrung  der  Begriffe  vollständig  macht?  Hat  Boetius  vergessen,  dass 
Nicomachus  heteromeke  und  promeke  Zahlen  scharf  unterscheidet;  dass  er 
selbst  in  seiner  Arithmetik  diesen  Unterschied  ausführlich  erörtert  hat? 
Denkt  er  nicht  mehr  daran,  dass  gerade  nach  Nicomachus  keine  der  oben 
genannten  Zahlen  heteromek,  sondern  dass  sie  alle  promek  sind,  dass 
sogar  gleich  das  erste  von  ihm  oben  genannte  Beispiel  8.4.  von  Nico- 
machus 108,  24;  113,  16  als  Beispiel  einer  promekenZahl  aufgeführt  wird? 
Doch  wir  verlassen  diesen  auf  der  Hand  liegenden  Widerspruch ,  C.  193, 
zwischen  der  Arithmetik  und  der  Geometrie  des  Boetius,  und  wenden  uns 
zum  Folgenden.  Es  wird  zunächst,  416  —  417,  der  Rhombus,  sodann, 
417  —  418,    das    unregelmässige  Viereck,    sonderbarer  WeiB9-    ™^^   nicht 
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seine  Rechnung  ist  dem  entsprechend.  Vollkommen  das  Gleiche  that  Boetius, 
A.  132.  Eiß  kommt  nun  das  7 -Eck  an  die  Reihe.  Auf  den  Ursprung 
jener  Regel  auch  nur  mit  einem  Worte  einzugehen,  hält  Boetius  nicht  für 
nöthig,  dass  aher  auf  das  Sechs-Eck  gerade  das  Sieben-Eck  folgt,  das 
scheint  ihm  zu  merkwürdig  und  zu  schwer  zu  begreifen,  als  dass  es  nicht 
näher  erklärt  werden  müsste.  Aber  wie?  Das  wird  gewiss  Niemand  er- 
rathen.  Seine  Worte  lauten  420,  14:  „Qui^  videlicet  eptagonus,  tertio 
hie  inscribitur  loco,  septenarius  qu^smadmodum  in  inparium  numerorum 
teriius  naturaliter  ordine  apparet*^  Also  das  T-Eok  ist  das  dritte  zu  be- 
trachtende Vieleck  (nämlich  vom  5 «Eck  an;  dass  das  regelmässige  3-  und 
4-Eck  auch  hierher  gehört,  berücksichtigt  Boetius  nicht),  wie  7  die  dritte 
in  der  Reihe  der  ungeraden  Zahlen  ist  Staunend  fragt  hier  der  unbe- 
fangene Leser:  Aber  ist  denn  nicht  7  die  vierte  der  ungeraden  Zahlen 
1,  3,  5,  7?  Sollte  Boetius  etwa  nicht  bis  zu  3  zählen  können,  wie  das 
Sprichwort  sagt?  Doch  verwerfen  wir  solche  Gedanken  und  seien  wir 
nicht  vorschnell  mit  unserem  ürtheil!  Erinnern  wir  uns  vielmehr  daran, 
dass'  ja  Boetius  am  Ende  des  ersten  Buches  seiner  Geometrie  gesagt  hat : 
„unitas  numerus  non  est",  dass  für  ihn  also  die  1  nicht  mitzählt;  dann 
allerdings  ist  7  die  dritte  ungerade  Zahl.  Wir  sehen  also,  dass  Boetius 
in  der  Geometrie,  wo  es  doch  nicht  auf  Speculationen  über  die  Natur  der 
Zahlen,  sondern  auf  gewöhnliches,  bürgerliches  Rechnen  ankommt,  con- 
seqnent  die  1  nicht  mitzählt,  während  er  doch  in  der  Arithmetik,  auf 
die  er  sich  an  der  oben  genannten  Stelle  berufen^  ebenso  consequent 
die  1  in  der  Reihe  der  natürlichen,  wie  der  ungeraden  Zahlen  mitgezählt 
hat;   denn   wir  lesen,   um  auch  Letzteres  zu  beweisen,   in  der  Arithmetik, 

118,  12:  „disponentur  in  ordinem  omnes  ab  uno  impares I,  m, 

V,  VII .  .  .  Est  ergo  princeps  inparis  ordinis  unU(is^\  ebenso  136,  10 — 14, 
und  sonst.  Nach  dem  7-Eck  kommt  das  8-Eck  an  die  Reihe,  an  der 
vierten  Stelle  hinter  dem  5-Eck,  denn,  421,  6:  „ Oc^onu5~ vero  in  naturali 
partum  numerorum  ordine  quartus  constitutus  in  hoc  disserendus  loco  natu- 
raliter quartus  assumatur^^,  dann  folgt  das  9-  und  das  10-Eck.  Die  Flächen 
aller  sind,  wie  bei  Epaphroditus  nach  obiger  Regel  3)  berechnet,  und  diese 
spricht  er,  was  Letzterer  nicht  thut^  am  Ende  in  Worten  aus;  nach  sechs 
vorangegangenen  Beispielen  allerdings  nicht  schwierig.  Die  bei  Epaphro- 
ditus jeder  dieser  Aufgaben  beigefügte  ümkehrung  aber,  aus  m  und  s  die 
Grösse  a  (aus  der  Zahl  der  Seiten  und  der  Fläche  die  Länge  einer  Seite) 
zu  berechnen,  suchen  wir  bei  Boetius  vergeblich;  nur  beim  gleichseitigen 
Dreieck  hat  er  schon  früher,  406,  4;  A.  210,  §  15,  dieselbe  behandelt. 
Nach  zwei  Kreisaufgaben  finden  wir  endlich  die  Berechnung  der  Fläche 
eines  Berges,  424 — 425,  an  drei  Beispielen  erläutei*t,  das  zweite  auch  in 
den  Zahlenwerthen  mit  Epaphroditus,  A.  209,  §  8,  übereinstimmend,  beim 
dritten  hat,  wo  Epaphroditus,  A.  209,  §  9,  das  Resultat  nur  in  runden 
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sie  nicht  gebraucht  werden,  an  den  Anfang  desjenigen  zu  setzen,  in  wel- 
chem sie  zur  Anwendung  kommen  sollten.  Zudem  finden  sich  sowohl  in 
der  Arithmetik  als  in  der  Musik  Brüche  in  Menge,  und  in  letzterer, 
274  —  276,  auch  Zeichen  für  Brüche,  deren  Kenntniss  Boetius  also  doch 
bei  den  Lesern  seiner  „Musik*'  voraussetzt;  während  er  am  Ende  seiner 
„Geometrie*^  426,  14  die  Bruchzeichen  dunkel  und  unbekannt  nennt,  so 
dass  er ,  wie  er  sagt ,  sich  zur  Einführung  neuer  Zeichen  veranlasst  findet. 
—  Die  Geometrie  schliesst,  wie  sie  mit  dem  feldmesserischen  Begrifi«  von 
„mensura**  begonnen  ^  mit  der  Verweisung  auf  die  Agrimensoren  Frontin 
und  Urbicus  Aggenus. 

Bevor  ich  die  Geometrie  des  Boetius  verlasse,  muss  ich  noch  auf  die 
Persönlichkeit  des  in  derselben  öfter  erwähnten  Architas  eingehen.  In 
der  Arithmetik  und  Musik  nämlich  erwähnt  Boetius  mehrmals,  139,  14,  17; 
285,  12  —  286,  6,  17;  368,  9;  369,  15,  25  den  Pythagoreer  Archjtas 
von  Tarent.  Wir  wissen  von  demselben  nui*,  dass  er  365  v.  Chr.  starb, 
dass  er  sich  in  der  Mechanik  auszeichnete,  und  mit  der  Verdoppelung  des 
Würfels  beschäftigte,  C.  179.  Seine  Schriften  freilich  sind  verloren,  jedoch 
exietirten  im  ersten  Jahrhundert  n.  Chr.  noch  Stücke,  die  ihm,  ob  mit 
Recht,  ist  freilich  zweifelhaft,  zugeschrieben  wurden,  C.  179 — 180.  Nun 
wird  auch  in  der  Geometrie  ein  Architas  erwähnt,  und  zwar  heisst  es  bei 
Gelegenheit  der  Begel  2^  =  0  +  6  — c,  412,  20  —  23:  „Unum  etiam, 
qnod  Architae  judicio  in  hoc  eodem  orthogonio  approbatum  est ,  et  Euclidis 
diligentissima  persecutatione  prius  est  rationabiliter  adinventum,  operae 
precium  duximus  non  esse  praetermittendum.  Est  etiam  saepe,  ut  dispu- 
tator  in  geometria,  drculus  si  huic  orthogonio  inscribatur,  quot  pedes  dia- 
metrus  colligat,  requirat".  Aus  dem  prius  nun  folgert  Cantor,  C.  192, 
dass  hier  ein  Architas  gemeint  sei ,  der  nach  Euklid  gelebt  habe ,  dass  also, 
C.  191,  zwei  Schriftsteller  gleiches  Namens  existirt  hätten,  und  folgert, 
C.  192,  aus  den  Worten,  wo  zum  ersten  Male  Architas  in  der  Geometrie 
vorkommt,  393,  6:  „Sed  jam  tempus  est  ad  geometricalis  mensae  tradi- 
tionem  ab  Archita,  non  sordido  htijus  disciplinae  audore,  Latio  accommo- 
datam  venire^S  es  werde  hier  dieser  lateinisch  schreibende  Architas  dem 
Leser  als  ein  von  dem  in  der  Arithmetik  und  Musik  genannten  verschiedener 
vorgeführt.  Auf  die  Frage  nun,  was  denn  dies  für  ein  Architas  sei, 
glaubt  er  es  als  wahrscheinlich  ansehen  zu  dürfen,  derselbe  sei  identisch 
mit  dem  von  Chasles,  517 — 520  erwähnten  ungenannten  Verfasser  einer 
geometrischen  Schrift,  welche  mit  mehreren  anderen  in  einem  Manuscript 
in  der  Bibliothek  von  Chartres  sich  findet,  C.  171  —  172,  192  —  193,  A. 
132 — 135.  Da  sich  nämlich,  sagt  Chasles,  Boetius  in  seiner  Geometrie 
auf  Frontin  berufe,  diese  anonyme  Schrift  aus  stilistischen  Gründen  in  die 
Zeit  vor  Boetius  zu  fallen  scheine,  und  dem  Inhalte  nach  mit  dem  Buche  IL 
der  Geometrie  des  Boetius  so  sehr  übereinstimme,  dass  mit  Bestimmtheit 
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anonyme  Schrift  vor  sich  gehabt  habe?  und  wenn  er  sich  femer  bei  der 
Regel  2)  auf  denselben  bezieht,  muss  es  da  nicht  auffallen,  dass  er  nicht 
ein  Gleiches  thut  bei  der  Regel  1),  denn  diese  findet  sich  ja  nach  c)  eben- 
falls bei  dem  Anonymus?  Dagegen  suchen  wir  die  Berechnung  des  stumpf- 
winkligen Dreiecks,  bei  welcher  sich  Boetius  gleichfalls  auf  Architas  be- 
zieht, unter  den  oben  genannten  Aufgaben  vergebens;  und  wenn  endlich 
Cantor,  A.  135,  sagt,  auch  der  Abacus^  bei  dessen  Erklärung  Boetius 
mehrfach  des  Architas  gedenkt,  finde  sich  in  dem  Fragment  von  Chartres, 
so  ist  dies  zwar  richtig,  allein  sie  findet  sich  nicht  in  der  anonymen  Schrift 
I,  deren  Inhalt  nach  Chasles  oben  angegeben  ist,  sondern  in  der  gleich- 
falls anonymen  Schrift  VIT.  Wenn  also  Cantor  diese  letztere  mit  zum 
Beweise  heranzieht,  und  von  einem  Anonymus  redet,  während  doch  zwei 
vorhanden  sind,  so  liegt  die  Annahme  zu  Grunde,  dass  I.  und  YII.  von 
demselben  Verfasser  herrührten.  Aus  den  Worten  Chasles  aber,  der  allein 
dieses  Fragment  kennt,  A.  132:  „verschiedene  auf  einander  folgende  Stücke'^ , 
Cb.  518,  geht  dies  durchaus  nicht  hervor.  Etwas  Bestimmtes  also  lässt 
sich  gar  nicht  behaupten.  Betrachten  wir  nun  aber  die  Stelle  der  Geo- 
metrie des  Boetius,  welche  überhaupt  zu  der  ganzen  Hypothese  Veran- 
lassung gegeben  hat,  genauer,  so  lautet  sie:  Architas  habe  die  Regel 
2q  =a  a  -^  h  —  c  gefunden ,  früher  aber  noch  Euklid.  Die  nächste  Frage 
nun  wäre  meines  Erachtens:  Verhält  sich  dies  auch  so?  Des  Archytas 
Schriften  nun  sind,  wie  bereits  bemerkt  ward,  verloren,  wir  wissen  daher 
nicht ,  ob  er  in  der  That  diesen  Satz  gefunden  hat ;  es  liegt  kein  Zeugniss 
vor,  dass  dem  so  sei.  Aber  Euklid?  Dessen  Werke  sind  doch  ziemlich 
vollständig  auf  nns  gekommen.  Nun^  bei  Euklid  —  würde  man  diesen 
Satz  (woher  stammt  derselbe?)  ebenfalls  vergeblich  suchen.  Die  ganze 
Frage  entbehrt  daher  eines  festen,  greifbaren  Grundes,  und 
das  Nächstliegende  wäre  wohl,  sie  als  eine  der  vielen  und  starken  Un- 
richtigkeit<en ,  an  denen,  wie  der  Leser  gewiss  zugeben  wird,  diese  Geo- 
metrie des  Boetius  so  überreich  ist,  anzusehen,  und  nicht  weiter  zu 
beachten.  Geben  wir  uns  aber  gleichwohl  die  Mühe,  auf  dieselbe  einzu- 
gehen. Fragen  wir  also  erstens:  Ist  es  denn  so  gewiss,  dass  der  Architas 
der  Geometrie  ein  andrer  sein  soll,  als  der  der  Arithmetik  und  Musik? 
Cantor  folgert  dieses  aus  den  oben  angeführten  Worten:  „nofi  sordido 
hujus  disdpUnae  auctore",  393,  7;  aber  mit  demselben  Rechte  würde  man 
dann  ans  414,  17  —  18:  „ab  Euclide,  non  segni  geometre"  schliessen  dürfen, 
dass  hier  ein  andrer  Euclid  gemeint  sei,  als  der  im  Früheren  angeführte. 
Femer  sagt  Boetius,  was  er  doch,  wenn  er  es  so  hätte  verstanden  wissen 
wollen,  nicht  unterlassen  konnte,  auch  nirgends  bestimmt,  der  in  der  Geo- 
metrie vorkommende  Architas  sei  nicht  der  früher  citirte.  Dies  findet 
sich  nirgends  ausgesprochen.  Im  Gegentheile,  Manches  spricht  dafür, 
dass  in  der  That  der  Architas  der  Geometrie  auch  der  Pythagoreer  ist. 
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Auflage  yon  Peletarins'  Ausgabe  des  Eaklid  1810  wird  unentschieden  ge- 
lassen, M^arensisne  an  Gelous  fuerit  Euelides,  K.  331;  ja,  noch  zu  Endo 
des  l?^'*  Jahrhunderts  lässt  Dechales,  der  noch  dazu  den  Proklus  anführt 
aber  wohl  nicht  aufmerksam  gelesen  hat,  es  ungewiss,  ob  der  avotxuco- 
Tfjg  der  Megarenser  Euklid,  oder  deijenige  Euklid  gewesen  sei,  der  um 
300  y.  Chr.  in  Alexandria  lehrte,  E.  367.  Wollen  wir  daher  nicht  in  den 
Worten  des  Boetins,  Euklid  habe  jenen  Satz  früher  gefunden  als  Architas, 
«ine  Tage  und  unbestimmte,  keiner  Beachtung  werthe,  Behauptung  sehen, 
sondern  überhaupt  auf  dieselbe  eingehen,  so  liegt  es  meines  Erachtens  un- 
endlich viel  näher,  statt  nach  einem  von  dem  bekannten  Archytas  ver- 
schiedenen zu  suchen,  während  ein  solcher  nirgends  erwähnt  wird,  anzunehmen, 
es  liege  hier  ausser  sonstigen  Irrthümern  (in  Bezug  auf  die  Uebersetzung 
in  das  Lateinische  vielleicht  eine  Verwechselung  mit  Appulejus?)  eine  Ver- 
wechselung des  Megarenser  Philosophen  imd  des  Verfassers  der  Elemente 
vor.  Denn  Beide  haben  wirklich,  letzterer  etwa  100  Jahre  später  als  jener, 
gelebt,  und  Beide  sind  thatsächlich  das  ganze  16^^  Jahrhundert  hindurch, 
nnd  wohl  noch  länger  verwechselt  worden.  Wenn  wir  dies  nun  auch  in 
einer  späteren  Zeit  erklärlich  finden,  wenn  es  uns  auch  nicht  sehr  befremdet, 
dass  der  nicht  allzu  genaue  Valerius  Maximus,  VIII,  12,  Ext.  1,  vor  Boetius 
ein  Gleiches  ihat;  von  Boetius  müsste  es  unglaublich  erscheinen,  wenn  er, 
falls  er  den  Euklid  zu  übersetzen  gedachte,  den  Commentar  des  berühmten 
Proklns,  noch  dazu  eines  Gesinnungs-Verwandten  in  Philosophie,  nicht  ge- 
kannt, und  nicht  bemerkt  haben  sollte,  dass  dieser  11,  19 — 20  den  axoix^i^oi'^TJg 
Euklid  bestimmt  als  Zeitgenossen  des  Ptolemäus  I  bezeichnet  hat.  [Bevor 
ich  diese  Archytas- Stelle  412,  20  verlasse,  will  ich  noch  darauf  aufmerksam 
machen,  dass  wir  in  ihr  das  Wort  odinvenire  finden;  dasselbe  erscheint  in 
der  Geometrie  des  Boetius  noch  4  Mal,  und  nur  1  Mal  invenire;  in  der 
Arithmetik  und  Musik  aber  kommt  odinvenire  nirgends  vor,  wohl  aber 
13  Mal  invenire,  sowie  3  Mal  inventh,  und  1  Mal  inventar;  ähnlich  ad- 
investigare  und  investigare]. 

Soviel  über  den  Inhalt  der  Geometrie  des  Boetius.  Zwar  hat  schon 
Cantor  auf  manche  in  derselben  vorkommende  Unrichtigkeiten  aufmerksam 
gemacht  und  dieselbe  als  hinter  der  Arithmetik  zurückstehend  bezeichnet, 
C  187,  ja,  als  allgemein  bekannt  darf  wohl  angenommen  werden,  dass  nie 
verschiedenes  Irrige  enthalte,  gleichwohl  aber  schien  mir  eine  Angabe  de^ 
Inhaltes,  und  der  Nachweis,  welcher  Natur  die  von  Boetius  begangenen 
Fehler  sind,  und  in  welcher  Anzahl  sie  vorkommen,  geboten,  denn  eine  ge- 
naue Kenntniss  des  Thatbestandes  halte  ich  für  die  Aufstellung  eines  Ur- 
theils  über  diese  Schrift  für  unerlässlich.  Bevor  ich  jedoch  dtM  meinig<; 
abgebe,  wende  ich  mich  erst  noch  zu  der  ferneren  Frage: 

In  welcher  Form  haben  wir  auf  Grund  der  als  acht  uner- 
kannten   Schriften    des  Boetius    die    Geometrie    desselben    /u 
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406,  14;  407,  2;  413,  12;  414,  17;  416,  4,  8;  417,  12;  die  Nothwendig- 
keit  aber,  dass  zu  diesem  Zwecke  4  Axiome,  5  Postulate,  48  Definitionen, 
70  Lehrs&tze  und  Aufgaben  hätten  übersetzt  werden  müssen,  wird  gewiss 
keinem  Leser  einleuchten;  und  dabei  verroisst  derselbe  immer  noch  die  Lehr- 
sätze aus  Euklid's  Buch  VI,  aus  denen,  wie  Kästner,  K.  288,  ganz  richtig 
bemerkt,  sich  die  Regeln  für  die  Flächenberechnung  erst  herleiten  lassen, 
und  die  sich  selbst  wieder  auf  die  Theorie  der  Verhältnisse  in  Buch  Y 
gründen.  Auf  dieses  Stück  des  Euklid  nun  folgen  Feldmesser-Erklärungen 
und  Definitionen,  welche  z.  Th.  schon  gegeben  sind,  dann  die  Anweisung 
zum  Bechnen  mit  ganzen  Zahlen,  hierauf  wieder  Feldmesser-Erklärungen^ 
sodann  die  Berechnung  der  Flächen,  und  endlich  das  Rechnen  mit  Brüchen ; 
Alles  ohne  alle  Verbindung,  oder  durch  ein  unmotivirtes  und  nachlässiges 
,,autem^'  oder  „igitur^*  nothdürftig  zusammengeschweisst,  von  einem  in  natur- 
gemässer  Entwickelung  fortschreitenden  Gedankengange  ist  keine  Rede. 
Insbesondere  unterlässt  es  Boetius  unbegreiflicher  Weise,  den  Leser  durch 
ein  „Prooemium^*  zu  orientiren,  obschon  ein  solches  in  der  Geometrie  ge- 
rade, da  mit  dieser,  nachdem  in  den  beiden  ersten  Theilen  die  Mengen 
behandelt  sind,  der  zweite  Haupt- Abschnitt,  die  Betrachtung  der  Grössen 
beginnt,  besonders  am  Platze  gewesen  wäre.  Die  Schrift  beginnt  vielmehr, 
bezeichnend  genug,  mit  den  sonderbaren  Worten  373,  21 — 24:  „Quia  vero, 
mi  Patrici,  geometrum  exercitissime  Euclidis  de  artis  geometricae  figuris 
obscure  prolata  te  adhortante  exponenda  et  lucidiore  aditu  expolienda  suscepi, 
inprimis  quid  sit  mensura  diffiniendum  opinor".  Nicht  genug  also,  dass 
wir  hier  unerwartet  der  nochmaligen  Anrede  an  Symmachus  begegnen, 
Boetius,  der  feingebildete  Römer,  fühlt  auch  nicht,  wie  widersinnig  die 
Anrede  „mi  Patrici",  „mein  Patricier*^  ist,  denn  „Patricius*^  ist  kein  Name, 
C.  189,  sondern  der  hohe  Patricier-Titel,  welcher  in  der  Regel  „nicht  vor 
dem  Consulat  oder  vor  vollendeter  Amtsverwaltung  einer  der  höchsten  Hof- 
chargen ertheilt  ward",  U.  19;  er  empfindet  nicht,  wie  unpassend  und  takt- 
los es  ist,  denselben  Symmachus^  dem  er  sein  Werk  widmet  mit  den  ehr- 
erbietigen Anfangs- Worten :  „Domino  suo  Patricio  Symmacho  Boetius,,  hier 
in  der  Geometrie  vertraulich  mit  „mi  Patrici"  anzureden. 

Blicken  wir  nun  auf  das  Bisherige  zurück,  so  stossen  wir  auf  eine  An- 
zahl von  Fragen.  Denn,  wenn  wir  zunächst  den  Inhalt  der  Geometrie  im 
Ganzen  betrachten,  und  uns  erinnern,  dass  dieselbe  den  dritten  Theil  eines 
Werkes  bilden  soll,  welches  auf  Pythagor(^isch-Platonischen  Anschauungen 
beruht^  müssen  wir  da  nicht  Manches  vermissen,  was  wir  zu  erwarten  be- 
rechtigt waren:  die  Lehre  von  der  Aehnlichkeit,  die  Construction  der  4'*^" 
und  der  mittleren  Proportionalen,  die  Erwähnung  des  Incommensurabelen 
und  Irrationalen;  muss  es  nicht  auifallen,  dass  die  regelmässigen  Vielecke 
so  unklar  behandelt  sind,  dass  derselbe  Boetius,  der  in  der  Arithmetik  und 
Musik  den  Pythagoras   und  Plato  beständig  im  Munde   fuhrt,  in  der  Geo- 
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er  habe  das  rechtwinklige  Dreieck^  welches  er  allen  übrigen  zu  Grunde  legt, 
diesen  erst  nachfolgen  lassen,  nachdem  er  es  bereits  drei  Mal  stillschweigend 
angewandt  hat,  er  habe  das  Quadrat,  den  Ausgangspunkt  aller  Flächen- 
Berechnung  in  die  Mitte  gesetzt?  Sollen  wir  es  für  möglich  halten,  Boetius 
habe  den  Euklid  übersetzt,  ohne  den  Proklus  zu  kennen,  er  habe  die  zu 
den  drei  ersten  Aufgaben  Euklid's  gehörigen  Constructionen  und  Beweise, 
mochte  er  nun  den  Euklid  oder  den  Theon  oder  irgend  einen  Anderen  für 
deren  Urheber  halten,  für  seine  eigenen  Erklärungen  ausgegeben? 
Ist  es  glaublich,  dass  Boetius  in  seiner  Geometrie  unter  einem  numerus 
incampositus  und  numerus  compositus  ohne  irgend  ein  Wort  der  Erklärung 
etwas  Anderes  als  in  der  Arithmetik  verstanden  haben,  und  doch  wenige 
Zeilen  weiter  unverkennbar  auf  diese  seine  Arithmetik  hingewiesen  und  sich 
auf  dieselbe  berufen  haben  sollte?  Kann  man  sich  vorstellen,  derselbe 
Boetius,  der  den  Nicomachus  so  sorgfältig  bearbeitet  hat,  habe  beim  Nieder- 
schreiben der  Geometrie  nicht  mehr  bestimmt  anzugeben  gewusst,  was  der- 
selbe vom  „Quadrat**  sagt?  Sollte  derselbe  Boetius  in  seiner  üebersetzung 
des  von  ihm  vorher  nie  erwähnten  Euklid  den  Leser  mit  einer  consequent 
durchgeftlhrten  Nomenclatur,  die  -er  weder  vorher  noch  nachher  einhält, 
überrascht,  bei  der  Definition  des  Quadrates  und  des  Kreises  nicht  auf  die 
frühere  verwiesen,  nichts  über  das  Fehlen  des  Axioms  12,  dessen  er  doch 
in  seiner  Arithmetik  gedenkt,  gesagt  haben?  Ist  es  begreiflich,  dass  eben 
derselbe  Boetius  in  seiner  Geometrie  das  Euklidische  itsQOfAriTirig  durch  das- 
selbe lateinische  Wort  übei*setzt  haben  sollte  wie  das  etwas  Anderes  be- 
deutende gleiche  Wort  des  Nicomachus,  dass  er  bei  der  Üebersetzung  von 
Eaklid's  Definition  des  Bechtecks  und  bei  der  Berechnung  desselben  das 
Wort  heteromek  in  einer  Bedeutung  gebraucht  haben  sollte,  welche  von  der 
in  seiner  Arithmetik  und  von  Nicomachus  aufgestellten  abweicht,  und  dass 
er  sich  noch  dazu  selbst  auf  Nicomachus  berufen  haben  sollte? 
Ist  es  glaublich,  dass  wieder  eben  derselbe  Boetius  in  seiner  Arithmetik 
die  Eins  in  der  Beihe  der  natürlichen  und  der  ungeraden  Zahlen  consequent 
mitgezählt,  in  der  Geometrie  aber  ebenso  consequent  nicht  mitgezählt  und 
gleichwohl  sich  selbst  auf  seine  Arithmetik  berufen  haben  sollte? 
Sollen  wir  wirklich  annehmen,  Boetius  sei  beim  Fassen  seiner  Geometrie  so 
geradezu  von  allen  Göttern  verlassen  gewesen?  Betrachten  wir  aber  die 
Form,  so  muss  sich  uns  die  Frage  aufdrängen:  Dürfen  wir  dem  dialektisch 
und  rhetorisch  gebildeten  Boetius  eine  so  unklar  abgefasste  Schrift  zutrauen? 
Sollte  er  nicht  im  Stande  gewesen  sein,  diesen  Gegenstand  ebenso  deutlich 
zu  behandeln  wie  die  übrigen,  sollte  er  die  einzelnen  Theile  nicht  in  ver- 
ständlichen Zusammenhang  haben  bringen  können?  Ist  es  denkbar,  dass 
er  ein  Stück  des  Euklid  übersetzt,  die  Kenntniss  desselben  für  nothwendig 
erklärt,  und  sich  doch  im  Folgenden  so  gut  wie  gar  nicht  auf  dasselbe 
bezogen  haben  sollte,   offenbar,   weil  er  den  Sinn  der  Sätze  nicht  gefasst 
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21;  Boetins  gebraucht  dafür,  105,  7  cacumims  Vertex  y  105,  16  vertex  et 
quodammodo  cacumen^  108,  8  punctum  quoäammodo  et  vertcjc,  109,  21  Ver- 
tex, 106,  4  Vertex,  110,  10 — 11  ccummen  verticis.  Von  diesen  entsprechen 
die  1*%  3'°,  6*'  Stelle  bezüglich  den  dreien  des  Nicomachus,  auf  die  letzte 
komme  ich  sogleich  zurück.  Jedenfalls  bedient  sich  Boetius  nicht  aus- 
schliesslich des  Wortes  vertex.  Es  bezeichnet  femer  bei  Heron  xo^v^if  die 
obere  Deckfläche  einer  abgestumpften  Pyramide,  und  ebenso  bei  Nico- 
machus (vergl.  107,  26),  104,  10—14:  „ov  yäg  slg  rov  dwd(i€i  nokvycavov 
rqv  fiovdda  TfAetnra  aüxri  mg  elg  iv  u  Orifutov^  aX£  slg  ete(fOv  ive^eUt^  nal 
ovtUxi  fiSvag  HOf^gn^^  aXX  inlniöov  avx^  xo  itigag  ylvBXcei  laoymvov  xrj  ßaaet^'^ 
welche  Worte  Boetius  110,  9 — 14  so  wiedergiebt:  „Pyramidis  equidem 
figura  est,  sed  quoniam  usque  ad  cacumcfi  verticis  non  excrevit,  curta  voca- 
bitur  et  habebit  summitatem  non  jam  punctum,  quod  unitas  est,  sed  super- 
ficiem,  quod  est  quilibet  numerus  secundum  basis  ipsius  angulos  porrectus 
atque  ultimus  adgregatus/'  Indem  also  Boetius  hier  durch  caaimen  verticis 
(es  ist  dies  die  oben  erwfthnte  6^®  Stelle)  das  griechische  ?v  ti  arnietov 
ausdrückt,  übersetzt  er  das  xoQvq)/}  des  Nicomachus  durch  sufmnitas.  Wir 
sehen  also:  Boetius  drückt  keineswegs  regelmässig  xoQV(ptj  durch 
Vertex  aus,  sondern  nur  dann,  wenn  jenes  einen  Punkt  bezeichnet,  er  wendet 
vielmehr  sufnmit(M  an,  wenn  der  oberste  Theil  eine  Fläche  ist.  Es  heisst 
endlich  noch  die  obere  parallele  Seite  eines  Trapezes  bei  Heron  102,  2, 
17,  29;  103,  14,  25,  27  etc.  ebenfalls  KOQvg>i]j  bei  Epaphroditus,  A.  208 
§.  2  „Vertex  sive  cliorauste^y  in  der  oben  mit  I.  bezeichneten  Schrift  des 
Fragmentes  von  Chartres,  Ch.  522:  „vertex  seu  caraustus"  (ffChorauste^  und 
„coraustus^  wahrscheinlich  das  verstümmelte  %0Qvax6g).  Wenn  nun  in  der 
vorliegenden  Geometrie,  welche  als  die  des  Boetius  gilt,  die  obere  parallele 
Seite  eines  Trapezes  vertex  xmd  nicht  chorauste  oder  corausttis  heisst,  kann 
daraus^. gefolgert  werden,  dass  Boetius  dies  geschrieben  habe?  Denn,  ab- 
gesehen davon,  dass  ein  logischer  Grund  zu  diesem  Schlüsse  gar  nicht 
vorliegt,  wir  haben  hier  nicht  —  wenigstens  deutet  nichts  mit  Bestimmt* 
heit  darauf  hin  —  eine  üebersetzung  vor  uns,  wenn  auch  die  Schriften 
Herons  mittelbar  eingewirkt  haben  mögen;  sodann  übersetzt  Boetius,  wie 
wir  sahen,  das  Wort  xoQvq>ri  nicht  regelmässig  mit  vertex,  sondern  nur 
dann,  wenn  der  obere  Theil  ein  Punkt  ist,  er  gebraucht  aber  summüas, 
wenn  der  obere  Theil  eine  Fläche  ist.  Beim  Trapez  nun,  welches  man 
als  ein  abgestumpftes  Dreieck  betrachten  kann,  ist  der  obere  Theil  weder 
ein  Punkt,  noch  eine  Fläche,  sondern  eine  Linie,  und  wie  Boetius  in 
diesem  Falle  verfahren  haben  würde,  ob  er  eines  der  beiden  genannten 
Worte  angewandt  hätte,  und  welches,  oder  ob  er  ein  drittes,  von  beiden 
verschiedenes,  aufgesucht  hätte,  das  können  wir  nicht  wissen.  Nach  dem 
Bisherigen  liegt  letztere  Vermuthung  meines  Erachtens  am  Nächsten;  dass 
er,  der  griechischen  Sprache  kundig,  das  barbpriaeha  diarauste  oder  corausitis 
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Weshalb  also  sollte  sich  derselbe  der  nicht  geringen  Mühe  der  Uebertragung 
in  das  Lateinische  unterzogen  haben?  Etwa,  weil  er  den  Euklid  so  hoch 
schätzte?  Allein  seine  Verehrung  desselben  war  wohl  keine  allzu  grosse. 
2war  gedenkt  er  des  Verfassers  der  Elemente  drei  Mal  lobend,  indem  er 
von  ihm  als  einem  „geometricae  peritissimus",  406,  14,  einem  „non  segnis 
geometer",  414,  17,  von  seiner  „diligentissima  perscrutatio^^,  412,  21  spricht, 
er  setzt  jedoch  kein  Wort  der  Motivirung  hinzu,  und  sein  Lob  erscheint 
eher  als  ein  dem  allgemeinen  Urtheil  gemachtes  Zugest&ndniss,  als  aus 
eigener  Ueberzeugung  hervorgegangen.  Sieben  Mal  erwähnt  er  ferner  den 
Enklid  ohne  allen  Zusatz,  407,  2;  408,  7;  413,  12;  416,  4,  8;  417, 
12,  17,  und  an  fttnf  Stellen  findet  er  das,  was  derselbe  im  Allgemeinen, 
und  speciell  von  den  drei  ersten  Aufgaben  sagt,  „obscure^*  373,  22,  „suc- 
cincte  di£ßculterque^';  389,  19,  ,,nimis  involute'^  390,  8,  „obscure  difficulter- 
que^'y  391;  3,  „nimis  strictim  et  ob  id  confuse  involuteque'^  392,  7 — 8, 
dargestellt;  freilich  begreiflich  genug,  denn  nach  ihm  sind  ja  nur  die  Lehr- 
sätze und  Aufgaben,  nicht  auch  die  Beweise  und  Constructionen,  von  Euklid. 
Vielleicht  aber  wird  man  einwenden,  der  Verfasser  der  Geometrie  bedurfte 
des  Euklid  für  das  Folgende;  in  diesem  Falle  hätte  allerdings  ein  triftiger 
Grund,  ihn  zu  übersetzen,  vorgelegen.  Allein  ich  habe  schon  oben  darauf 
aufinerksam  gemacht,  dass  die  wenigen,  und  noch  dazu  ganz  trivialen, 
Stellen,  .wo  er  sich  auf  denselben  beruft,  den  weitschweifigen  Apparat  einer 
üebersetzung  fdrwahr  nicht  erfordern.  Im  Gegentheile,  der  Verfasser  der 
Geometrie  weiss  eben  augenscheinlich  den  Euklid  gar  nicht  zu  verwerthen, 
er  eilt  so  rasch  als  möglich  zu  den  Feldmessern  hinüber,  und  das  ganze 
Stück  des  Euklid  könnte  ohne  Störung  des  Zusammenhanges  der  Geometrie 
fehlen.  Es  sind  femer,  um  den  Euklid  im  Originale  zu  verstehen  und  ihn 
zu  übersetzen  Kenntnisse  erforderlich;  dürfen  wir  diese  dem  Verfasser  der 
Geometrie  zutrauen?  Zunächst  haben  wir  kein  Zeugniss  dafür,  dass  er  der 
griechischen  Sprache,  wenigstens  in  ausreichendem  Masse,  mächtig  gewesen 
sei.  Denn  seine  Berufung  auf  Nicomachus  bei  Gelegenheit  des  Quadrates 
ist  so  vag  und  unbestimmt,  dass  es  zweifelhaft  bleibt,  ob  er  denselben 
wirklich  gelesen  hat,  und  ist  weit  eher  geeignet,  die  Meinung  hervorzurufen, 
er  wolle  sich  nur  den  Anschein  geben,  als  ob  ihm  die  Schrift  desselben 
bekannt  sei.  Es  gehören  ferner  zur  üebersetzung  des  Euklid  auch  geome- 
trische Kenntnisse ;  diejenigen  unseres  Verfassers  aber  sind,  wie  wir  sahen, 
die  allerdürftigsten  und  zur  Durchführung  eines  solchen  Vorhabens  lange 
nicht  ausreichend;  wie  sollte  der,  welcher  so  thörichte  Dinge  schreiben 
kann,  und  nicht  einmal  die  Eintheilung  der  Dreiecke  bei  Euklid  zu  ver- 
stehen im  Stande  ist,  denselben,  wie  wir  es  finden,  wenigstens  im  Ganzen 
richtig  und  mit  Verständniss  haben  übersetzen  können?  Umgekehrt  aber 
anclii  wer  diese  Üebersetzung  angefertigt,  sollte  der  sich  nach  Vollendung 
donMlbiii  m  ""    minologie  bedienen ^  als  derjenigen,   welche  er 
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ad  otium  öum  reversos^  et  multa  velut  scripta  foliis  et  sparsa  artis  ordini 
inlaturus  collegi.  Foedum  enim  mihi  videbatur^  si  genera  angulorum  quot 
sint  interrogatus  responderem  multa:  ideoque  rerum  ad  professionem  nostram 
pertinentiom ,  in  quantum  potui  occupatus,  specles  qualitates  condiciones 
modos  et  numeros  excussi/'  Wenn  nun  derselbe  Balbus  Definitionen 
des  rechten  WinkelS;  der  Geraden ,  der  Fläche,  der  Ebene  (s.  Anm.  12) 
anführt  in  Worten,  welche  die  getreue  Uebersetzung  der  von  Euklid  ge- 
gebenen sind^  so  können  wir  allerdings  nicht  wissen^  ob  er  sie  demselben 
unmittelbar,  oder  mittelbar  aus  Heron,  41,  entnommen  hat.  Sollte  es  aber 
nicht  denkbar  sein,  dass  ein  solcher  wissenschaftlich  strebender  und  hoch- 
gestellter Yermessungsbeamter  den  Euklid  entweder  selbst  übersetzt  oder 
doch  unter  seiner  Leitung  für  die  Bedürfnisse  seiner  Untergebenen  hätte 
übersetzen  und  bearbeiten  lassen,  dass  aber  solche  Uebersetzungen  und 
üommentare  nur  in  geringerer  Zahl  vorhanden  waren  und  die  Kunde  von 
der  Existenz  derselben  deshalb  nicht  in  weitere  Kreise  drang,  weil  die  Be- 
sitzer jener  sie  nicht  zu  gebrauchen  und  in  Folge  dessen  ihren  Werth  nicht 
zu  schätzen  wussten?  Gab  es  doch  unter  der  grossen  Anzahl  von  Agrimen- 
soren  gewiss  Männer  von  griechischer  Abkunft  —  wie  denn  auch  die  Namen 
Nipsus  und  Epaphroditus  auf  solche  hindeuten,  A.  103,  117  —  die  wohl 
des  Griechischen  mächtig  und  bei  einiger  Hilfe  im  Stande  waren  eine  solche 
Uebersetzung  auszuführen.  Sollte  nicht  das  in  der  s.  g.  Geometrie  des  Boetius 
enthaltene  Stück  aus  Euklid  eine  solche  zum  Gebrauche  der  römischen  Feld- 
messer angefertigte  Uebersetzung,  oder  vielmehr  ein  Auszug  aus  einer  solchen, 
sein?  Deutet  nicht  das  sonst  unerklärliche  An-die- Spitze-steilen  der  Definition 
von  „mensura",  die  Wiedergabe  des  ersten  Grundsatzes  durch:  „Cum  spatia  et 
intervätta  eidem  sunt  aequalia^  et  sibi  invicem  sunt  aequalia'*,  welche  Les- 
art beizubehalten  Friedlein  gewiss  guten  Grund  gehabt  hat,  darauf  hin? 
Der,  wie  es  scheint,  handschriftlich  nicht  feststehenden  Zeichnung  von 
Grenzsteinen  bei  der  Definition :  „Figura  est,  quae  sub  aliquo  vel  aliquibus 
terminis  continetur,  terminus  vero,  quod  cujusque  est  finis^S  will  ich  gar 
nicht  gedenken.  Wenn  wir  femer  berücksichtigen,  dass  Nipsus  und  Epa- 
phroditus Aufgaben  die  auf  quadratische,  A.  106,  121 — 122,  und  ersterer 
auch  solche,  welche  auf  Gleichungen  des  ersten  Grades  mit  2  Unbekannten 
hinauskommen,  mit  Verständniss  hindurchführen,  so  wird  wohl  meine  aus  sorg- 
fältiger Prüfung  des  übersetzenden  Abschnittes  der  vorliegenden  dem  Boetius 
zugeschriebenen  Geometrie  hervorgegangene  Ueberzeugung,  dass  der  Euklid, 
wenigstens  zum  Theil,  unter  den  Römern  nicht  unbekannt  war,  ja  dass 
Uebersetzungen  und  Bearbeitungen  desselben  für  die  Bedürfnisse  der  Agri- 
mensoren,  also  noch  vor  Boetius,  wenn  auch  nicht  in  grosser  Anzahl, 
existirt  haben ,  dass  endlich  der  genannte  Abschnitt  der  s.  g.  Geometrie 
des  Boetius  ein  Stück  einer  solchen  sei,  nicht  mehr  allzu  gewagt  erscheinen, 
wie  denn  auch  Holtsch,  Metrol.  II,  11,  der  Ansicht  ist,  die  I  ^ir 
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römischen  Feldmesser  seien  bisher  wohl  unterschätzt  worden,  und  nioht  in 
Abrede  stellt,  dass  Baibus  allerdings  neben  dem  Heron  auch  den  Euklid 
benutzt  haben  möge. 

Mit  dem  Zusammenbrechen  des  römischen  Reiches  ging  zwar  auch  der 
einst  hochgeachtete  und  angesehene  Stand  der  Agrimensoren  unter,  nicht 
aber  hörte  mit  ihm  die  Noth wendigkeit  des  Feldmessens  auf.  Gemessen 
werden  muss  und  musste  allenthalben  und  zu  allen  Zeiten,  und  um  so 
mehr,  je  öfter  der  Besitz  im  Grossen  und  im  Kleinen  wechselte,  je  häufiger 
Schenkungen  an  Klöster^  u.  dergl.  vorkamen.  Das  Messen  und  Berechnen 
aber,  falls  man  sich  nicht,  was  freilich  oft  genug  geschehen  mochte,  mit 
einer  ungeföhren  Abschätzung  begnügte,  geschieht  nach  gewissen  Regeln, 
und  dass  diese  lediglich  durch  mündliche  üebe'rlieferung  sich  fortgepflanzt  und 
erhalten  hätten,  würde  undenkbar  sein.  Viel  näher  liegt  vielmehr  die  An- 
nahme, dass,  wie  die  Erinnerung  an  den  einst  so  einflussreichen  Stand  der 
Geometer  gewiss  nicht  sobald  erlosch,  namentlich  in  Italien,  auch  Ab- 
schriften der  um  450  n.  Chr.  gesammelten  Feldmesser- Pandekten,  A.  95,  116, 
165,  175,  oder  doch  einzelner  dieser  Schriften,  und  dass  sich  auch  Exemplare 
der  Bearbeitungen   des  Hcron  und  des  Euklid  noch  längere  Zeit  erhielten. 

Wenn  man  aber  endlich  fragt,  wer  denn  sonst  der  Verfasser  dieser 
den  Namen  des  Boetius  tragenden  Geometrie  sein  sollte,  wenn  nicht  dieser 
selbst,  80  stehe  ich  nicht  an,  so  gewagt  es  auch  erscheinen  mag,  zu  ant- 
worten: Muthmasslich  ein  praktischer  Feldmesser  einer  späteren 
Periode,  etwa  bis  zum  9^*"  oder  10^^"  Jahrhundert.  Denn,  was  zuerst  die 
Zeit  betrifft,  so  muss,  wie  die  Abacus-S teile  zeigt  (und  dass  diese  mit  Aus- 
nahme der  Tabelle,  nicht  interpolirt  sein  kann,  ergiebt  sich  aus  der  oben 
erwähnten  Behauptung,  7  sei  die  3^*^  ungerade  Zahl)  die  Schrift  verfasst 
Sein,  bevor  die  Null  im  Gebrauche  war,  sie  muss  aber  auch  früher  ent- 
standen sein,  als  die  ältesten  Codices.  Diese,  der  von  Erlangen  und  der 
von  Chartres  stammen  aber,  Friedl.  372;  Ch.  517,  aus  dem  1V^°,  und 
auch  der  schon  früher  erwähnte  Vatican-Codex  No.  3123,  den  Friedlein, 
372,  mit  Wj  bezeichnet  imd  in  das  10^®  Jahrhundert  versetzt,  gehört,  U.  47, 
dem  ll^«"— -12'*'"  Jahrhundert  an;  so  ergiebt  sich  die  obige  Zeitbestimmung. 
Zu  der  Annahme  femer,  die  Schrift  rühre  von  einem  praktischen  Feldmesser 
her,  mochte  derselbe  nun  dieses  Geschäft  für  sich  betreiben,  oder  vielleicht 
als  Zugehöriger  eines  Klosters  die  vorkommenden  Rechnungen,  Bauten  und 
Vermessungen  zu  besorgen  gehabt  haben,  führt  einmal  der  Umstand,  dasb 
in  der  betreffenden  Geometrie  Rechen- Aufgaben,  wie  sie  die  praktische  Feld- 
messkunst mit  sich  bringt,  unleugbar  die  Hauptsache  sind,  sodann  aber  auch 
die  Ausdrucksweise.  Denn,  oft  genug  finden  wir  in  der  Arithmetik,  und 
1  Mal  in  der  Musik,  des  Boetius  die  Geometrie  erwähnt,  wir  lesen  daselbst 
„gcamrtria'',  9,  4;  10,  28,  30;  11,  12,  28;  12,  1;  91,  8;  229,  5;  „geometrica 
forma"',  11,4,6;  „/?^i/ra  geometrica",  86,  12;  „geometrica  rjV,  140,  13; 
,, geometrica  considerafio^\  86,  18;  „geometrica  disciplina^\  11,  26;  „geo- 
metrica scieniia^\  86,  19;  aber  nicht  ein  einziges  Mal  „geometrica 
ars''''\  in  der  Geometrie  hingegen  finden  wir  zwar  drei  Mal  ,^eofnetrica**, 
396,  3;  406,  14;  412,  24;  aber  fünf  Mal  „geometrica  ars'*,  373,  22;  401, 
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4;  403,  1,  4;  425,  26,  und  noch  fünf  Mal  „ars"  (offenbar  „geometrica"), 

390,  2;  391,  3;  393,  1;  396,  3;  402,  28.  Man  sieht  augenscheinlich,  der 
Verfasser  der  Geometrie  kennt  dieselbe  nicht  als  eine  Wissenschaft, 
sondern  als  eine  y^ar$^%  und  zwar  weniger  in  der  Bedeutung  „Kunst", 
A.  85,  als  „Handwerk^^  Dieses  war,  wie  sich  aus  seiner  Darstellung 
ergiebt,  die  Anschauung  unseres  Geometers,  0.  189.  Er  konnte  schreiben 
und  ein  wenig  rechnen,  verstand  seine  Instrumente  zu  handhaben,  war  ge- 
übt im  Zeichnen  und  Construiren,  im  Entwerfender  figurarum  oder 
formtdarum  descriptiones,  der  figitrae  und  descriptiones y  373,  22;  389,  18; 

391,  5;  392,  4,  10;  393,  4;  405,  21;  409,  18,  und  berechnete  nach 
mechanisch  eingelernten  Regeln  seine  Figuren  und  Pläne,  ohne  sich  um  die 
Gründe  seines  Verfahrens  sonderlich  zu  kümmern.  Von  einem  Beweise 
und  der  Nothwendigkeit  eines  solchen  hatte  er  keine  Vorstellung;  er  be- 
gnügte sich  mit  der  Anschauung;  ut  mhjeda  descriptio  monet,  389,  4; 
iU  sübjed^Be  descriptioni^  fofmula  docet,  401,  20;  ut  suptcr  inpiäura  noiafur, 
406,  30;  ttt  in  suljeda  figura  nofatur,  408,  4;  ut  patenter  in  subfeda  for- 
muJa  dedaratur,  .408,  24;  uf  infra  cernitur  in  figura,  409,  29;  itt  cerni 
patest  in  suhjeda  figura^  412,  12;  quod  suhtus  fada  designat  figura,  413,  8; 
ui  supter  appard^  417,  28;  ut  in  suhterius  scripta  patd  figura,  418,  11; 
ut  infra  scripta  perspm  potest  in  forma,  419,  7  sind  seine  Ausdrücke.  In 
seinen  Händen  befand  sich  eine  Copie  der  gesammelten  Feldmesser- Schriften, 
oder  wenigstens  einiger,  aus  welcher  er  seine  Weisheit  schöpfte  und  bei 
vorkommenden  juristischen  Controversen  sowie  geodätischen  Aufgaben  sich 
Rath  erholte,  und  auch  ein  Exemplar  einer  für  die  Zwecke  der  Agrimensoren 
veranstalteten  üebersetzung  oder  Bearbeitung  des  Euklid,  vielleicht  nach 
der  Theon'schen  Ausgabe,  Letzteres  mochte  wohl  von  früheren  Besitzern 
herrührende  Randglossen,  grösstentheils  feldmesserischen  Inhaltes,  enthalten, 
doch  auch  der  Satz  vom  Innenkreis  eines  rechtwinkligen  Dreiecks^  vielleicht 
bei  Eucl.  IV,  4,  sich  unter  ihnen  befinden,  und  der  Name  eines  Archytas 
in  der  einen  oder  anderen  Beziehung  vorkommen.  Von  dieser  Geometrie 
des  Euklid,  unter  welcher  er  jedoch  nur  die  Lehrsätze  und  Aufgaben  ver- 
stand, denn  die  Beweise  und  Constructionen  waren  in  seinen  Augen  der 
Commentar  des  Theon  oder  eines  Anderen,  wusste  er  freilich  keinen  Ge- 
brauch zu  machen,  er  sah  ihn  wohl  als  einen  älteren  Fachgenossen  an,  der 
sich  viel  mit  ebenso  sonderbaren  und  schwierigen  als  für  die  Praxis  an- 
nützen Dingen  beschäftigt  habe,  und  hatte  von  der  Lebenszeit  desselben 
nur  sehr  dunkle  Vorstellungen.  Auch  unserem  Feldmesser  nun  war  das 
Gerficht  zu  Ohren  gekommen,  der  berühmte  Boetius  habe  ein  Werk  über 
Geometrie  verfasst  und  in  demselben  den  Euklid  übersetzt  und  commentirt; 
Niemand  jedoch  hatte  dasselbe  gesehen  oder  gelesen,  sei  es,  dass  Boetius 
gar  nicht  dazu  gekommen  war,  es  zu  schreiben,  sei  es,  dass  er  es  wirklich 
geschrieben  hatte,  dasselbe  aber  schon  früh  verloren  gegangen  war.  Dagegen 
gelangte  die  Arithmetik  und  Musik  des  Boetius  in  seine  Hände.  Er  ver- 
stand sie  zwar  sieht  völlig,  und  las  sie  wohl  auch  nicht  ganz,  sondern  etwa 
nur  d«n  Anfong,  nnd  den  TOn  den  ügarirten,  den  heteromeken  und  promeken 
Zahlet  hmdtto*  '^A— 136,  der  ihn  wegen  seines  an  das  Geo- 
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Ziehung  zu  dem  gleichlautenden  Ausdrucke  des  letzteren  in  demselben  Ab- 
schnitte über  die  heteromeken  Zahlen,  und  glaubte  um  so  sicherer  zu  gehen, 
da  er  hier  dieselbe  Figur  fand  wie  bei  Euklid.  Er  ahnte  nicht,  dass  diese 
Berufung  auf  Nicomachus,  und  jene  Vemachlftssigung  der  Eins  beim  Zählen, 
durch  welches  Beides  er  die  Autprschaft  des  Boetius  gerade  recht  glaubhaft 
gemacht  zu  haben  meinte,  ihn  einst  veiTathen  würde.  In  derselben  Absicht, 
seine  Schrift  als  von  Boetius  verfasst  erscheinen  zu  lassen^  gedenkt  er  einige 
Mal  der  Pythagoriker  und  Platoniker,  nur  nicht  da,  wo  dieser  es  gethan 
haben  würde  und  wo  wir  es  erwarten  müssen ;  aus  gleichem  Grunde  spricht 
er  Yon  seiner  Arithmetik,  von  seiner  Uebersetzung  des  Euklid  und  von 
seinem  Commentar  zu  demselben;  zu  demselben  Zwecke  legt  er  dem  Boetius 
als  Anrede  an  Symmachus  die  Worte  in  den  Mund:  „mi  Patrici  geometrum 
exercitissime^S  indem  er  offenbar  „Patricius**  für  einen  Namen  hält,  und 
durch  das  sinnige  Compliment:  ,, Geübtester  der  Geometer^'  alle  erforder- 
lichen Regeln  der  Höflichkeit  erfüllt  glaubt.  Ein  Prooemium  zur  Geometrie 
aber  schrieb  er  nicht.  Welchen  Gedanken,  namentlich  welchen  Gedanken, 
der  dem  Boetius  hätte  angehören  können,  hätte  er  auch  in  einer  solchen 
Einleitung  auszuführen  vermocht?  Auf  diese  Weise,  meines  Erachtens, 
entstand  die  Geometrie  jenes  Feldmessers,  die  er,  vielleicht  in  guter  Absicht, 
als  eine  in  seinen  Augen  vortreffliche  Schrift,  dem  Boetius  beilegte.  Den 
vierten  Theil  des  Werkes  desselben,  die  Astronomie,  gleichfalls  herzustellen 
oder  wieder  herzustellen  hat  er  wohlweislich  unterlassen,  er  hätte  dabei 
unangenehm  „in  die  Brüche^^  kommen  können. 

So  sehr  wir  nun  auch  vom  beutigen  Standpunkte  aus  das  Verfahren 
dieses  Feldmessers  missbilligen  müssen,  so  sehr  wir  geneigt  sein  werden, 
ihm  zu  zürnen,  da  er  das  Urtheil  der  die  Wahrheit  suchenden  Nachwelt 
irre  geleitet  hat,  so  wenig  haben  wir  gleichwohl  Ursache,  allzustreng  mit 
ihm  in's  Gericht  zu  gehen.  Denn,  die  ganze  bisherige  Untersuchung  betraf 
die  Frage  nach  der  Aechtheit  oder  Unächtheit  der  den  Namen  des  Boetius 
tragenden  Schrift  über  Geometrie,  und  wir  geltingten,  gestützt  auf  die  vor- 
gebrachten Gründe,  zu  der  festen  Ueberzeugung,  dass  dieselbe  nicht  von 
Boetius  herrühren  könne.  Das  Resultat  war  demnach  ein  negatives.  Ein 
solches  ist  zwar  immerhin  für  die  Feststellung  der  Wahrheit  von  hohem 
Werthe,  vermag  jedoch  nicht^  volle  Befriedigung  zu  gewähren.  Sollte  aber 
wirklich  die  ganze,  lange,  mit  der  peinlichsten  Sorgfalt  durchgeführte  For- 
schung mit  einem  verneinenden  Erfolge  abschliessen,  sollten  wir  nicht  etwas 
Positives  durch  dieselbe  erfahren  haben?  Dies  scheint  in  der  That  der  Fall. 
Gewannen  wir  doch  mit  der  Ueberzeugung,  Boetius  könne  nicht  der  Ver- 
fasser der  in  Rede  stehenden  Geometrie  sein,  die  andere,  die  in  derselben 
enthaltene  Uebersetzung  eines  Theils  der  Euklidischen  Elemente  sei  ein 
Bruchstück  einer  für  die  Bedürfnisse  der  römischen  Feldmesser  veranstal- 
teten Uebersetzung  oder  Bearbeitung  des  Euklid.  Eine  Uebersetzung 
des  Euklid  in  das  Lateinische  zur  Zeit  der  römischen  Agri- 
mensoren,  mehr  als  tausend  Jahre  vor  derjenigen  Zamberti's,  noch  vor 
Boetius,  vielleicht  sogar  vor  Theon !  Wohl  möchte  Mancher  diese  Folgerung, 
welche   die  Boetius-Scbrift   trotz  ihrer  Unächtheit  immer  noch   als  wichtig 
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